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Tarea 2: Espacios de Sobolev

1. Usa la transformada de Fourier para demostrar que si v € H*(R") con s > 7 entonces
u € L>®(R") y ademds
HUHLOC(RW,) S C'||u||H2(Rn),

donde C'= C(n,s) > 0 es una constante independiente de u.

2. Sea 2 C R", abierto, acotado con 99 € C'. Sea {u;};en una sucesién uniformemente
acotada en H'(€2). Suponiendo que ||u — u;|12(q) — 0 cuando j — oo para cierta u € L*(12),
demuestra que u € H'(Q) y que

|l 1) < h'mjl'ggo ;|| 1 @)

3. Integra por partes para demostrar que:

1/2 1/2
/ |Dul|P doz < C (/ |ul? dx) (/ |D2u|pdx) :
Q Q Q

con 2 < p < oo, y para toda u € W2P(Q) N W, (Q). (Sugerencia: usa la identidad
Jo | DulPde =377 [ gt | DulP~? da.)

4. Sea I = (0,1) C R. Para cualquier funcién u : I — R se define

v Julz), xel,
i(z) := {0, rER, z ¢l

(a) Suponiendo que u € W, P(I) con 1 < p < oo, demuestra que @ € W'P(R).

(b) Inversamente, sea u € LP(I), 1 < p < oo tal que w € W'P(R). Demuestra que u €
Wo (D).

(¢) Sea u € LP(I) con 1 < p < co. Demuestra que u € W, (I) si y sélo si existe una
constante C' > 0 tal que

< Cllell Loy,

/Rﬂ(x)gol(x) dx

para toda ¢ € C}(R), donde ]l) + % = 1.



5. Aplica la desigualdad de Sobolev! para verificar que para todo € C R", abierto, acotado
con frontera 9Q € C', se cumple que H*(Q) Cc C7(Q) si k > r + n/2. Encuentra un
contraejemplo paran =2, k =1y r = 0. (Sugerencia: Considera el disco en R? con centro
en el origen y radio r = 1/e, y la funcién u = log | log \/x2 + y2|. Demuestra que u € H'().)

6. Sea Q C R" abierto, acotado con 9Q € C, n > 2. Sean 1 < p <n, 1 < ¢ < n y definase
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1
o

Demuestra que si u € WH(Q) y v € WH4(Q) entonces uv € Wh*(Q). (Sugerencia: Aplica
el teorema de encaje de Sobolev visto en clase y aplica la desigualdad de Hélder con py ¢
escogidos apropiadamente.)

7. Sean 2 C R™, abierto y acotado. Demuestra que si zo € €, entonces d(u) := u(xg)
para toda u € Hg*(€2), define un elemento en el dual, es decir, § € H-™(Q), si m > n/2.
(Sugerencia: Aplica la desigualdad de Sobolev para verificar que H™(Q) C C*(Q) si m >
k+n/2.)

8. Sea 2 C R™ abierto, acotado con 99 € C'. Demuestra que no existe un operador lineal y
acotado, v : LP(2) — LP(09), con 1 < p < oo, tal que yyu = ujpq cuando v € C(2)NLP(S2).
Es decir, una funcién en LP()) no tiene, en general, traza en 0f).

9. Sea Q) C R™ abierto, acotado y conezo con 92 € C*'. Aplica el teorema de compacidad de
Rellich-Kondrachov para demostrar las siguientes afirmaciones.

(a) Existe una constante C' > 0 independiente de u tal que

2
sy < € | X 10wl + 3 ([ abiasr-airada)da) |

|ae|=k la|<k
para toda u € H¥(Q), k € Z, k > 1.

(b) Existe una constante C' > 0 independiente de u tal que

[l <C [ 3 / D*up do + /wou) as, | .

|af=2

para toda u € H*(Q), donde o : H'(Q) — L*(09) es el operador de traza, y I' C 09
es una porcién de la frontera que tiene superficie positiva |[I'| > 0, y que no es un
pedazo de hiperplano.

Les decir, ||ul|cr < Cljullyr.» para toda u € WEP si k > r + [n/p].



(c) Existe una constante C' > 0 independiente de u tal que
fulfoey < € | 32 10"l + [ (w?ass |
|ar|=3

para toda u € H?(Q)) siempre que 2 no sea un elipsoide. Analiza el contraejemplo
u = z*+y? — 1 para el caso del disco unitario (elipsoide) en R

10. Sea Q C R", abierto, acotado con frontera 9 € C' y orientable. Sea I' C 92 una
porcion de la frontera con superficie positiva,

i :/ ds, > 0.
I

Demuestra que, para cada g € L*(T'), el mapeo

u /Fg(x)(’you)(x) ds,, u€ H'(Q),

define un elemento del espacio dual, H'(Q)* (el dual de H*(2)), donde 7 : H*(2) — L*(09)

es el operador de traza.

Total: 10 pts.



