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Tarea 3: Formulacion variacional de problemas elipticos

1. Escribe la formulacién débil (o variacional) del siguiente problema eliptico:
(1+ 2*)u" — zu' = sin(277), z e (0,1)
u(0) = u(1) =0,
en el espacio Hj(Q2) con Q = (0,1) C R. Demuestra que éste problema tiene una unica
solucién débil u € HJ(0,1).
2. Sea Q) C R, abierto, acotado, con 9 € C'. Sea o > 0. Se define

a(u,v) ::/Vu-Vvdx+/uvdx+a/ Yo(w)yo(v) dSy,
Q Q o0

para u,v € H'(Q), y donde o : H'(Q) — L*(09) es el operador de traza. Si f € L*(Q),
demuestra que existe una unica solucién u € H*(2) tal que

a(u,v) = (f,v) e,

para todo v € H*(€). Si ademaés u es suficientemente regular, interpreta a u como solucién de
un problema eliptico con condiciones de frontera en OS2, es decir, encuentra el sistema cldsico
(expresado en términos de una ecuacién diferencial con condiciones de frontera) asociado al
problema variacional. Demuestra que la solucién débil encontrada resuelve dicho sistema en
sentido distribucional.

3. Encuentra una formulacién variacional para el siguiente problema
A%y = f, en (2,

ou

on

donde o > 0 es constante, f € L*(2), y Q C R"™ es abierto y acotado. Demuestra que existe
una tunica solucién débil del problema. (Sugerencia: El espacio adecuado de funciones es
H?(Q)N H}(Q), es decir, el espacio de funciones en H? con traza igual a cero en la frontera.
La forma bilineal es

Au+ « 0, sobre 012,

/AuAvdx+a/ 1 (uw)y1(v) dS:/fvdx,
Q o9 Q

donde v, : H2(Q) — H3/2(0Q) es el operador de traza tal que v; (u) = d,ujpq. Para demostrar
la elipticidad de la forma bilineal, demuestra la siguiente desigualdad:

[0nullr200) < CllAul| L2,
para toda u € H*(Q) N H}(Q2) y C' > 0 uniforme.)

1



4. Problema del obstaculo. Sea 2 C R" abierto, acotado, con 9Q € C1. Sea ¥ € H?(Q)
tal que ¥ < 0 sobre 99 (es decir, 7o(¥) < 0 a.e. sobre 99, donde 7, : H'(Q) — L*(99) es
el operador de traza.) Se define el conjunto

K:={veH}Q) :v>Tae. enQ}.
(a) Demuestra que K es un subconjunto cerrado y convexo de H} ().

(b) Demuestra que existe un tnico elemento u € K tal que

Ju] = min J[v], Jv] = %/Q|VU|2dI —/vadx,

ve
con f € L*(Q).
(c) Suponiendo que u es suficientemente regular, demuestra que u satisface

uw>WV, en(,
—Au=f, en {z € : ulx)>Y(x)}
u =0, sobre 0f2.

Nota: este problema modela el comportamiento de una membrana eldstica, fija sobre 0f2,
y expandida sobre un obstaculo W. La regién de contacto C = {x € Q : u(x) = ¥(x)} es
desconocida, y en el dominio 2\C (también desconocido), u satisface una ecuacion diferencial.
Este es un ejemplo de un problema eliptico con frontera libre.

5. Considera el problema
—aAu1 = f, en Ql,

_BAUQ :f> en Q27

donde 0 < ar < 8 son constantes, con condiciones de frontera

ug =0, sobre 02,
Uy = Us, sobre 0§,
8u1 8uQ
— =p— bre OS2
a@nl B@ng’ sobre 0€);,

con = QUQ, y QO CC Q abiertos, y f € L2(Q). (n; es normal unitaria exterior, y
ny = —ng sobre 0€);.) Ver figura.

(a) Encuentra la forma bilineal asociada, a(-,) : H}(Q) x H}(2) — R, para plantear el
problema de existencia de la solucién débil u € Hj () que satisfaga

Uy, ¢€n Qla
u =

9
U, en )y



(b)

(c)

u; = uy sobre 0€.

Sugerencia: Calcula

—a/ vAudx — 3 vAudzx.
Q

Q1

Verifica que af(-,-) satisface las hipdtesis del teorema de Lax-Milgram. (Sugerencia:
Aplica la desigualdad de Poincaré en Hg(Q): [[ull g1y < CllDul|z20).)

Concluye que el problema tiene una tnica solucién débil u € H}(Q) para cada f €
L3(9).

6. Considera el siguiente subespacio de H'(Q):

(a)

H={ue H'(Q) : ﬁ/ﬁudsz}.

Demuestra que H es un espacio de Hilbert con producto interno
(u,v)g = / Du - Dvdz.
Q
(Sugerencia: Aplica la desigualdad de Poincaré vista en clase,
Ju=19"" [ wdellire) < ClDule
Q

para demostrar que H es cerrado. Demuestra que H=* es el espacio de funciones cons-
tantes en H'(Q).)

., Cual es el problema con valores en la frontera cuya formulacion débil en H esta
asociada a la forma bilineal

a(u,v) = / Du - Dvdz = (u,v)v,
0

es decir,
CL(UJ’ U) = <f7 U>L2(Q),

con f € L*(Q), para todo v € H? (Sugerencia: Como H es cerrado, escribe H'(Q) =
H & H*. Integra por partes.)

Demuestra que si f € L?(£2) entonces el problema tiene una tnica solucién débil u € H.
(Sugerencia: Escribe

a(u,u) = N[ Dul[72 + (1 = N)[| Dz,
para todo A > 0, aplica Poincaré y escoge A adecuadamente. Aplica Lax-Milgram.)
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(d) Deduce que dos soluciones al problema

—Au=f, enf),
ou
— =g, sobre 0f),
on

con f € L*(Q)y g € L*(Q), difieren sélo por una constante.

7. Sea 2 C R", acotado y abierto, con frontera suave. En clase se demostré que
sy < CIDullay + | hofw)?ds.).

para todo I' C 99, con |T'| > 0, donde 7o : H'(Q) — L*(092) denota el operador de traza.

(a) Usa la desigualdad de traza anterior para demostrar que

(oo = [ () n(w)dS,+ [ Du-Dods,  uve H'(Q)
o0 Q

es un producto interno en H'(2), cuya norma asociada || -||1 o es equivalente a la norma
IR PR

(b) Sig € R(m) = HY?(Q) (rango de la traza), definimos el espacio
X, :={ve H(Q) : v(v) = g sobre 9Q}.

Demuestra el siguiente teorema conocido como principio de Dirichlet: de todas las
funciones v € X, la funcién armdnica con valor g en la frontera (la cual es tnica),
minimiza el funcional de Dirichlet
= / | Dv|? da.
Q

(Sugerencia: Minimizar J(v) sobre X, es equivalente a minimizar [|v[|], por la equiva-
lencia probada en (a). Sea u € &, la funcién arménica en Q. Siv € X, escribe v = u4w,
con w € Hg(Q). Demuestra que (u, w); 5 = 0, y concluye que [ullf 5 < [[v]]75.)

8. Sea ) C R"™ un dominio abierto, acotado, con 9Q € C*. Estudia la solvabilidad en sentido
débil (en H}(2)) del problema

—Au = Au+ f, en §2,
u =0, sobre 0f),

donde A\ € R, f € L*(Q). Examina, en particular, los casos f = 0y f = 1. (Sugerencia:
Analiza los casos A € X(—A) y A ¢ X(—A) separadamente. Aplica la alternativa de Fredholm
y los teoremas de existencia demostrados en clase. Nota que el operador es autoadjunto.)

4



9. Principio minimax de Courant. Sea el operador uniformemente eliptico

n

Lu=— Z (aij(x)uxi)x_,

J
1,j=1

donde a” = @’" (operador simétrico). Suponiendo que el operador L con condiciones de
Dirichlet homogéneas en la frontera tiene valores propios

demuestra que

A= max min a(u,u),
SeMk_l uESL
l[ull L2=1
para todo k = 1,2,..., donde af(+,-) es la forma bilineal asociada al operador L y Mj_; es

la coleccién de todos los subespacios de Hg(€2) de dimensién k — 1.

10. Sea 2 C R", acotado y abierto, con frontera suave. Sea u € C%(2) N C(Q) una solucién
de
Lu=— Z a” (2)ttg,, = 0, en (2,
4,J

donde L es uniformemente eliptico. Sea
v = |Dul® + \u?.
Demuestra que Lv < 0 en €2 si A > 0 es suficientemente grande. Deduce la desigualdad

||DU||L°°(Q) < O(HDUHLOO(BQ) + HUHLoo(aQ))-

Total: 10 pts.



