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Leccién 4.2: Problemas de Dirichlet y de Neumann para el laplaciano.

Cbscgm:

Taven (froblema A Divichlef \wonoqéned, [ =-A)

¥a OC RN dplete . Sea fe 1N davlo .

FNfonles -~

() Exisfe who inics sducion ddbil | uetle ),

al _prp. e Dirichlet  que safigpace

() J -9 dx = }tv Ax R Ve )

(b) £sta soluuon mhw(a

(2)-/ —N-f=0 en P (D)

Yo(U)=0  “soore 5"

(c) Fsfa. Ducion es el vnics Minimo

[ hens(n),  Jl = min IV

13)— D; Ve Ho IN

BN EER W G B
“ o o UE Hol)

PWO?O‘&\ S Sol\,L(/Io'vl o‘lg,’lo[] IAH—}O((())

d (1) es odemos veqular | e CEM) NC(A)

eronCes es duon  de

[ ~ANA=¢ en o

M) 0( =0 o ML



L st (o Ducion clasica

(nvecsomente . S5 Ue c@n@@) es

s A (H) enfopas UEe HY(N) €S (a

solucas  deby| de (1) -

Roblema e Dvichlet no ADM(&EV\@O

Son £ R AN — IR Lncoras

tohcpoas . (L I dbiecto y  owotadle

nect .  Roblema :

r

(1)__{ — A1

faodomos g Yo @ BO) — 2(3N)

yarep (Yo ) = H2(00) G (A . bwmoss o

m'pon&r ae

< Le 4n)

- 8¢ {72(30)

Q@{/’—ﬂl\dé/\ Xa. (€ IKV\, abicrto, alolaso, gne Q!

e SAucen Aol e (1) €S uha puncion

MéHllﬁ) 1zl INe -

o) =4 € 0P

\_/ao‘@w'is

(2) -- ACRAEE

D

VM'V’U 0b< = <’FIW7LZ(9)

N e Holo) |




OSSP YYS A¢ 02 (g0 = Taf}gowo)

=1 Mg N0 il e Yo(¥y) =3

Wy Mo neastnomeAte €5 wiica .

MﬂiVV\DS :

\ 2 [ il A { ]
@) - Moo= A TERE) 1 V- € Ho(m

lorn K & un Soconjunte  eevmdlo y

(oNvexo oo Alra)

K 3% puede ¢stnby  Como

Y= 4 + iy

Y dawwente es (eqado.

Aelo), wve | entonas

(1-Nu+ rv= (4 )\)(VL+’W8) ~+ }\Lf\r-fv\fgr)

_ /u + (=M + \

\-—Af‘_‘"/\,"v

4@1:\;{17%‘7‘\7%@
c K.

N

-l

lann  Existe wa Wion SOucion Al

e BN al @YOJ@W\Q\ 2 Divichlet  wo

II\OVVlec,VlZG



Do, AeA(0),  a<f”(an)

Shtionamos W € Q) Al gue

Bo(’\/\fg) = &. K := {'UT Alin) ’U\—?%&Ho(m)}
Sa U= + W e () lo sducion- A1)
US4 . Enfopces -

| fv ds = <AV 720)
* Y e Ha(n)

=) OL('(W,'V\) - <((—\|,U\>L2[n) - aw(g('\/‘)
MV

El lako decho es . dements  do 47(N)
aPlFCMLo a UV, 3 ’WQE‘L\‘[(\,) F1o

Fe H_'(n), <3,qf7:= HVZ a0y — R¥a v
¥ Utk (0

I (Medidat ¢ doa . o conhimdad -




<> < N8 [M;J]L?(m + IIWSJL &2

HUP {CLEED

{ C‘Fl% llv[l“l{h)
Memgs Al ) e ssméie~ en HAlnY .
bsi,  al-,") defire un prd.  iNkeio onye
BYOPOLO o indweda e Qﬂ‘[M\\/O\l eFe o
ot f'éolt?jfa Jo ”‘/}HI_
Br <L feoeme e Res2 1 exidke un un'w
clemento W flUn) ([ iite dado Wy )
@l que

Q(W(V) = <’,{:\\',['U\> = <’P('U\>Z

iy 0L (Vg V>

¢ V€ HolD)

porcluimos (a4 fe = Wg tW ¢ Hicn)
L ape

fo(U) = YQ(W&) + Yo(w)

CaUW) = a(hg, ) + a(W, V) = <P vzn,
Y VE #(N)

exste wa ucen Ml ue §'(n)

Micidod = sean Ui, € B(n)  seluciones
Azjoi[usl Bnfonces



* Xo(“l—l/tz_) = Yo(”l)-YO(le = 0 'C—Jr\:il(af\)

U= -tz <« Hin).

(l(}l{ulu") = <'F|"-’\>Ig_rﬂ1 = UL(MZ,V) VVE‘H‘O((D)

LT1dh)

= (=) v = | W97 dx =0
Y a ,
M€ Bol Q)
Tondo U=k () - (JuUF dX. = O |
POY %MC&M:— 2 = _ 3
o< U, < Ccllmmll =0
L4(0) L=

LOV\duimoSegg U=0 cds. en

: = U vds. en L

o Wiicidad _
! A

Lavm S UedllD)  es (v Sdugion Ab)

Ao (2) entornaes e> solugon A

—AM:—P €/ (fj(ﬂ)

n=2 e entvko do

a2

M. YoW)=3  por xr Sducian A,
€42 ()



sea fe (N < ASN) . Sustiuyendo en

(2) -

<'/f’(‘(’_>,3(m = awe) = J\erW A X
N{H
= = U AP dx

fofr/VlMLa oe £ ~ 2 "N Ca .\ o

G o B+ Ao(u) 2 Tologe )V ddx
w9 ~

Zo/ Ye (o)

= - <UAe>  en  Q(Q)

= ~<AL(/‘~F? in (ﬁ)l(n}

- LEey = ~<Aan,e> en Rlo)

A

Teorewin | Wdola\/\a do Dindhler no hoMO"(CMm

L ==A)

Sea. A< @ abero, acotade, e

Sea fe (2(0), de WR(Bn)  dedos. Eponces

(A)  Exiske wo oniee  Soutbn Aobil al

poldunc (1), & A, U HIN)  Con

YolW) = 4 v

M((ll"f) = <“F( '\/‘\>Lzm) VV“E ‘H‘é{ﬂ)




(0) Esto, sducion  debil  sodisfuce

— N = en P(N)

4‘_
Yo)=q en H{an

L /

(c) Si defqinimas

. r . o " 3
(4) - Z% = D(L ve £(Q) - Kow):%ek\‘”(gm]

eforas oo Hucion Adbil e BN) s -

Jote o fomula  yonationad

We s, Jlu)= mn Jlv

kS )(g

o J = 5a0) = KAy, - (8)

e jn)

Ton. () y (P) son corsecucncia  de [as

lemas  anfenoreS.

(c) - )(a Se. Puede st do c foren

(no wica )

Kq = (o « f(0)

dnge A, € Mln) &> ow_x\ach( eleaenso

m YO(M)—qe 42 (an) | Ly ©

Y corvexo, © WMas aw podemos

Selﬁfaomr /wg =n (M. Mﬂ o‘Q meos i



N ¢ K& S[\Y‘Sorio s N-Uu« Ho'm)_

f/\}OV\C&S/ s, ATe )‘é SCH&/\Q Z\MQ 2

O< DL[’UZUl,’UkLﬂ = a(V, V) — m(M,\J‘)+E(/a{'—4(U)

il
Z

a(’\l‘,’U‘) - m(dl/\f_m-f-m) t —\E,Q(Mlu)

-—
-

1
2
- Law - alwv-w) - Saluu)

= Lalay) ~ <f, U»u)ﬁm—iza(u,u)

= J(V) - J[v]
= J ) =z J0v) ¥ ve by
ieros e g o e Ky punimize (-]
Ty

O

Gorexion on el pblave: ge Diridiler  howo-
i CAZSI

Sea, (Wgé ﬂ\(h\ ’bk\ Yre Yn(wé) =&¢ H{b(ym
Depinmos W=U-Wa € #l(n) £ o
o



Nofarvias que ’Wé e My =2 Ay 444‘((0\

(ercitio)

Tdemas e
v | s )
<F WD = <rl‘—,’U~7L2L,m — j Ny « Y7 A
¥ e Rl o)
[4Y;

P, o #(0)c plo)

Teoedl  Bae misvou hipotesis  Jeal MaeHn)

'{ﬁ| @/‘& Yoﬁ%) = é € P\”‘l(m\ EVH'MQSU»

(a) Bxise Wo Unica Sduon W€ A0)

W\ T{)@b\(/ﬂm

[aWwar) = <FvD = <hvDa - VVQ-VW{X

\ &

(7) - W e B30

we 10

L) Estn Sdution We BIM s sducon de

— MW = F +Avf en W {O)Cab(n

Yo (W) =




. (a) Claromen e

Yy - P X

& (Y

[V <F‘LIIU7L2(!\) —

1€ fio [0V)

o un cevents 4 QT

) es WA pyad. Wteno

W\S 2 a(‘l - ! .
o Hol0),  wismo 1opdog .
-

Brel deo. o Riesa = AL we H0) 4 aue

. . [
aNY) = RV /7 ~ ) Iy 9V dx
N

. , ¥ Ue Hd ()
(b) Eieracio . | Mismy  Groymen fos )
~ ~ </
a
WrWa € H'/N) s [ SHugion

CovOlavo 3
&bl al IombTmm e ‘_/DVVIOSZVIZQ (2).

A =W +Wo € AN

Dm.  Claramente

es oluudn

Vo) = Ve(weny) = Yolw) + Yol0)

=0, ’Wf‘Ho[/S\) =3cHig

= 9
d




a |V = ﬂ\[’W+’N% ")
R | oy T O
= <Hd, ¥ 7e Bdia)

B wipded  do o Hucisr  dEbB) u=U
e HUn), Al

o do yife pmch@

N%ia: Dese d poun
utwlcmo) mudaas eSS R
' W -y

g f’ “oablewor
Y250 vey oI o/M\DE N
W en Ho(n) {%B 3" s

El pblemd ge Numamn pra L= — A

Tedema. A Newnenn howoja'mao, COETAD

i — AL+ AU = en fu
(1)~ oU -0 Sobw AN

i 3

dorge A QL) , AX)ZAe>0 ¥ xe(L

Yy £ R covvowla thmogents
& = veder viormal

fi@ & 4 - L =0,
8\* [/MMV)b ext.
sobe e




Y (REGR  SL vefiece o el ewion
Uwﬁmxbw\iﬁ%ma: U ﬂflb

hnaal es cozmwx (o f'- el hm) AN
o X(X) zZok >0 - %

ANOS re o) = (Q) alre
Mec?(f\)r\C‘(fi)chs olucion diSiz Yob (L)
Entonces Mu/%’fh(:m pot

e CTLN)
e M’f’ﬁ(‘ﬂ\/}’m en L -
~Scp/_&vt AX  + Jp((x)tfukokx :P\W
n S Ax

oo ne claactn) Y P o Juak
j 99 . MU AX —j‘ ? 9% A + Ja&(x)%to\x

= j‘(qﬁ A x

ieq,w«\'mos g_“vfzo by N [utcs&)l.

dési g:v hpstesis) Y e estmat
en Ll =0 . Formubnves
u}‘m mbmquamm%md :



pal

[ Hdlar U HY(Q) Aul g

auny) = | QU dx + | AUV A4

AZ)'\} Jv

N (T N O S

Loy )

-

N

e Bin)

Depntion  ue p'lo) e sduven Ah) ol

Orbleye de Neuwon  homojens v e

(H ST L es Solucion  do ).

Oogeracionss - Nottse gre

e esptio ratuml!  pue vesoler

D\ob‘ZW\D de Newworin 65 PN\ -

o ordiBn A fordez  estl CdCfide.

en  (a Mmulac(m Mo

en o forvne bilinezl al) wo

A oime s U€ B3N (mf‘demmr

X”V'l = 9 /3\9‘ Si M-( Hz(o) R C,I(ﬂ) )
(@goizd >
Levor S, (LS mble(lvo\/ FAboncs Y

Ke CQ)  AX)> > Ko >0 ¥ XeN v o

Le [2(0)  extte e mice Soluuom de il

ue i) o ()

D, for depinipon al, ) € wa forma

——ml®

bilinga) v Smn@)w(a



al~) nduma uwa  nome.

Aewos,
%\/0‘15/\'1’@ 4\ H ”H‘

_ 2 PR
amn) = | DMﬁm) + [ xy "L”le)
< (1+G) [l g
donde (o = mx< Ax) >0 1L compnCh
Xe QL

(A qﬂeflm define un furaral  (ineso
en M) o
<P = E«C’U\ dx = <KV,

N

or ¢\ faw. do Resz AL ue BYO) &l ge.
aunv) = kv, ¥ Ve Blin)

S0
[]



Oio@rvaﬂor’\ . Depinimos el es LOCD O

Wtdbvxes

— 5 [ o
o D) =4 90 P GRS

Yego(0l) o> (6 veShiccion ea (L

M wa fundbn e orlp. Ty, =
Ge@R). Nolse awe o) = R0)
< )

[ema H(7Z) & un Subespale devso de

BUny, YQACSR dbleo, diofodo.

Dem. %‘W‘O e~ b demoskzoon &

od ., A 11-? 4
t t al

Lema WCQWWOS Qe o soucian  dihb|

ke @) Ihsple  ue RO N0 CHA) | Enorees

fcs olusdn  dosts ol mbw do  Newrory

FSADOV\/O\AO Ot obiuto gelzdo

anec' )

Dm.  Sen  u¢ H'm)mc(r\) . 5 dobil

Tomemos ¥ PLOL) < [ ENPCeS

alUN) = qh -9V dx + ALY AV AX
L

(=
= <rﬁ v 7L2




I/\f@my\dz por  poles (\vlé CHR)
e frR) )

“) . ~Au + A — L) dx +
* [ ASk =0
,Jn JVL (~ \
¥ e PlL)

n 'mrﬁa/l[m ZICN Ve ON)C D) -

(_Am (AL —L)/\ro(x _0

{

Al r.?bfn\
U\l W)

éL(O) v Q)

for e ome  de loalizacon  ionduimas que

(s) ~ M+ xxu~f =0 c.ds

en (2

Sustituyendo  en () e ve &)

N AV R TN (N

"I lia

leww axdiliay S (LC R obifo aloledo

“Anect. Eones (A walowe( FUNCKS

{ulmm . fiere” gue

| o aSe =0 yeRl) = i}‘\—o

C.a.S. €N
an o



for 4 [enc auxnl i M _ o <¢ds.

—

OV on do

CI
D . lema awo[mr : or devsidad e
PR) e HKU(D) pov o fnuudod

A 1ot H(ON — ),ZFQFD Nenies o
ppieded 2 pah extendey o Aodo H

j ﬁlyo(‘v\) OLSX = VVGH({ﬂ)

o (f.) = R(gn) ¢, 15(0n)

Nntonees
‘ j Do ASe = o ¥ areWan)

N2i9n) &y derso 1 LS(INT

(H2 (0] e dorso o 12(R") ) %
Awon  Coovdencdos  (oaxles A S
s ﬁamm ). f

602 =0 . M=o
2(an > Cd-S- 2
1 -



O Sevaonss

@ o p@b[@/vm do_ Dinchled y Newwosw
son furdamentdponle  diferentes .

B\ el @o de Dvohleft [ canducion  de
feyoo Me  estbdecerse o priori
((/{:O o M:g,‘) 6’\ €l (,5'051(/&) % /fL{/lQ\O'
s donde St Guuiee  fomoSner CGRfin~
- fA abio, e\ el problemc  de
Newmon 0 K Impore G .oon s
A MUén AL frontes .  £sfe ounre
raMyhente,  este codihicade en &

p‘dpLuv\a \oNGitropad -

(b)) las nuliones de ponferm (oo
ns ge Dividiler )  ave O{Q[;m | NS €
U o pormulacon  \oinaonal  s2
Amivgn  ESenCiales

las COVW'M‘OVL@; H{o Newvon,  ore
Oﬂkméﬂ allowa Neamwerte ,  se. denomivan
natmles

poeyd  ( pdere do Nawew, homOyeneo,
(oetive pu  L=-250 )

Sea. 0SB, obledo avofado . San
Fe 2oy v XEOECL), A(x)2&Xe >o
i XEQ EnfonesS -




(] XS wa i Solmcidn  debil

He

e A N)

(w,v) = <fvy , § veHi0,y

on AqUv) = \f QU-FV dx + \ K ()WY oA
" J

JL

(b) &b~ Sducon o5 e wmid mnino

o PO ol \ovobwm:

U B, min Jw] = Jlu]

we A0
Lon o o
W= 2] (ol + odow dx
a |
_ W aAx
N

(c) S ademas Suporemos Qe e ¢!

q _UEC2D)  enfOALS U & sdu-

oo cisica del pdepo. ok
Newwavn (L) !

U\\) M\/@&me/ﬂz ’\Dd& Solulbon  CIS G-

WECHA)  fo (L) (oinade on  |a

Solcion Al e A /0

Um. ) y () 3n oneaudnte. de

> pres an\tioes .
b (b) (A (#me dest)



