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Tarea 1: Espacios de Hilbert y teoria de distribuciones

1. Demuestra que el conjunto {v/2sin(nmz)}2%; es una base ortonormal de L?(0,1). Dado que f(z) = x €
L?(0,1) calcula la serie
>
5
n=1 n

2. Sea (H, (, )) un espacio de Hilbert sobre C. Sea A: D4 C H — H un operador acotado, D4 denso en H.
(a) Demuestra que para cualesquiera u,v € D4,

(Au,v) = i[(A(u +v),u+v) — (A(u — v),u —v) + i{A(u + W), u + iv)

—i{A(u — iv), u — iv)
(b) Demuestra que si (Au,u) € R para todo u € Dy entonces (Au,v) = (u, Av) para u,v € Dy (usar la
identidad del paralelogramo).

(¢) Si H es un espacio de Hilbert sobre R y (Au,u) > 0, prueba que esto no implica que la forma bilineal
a(u,v) = (Au,v) es simétrica. Sugerencia: Encuentra un contraejemplo en R2.

3. Sea (H,{(, )) un espacio de Hilbert sobre R. Sean {¢,}52; una base ortonormal de H y A, una sucesién
de nimeros reales tales que 0 < Ay < Ay < ... <\, = 00 si n — 00. Se define el operador

A:DyCH— H,
A(pn = )\n@nv

con dominio
o0 oo
Dy = {u: Zancpn €H: Z)\iai < oo}.
n=1 n=1

Se definen las funciones
Cn = Pn — ﬁn‘Pn-&-la nc N,

1/2
donde (3, :( An ) .

>\n+1

Demuestra que:
(a) D4 es denso en H.
(b) A: Dy C H— H es fuertemente positivo.
(¢) El espacio de energfa es

HA:{u:iancpn €H : i)\nai<oo}.

n=1 n=1

(d) {¢a}azi € Da.



(e) {¢n}22; es una base de Hy.
(f) {AC,}5% no es una base de H si Y oo A1 < oc.

4. Teorema de Necas. Sean (H, (, Yg) v (V,{, )v) dos espacios de Hilbert en R. Sea a(-,-): H x V = R
una forma bilineal con la propiedad de que existen constantes positivas «, 3,y > 0 tales que

la(u,v)| < allu|lg|lv|v, Vue H, VveV,

Bllellv < sup (“ ”) Yo eV,

a(“ v), Vu e H.

Yulla < sup

U#O

[vllv

Sean h € H* y | € V* arbitrarios. Demuestra que existen tnicas soluciones u € H y v € V' a las ecuaciones

a(u, w)
a(z,v)
5. Teorema de Aubin-Nitsche. Sean (H, (, )u) v (V,{, )v) dos espacios de Hilbert en R tales que V.C H

y V denso en H. Sea a(-,-) : V X V — R una forma bilineal. Suponemos que a(-,-) es V-eliptica y continua,
es decir, existen «, 8 > 0 tales que

l(w), YwelV,
h(z), VzeH.

la(u, v)] < allullv[|vflv,
Bllully < la(u, w)l,

para cualesquiera u,v € V. Sea f € H arbitrario. Sea V,, C V un subespacio vectorial de dimensién finita.
SiueV yu, €V, son las soluciones 1inicas a

a(u,v) = {f,v)m, Yo eV,
a(umvn) = <fa vn>Ha Y, € Vy,

demuestra que

16y — ¢n||v}7

uU—u <allu—u su
o=l < alfu =l sup { ot

donde, para cada g € H, ¢4 € V es la tnica solucién de
a’(v>¢) = <g7'U>H7 Yv e V.

6. Sea la funcion )

fa)= {770
0, xr <0.

(a) Demuestra que f € L{ (R).

(b) Sea iy € D'(R) la distribucién asociada a f. Demuestra que

dly 1 [ p(x) —9(0)
<d’l,’7(p>__2/0 $3/2 dma

para todo ¢ € D(R).



Sugerencia: El problema se reduce a evaluar el limite
+oo 1
lim 2 / @ g,
e—0+ e x1/2

Integra por partes y escribe

7. Aproximaciones de §.

(a) Sea B, = B,-(0) C R™. Sea xp, la funcién caracteristica de la bola B,:

1, ze€B,,
X8, (z) =
0 otro caso

Prueba que
XBr _ 5 en D'(RM).

1f =
ri}}){r ‘Brl

|B,.| es el volumen de la bola de radio r en R™.

(b) Sea n. = n.(x), x € R™, el alisador de Friedrichs:

1
ne(z) = n(lzl/e),
Cexp (ﬁ) szl <1,
n(x) = Jel? =1
0, 2| = 1,
donde C' > 0 es tal que [;, 7c dz = 1. Demuestra que

lim 5. =9, en D'(R").

e—0t

(c) Sea ¥ = ¥(z,t) la solucién fundamental de la ecuacién del calor:

1
w(e ) = | G P10, 2 R0

0, otro caso

Para cada t > 0 fijo, ¥ define una distribucién en D’'(R™) que denotamos por ¥(-,t). Demuestra que

lim (-, t) =6, D'(R™).
Jim 2(,2) en D'(R")
8. Sea
o=/ (at)
u(xz,t) = H(t) r€R, t €R,

IV

donde H = H(t) es la funcién de Heaviside en ¢ € R. Evalda, en sentido de distribuciones, u; — ty..

9. Demostracién alternativa de que F(1) = 6. Vamos a dar por hecho la cerradura del espacio de
distribuciones temperadas: si l,, € S'(R) es tal que (I,,, ) — (I, ¢) cuando n — +oo, entonces [ € S'(R).

(a) Demuestra que si l, — | en S; entonces F(l,,) — F(I) en S¢



(b) Seal, =1y, € S., donde
Loz <n,

fnl@) = {07 otro caso.
Evalta F(l,).

(c) Demuestra que I,, — 1 en S,.

(d) Prueba que F(l,) — & en S y concluye.

10. Célculo del inverso del laplaciano en R3. Sean = € R3, ¢ € R?, y definimos
PN 1
K() = —.
€) B

(a) Demuestra que K es una distribucién temperada en Sé(]R3 ).

(b) Demuestra que K(z) = Ko (z) + Ka(x) donde Ko, es acotada y Ky € L2(R3) es tal que (f(:v\))(f) =
K (). (Sugerencia: Escribe K = K., + K3 donde K, € L' y Ko € L?.)

(¢) Prueba que para cualquier matriz ortogonal O € R3*3 con OTO = I, se tiene que K(Oz) = K ()
para todo z € R3. (Sugerencia: Considera (K, ) = [ K@ d€, para cualquier € S;.)

(d) Demuestra que K(x/A) = AK(z) para cualquier A > 0 y concluye que

donde C' es una constante (es decir, K es la solucién fundamental del laplaciano en R3.) Calcula la
constante C' considerando (K, @), con ¢ = e~"=" € S, .

Total: 10 pts.



