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Tarea 3: Formulacién variacional de problemas elipticos

1. Escribe la formulacién débil (o variacional) del siguiente problema eliptico:

(14 2% — xu’ = sin(27x), z e (0,1)
u(0) = u(l) =0,
en el espacio H}(2) con @ = (0,1) C R. Demuestra que éste problema tiene una tnica solucién débil
u € HE0,1).

2. Sea Q C R”, abierto, acotado, con 92 € C'. Sea a > 0. Se define

a(u,v) ::/Vu~Vvd9:+/uvdx+a/ ~Yo(uw)yo(v) dSy,
Q Q [219)

para u,v € H'(Q), y donde 7o : H(Q) — L%(99) es el operador de traza. Si f € L?({), demuestra que
existe una tinica solucién u € H(Q) tal que

a(u,v) = (f,v) e,

para todo v € H(2). Si ademds u es suficientemente regular, interpreta a u como solucién de un problema
eliptico con condiciones de frontera en 9, es decir, encuentra el sistema cldsico (expresado en términos de
una ecuacién diferencial con condiciones de frontera) asociado al problema variacional. Demuestra que la
solucién débil encontrada resuelve dicho sistema en sentido distribucional.

3. Encuentra una formulacién variacional para el siguiente problema
2, _
A%u=f, en €,

Ju
Au+a— =0, sobre 012,
on
donde o > 0 es constante, f € L?(Q2), y Q C R" es abierto y acotado con frontera 9 suficientemente suave.
Demuestra que existe una tnica solucién débil del problema. (Sugerencia: El espacio adecuado de funciones
es H%(Q) N H (), es decir, el espacio de funciones en H? con traza igual a cero en la frontera. La forma
bilineal es

/AuAvdx—i—a/ 'yl(u)'h(v)dS:/fvdx,
Q o9 Q

donde v, : H2(Q) — H?/2(9<) es el operador de traza tal que 71 (u) = 0,ujp0. Para demostrar la elipticidad
de la forma bilineal, demuestra la siguiente desigualdad:

[Onullr2(a0) < CllAullL2(q),
para toda u € H?(Q) N HE () y C > 0 uniforme.)

4. Problema del obstaculo. Sea 2 C R" abierto, acotado, con 9Q € C'. Sea ¥ € H?(Q) tal que ¥ < 0
sobre 99 (es decir, 70(¥) < 0 a.e. sobre 9, donde 7 : H*(Q2) — L?(99) es el operador de traza.) Se define

el conjunto
K:={ve H}Q):v>Vae. enQ}.



(a) Demuestra que K es un subconjunto cerrado y convexo de Hg (€2).

(b) Demuestra que existe un tnico elemento u € K tal que

Ju] = min Jv], J[v] = %/Q|Vv|2 dx —/vaalgv7

vell
con f € L*(Q).
(¢) Suponiendo que u es suficientemente regular, demuestra que u satisface
u >V, enf,
—Au=f, en {zreQ: ulx)>TV(z)},
u =10, sobre ).
Nota: este problema modela el comportamiento de una membrana eldstica, fija sobre 02, y expandida sobre
un obstdculo V. La regién de contacto C = {z € Q : u(x) = ¥(x)} es desconocida, y en el dominio Q\C

(también desconocido), u satisface una ecuacién diferencial. Este es un ejemplo de un problema eliptico con
frontera libre.

5. Sea Q) C R", acotado y abierto. Sea el operador uniformemente eliptico
Lu=- Z(aij(x)uzi)mj + ¢(z)u.
i,J
Demuestra la existencia de una constante p > 0 tal que: si ¢(x) > —p para todo x € €, entonces la forma

bilineal correspondiente, a(-,-) : HE (2) x H}(Q) — R, satisface las hipétesis del teorema de Lax-Milgram, y

concluye que el problema
Lu=f, en(,

u =0, sobredf),
tiene una tnica solucién débil en H} ().

6. Considera el siguiente subespacio de H'({):
1
H={uec H(Q) : —/udx:O}.
12 Jo
(a) Demuestra que #H es un espacio de Hilbert con producto interno
(u,v)v = / Du - Dvdzx.
Q
(Sugerencia: Aplica la desigualdad de Poincaré vista en clase,
=194 [ wdslle < ClDUr o

para demostrar que H es cerrado. Demuestra que H* es el espacio de funciones constantes en H'((2).)

(b) {Cuadl es el problema con valores en la frontera cuya formulacién débil en H estd asociada a la forma
bilineal

a(u,v) = / Du - Dvdx = (u,v)v,
Q
es decir,
a(u,v) = (f, 'U>L2(Q)a

con f € L?(Q), para todo v € H? (Sugerencia: Como H es cerrado, escribe H(Q) = H & H*. Integra
por partes.)



()

(d)

Demuestra que si f € L?() entonces el problema tiene una tnica solucién débil u € H. (Sugerencia:
Escribe
a(u,u) = N|[Dul|Z2 + (1 = N)[[ Dul|7,

para todo A > 0, aplica Poincaré y escoge A adecuadamente. Aplica Lax-Milgram.)

Deduce que dos soluciones al problema

—Au=f, en{,
ou
— =g, sobre 99,
on

con f € L?(Q) y g € L*(), difieren sélo por una constante.

7. Sea 2 C R™, acotado y abierto, con frontera suave. En clase se demostré que

lulZs1 ) < C (1Dl + / o ()| dS.),

para todo I' C 99, con |T'| > 0, donde 7o : H(Q) — L2(99) denota el operador de traza.

(a)

Usa la desigualdad de traza anterior para demostrar que
(u,v)1,9 == / Yo(u) yo(v) dSy +/ Du - Dvdx, u,v € HY(Q),
a0 Q

es un producto interno en H'(£), cuya norma asociada [| - ||1,5 es equivalente a la norma || - || g1 (q)-
Si g € R(y) = HY2(Q) (rango de la traza), definimos el espacio
X, :={ve H'(Q) : y(v) = g sobre 9Q}.

Demuestra el siguiente teorema conocido como principio de Dirichlet: de todas las funciones v € X,
la funcién arménica con valor g en la frontera (la cual es tinica), minimiza el funcional de Dirichlet

T[] = /Q |Dof? da.

(Sugerencia: Minimizar J(v) sobre X, es equivalente a minimizar ||1)H% 5 bor la equivalencia probada
en (a). Sea u € X, la funcién arménica en . Si v € X, escribe v = u + w, con w € H} (). Demuestra
que (u,w)1,0 = 0, y concluye que [[ul|? 5 < [[v]] 5-)

8. Sea 2 C R™ un dominio abierto, acotado, con 92 € C*. Estudia la solvabilidad en sentido débil (en
H{(€2)) del problema

—Au= A+ f, en (),
u =0, sobre 0€,

donde X € R, f € L?(Q). Examina, en particular, los casos f = 0y f = 1. (Sugerencia: Analiza los casos
A€ X(—A) y A ¢ 3(—A) separadamente. Aplica la alternativa de Fredholm y los teoremas de existencia
demostrados en clase. Nota que el operador es autoadjunto.)

9. Principio minimax de Courant. Sea el operador uniformemente eliptico

n

Lu=— Z (aij(x)umi)x_,

J
ij=1



donde a¥ = a’* (operador simétrico). Suponiendo que el operador L con condiciones de Dirichlet homogéneas
en la frontera tiene valores propios

O< A <h<...<\<...,

demuestra que

A= méx min a(u,u),
SeMp_1 uESJ‘
llull p2=1
para todo k = 1,2,..., donde a(-,-) es la forma bilineal asociada al operador L y Mj_; es la coleccién de

todos los subespacios de H{(2) de dimensién k — 1.

10. Sea Q C R™, acotado y abierto, con frontera suave. Sea u € C?(2) N C(2) una solucién de

Lu=— Z a" (2)ug,z; =0, en ),

donde L es uniformemente eliptico. Sea
v = |Dul? + M.

Demuestra que Lv < 0 en  si A > 0 es suficientemente grande. Deduce la desigualdad

[ Dull Lo 0y < C(IIDull > a0) + [lullL=o0))-

Total: 10 pts.



