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o El problema inverso
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Clasificacion de ecuaciones de primer
orden

® Una ecuacion diferencial parcial (EDP) de orden

m € N es una relacion entre u y sus derivadas de
hasta orden m

F(x,u,D%) =0, o] < m.

® Una EDP es de primer orden si las derivadas
parciales de orden mas alto son de primer orden
(m=1)

® Una EDP de primer orden es lineal si sus
coeficientes no dependen de u o de sus derivadas
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Definicién (continuacion)

® Una EDP de primer orden es semi-lineal si los
coeficientes de las derivadas de orden mas alto no
dependen de u o de sus derivadas

® Una EDP de primer orden es cuasi-lineal si los
coeficientes no dependen de las derivadas de u

® Una EDP de primer orden es completamente no
lineal en el caso mas general F(x,u,Vu) = 0.
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® Lineal:
® a(x,y)ux+b(x,y)uy = c(x,y)u+d(x,y)
® u;+a-Vu=g (ec. de transporte)
® Semi-lineal:
® a(x,y)uc+b(x,y)uy = c(x,y,u), con ¢ no lineal en u
® U+ (x+y)uy, =u’
® Cuasi-lineal:
® a(x,y,u)uy+b(x,y,u)uy, = c(x,y,u)
® u,+uu, = 0 (ec. de Burgers)
® Completamente no-lineal:
® F(x,y,u,uc,uy) =0
® |Vu|?> = C (ec. de la eikonal)
® u,+ H(x,t,Vu) =0 (ec. de Hamilton-Jacobi)
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Ecuaciones cuasi-lineales de primer
orden

Ecuaciones cuasi-lineales de primer orden de la forma
a(x7y7u)u)€+b(x7yau)uy :c(x,y,u), (CL)

donde a,b,c : R? — R son funciones conocidas que
satisfacen ciertas propiedades de regularidad.
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Ecuaciones cuasi-lineales de primer
orden

Ecuaciones cuasi-lineales de primer orden de la forma
a(xayau)uX+b(x7y7u)uy :c(x,y,u), (CL)

donde a,b,c : R? — R son funciones conocidas que
satisfacen ciertas propiedades de regularidad.

Por simplicidad, vamos a ilustrar la teoria de existencia
local para el caso de dos variables independientes,
(x,y) € R? cuya interpretacién geométrica es
naturalmente mas intuitiva. Sin embargo, la teoria es
extrapolable a méas dimensiones.
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Observacion:

Ecuaciones cuasi-lineales incluyen como casos
particulares: ecuaciones lineales,

a(x,y)ux +b(x,y)uy = c(x,y)u+d(x,y),

(con &(x,y,u) = c(x,y)u+d(x,y)), y ecuaciones
semi-lineales,

a(x,y)ux+b(x,y)uy = c(x,y,u).

Ramén G. Plaza — iones Di iales Parciales — Septi 29, 2020.
Slide 7/50




Datos iniciales

u es conocida sobre una curva de datos en el plano
parametrizada por § € I C R,

donde %,7,f € C'(I;R) y I C R es un intervalo abierto
(puede ser I = R). La curva de datos .# es
suficientemente regular.

La imagen de .# bajo f,
I ={(%(§),5(8).f(§) : §e I} CR.

es una curva en R3 que llamaremos curva inicial.
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Problema inverso

El problema inverso consiste en suponer que existe una
solucién continuamente diferenciable u = u(x,y) € C' (D)
al problema de Cauchy definida en un dominio D C R?
que contiene a la curva inicial .#, con el fin de interpretarla
geométricamente y asi obtener el sistema caracteristico
asociado.

En su dominio de definicidn D, esta solucién determina
una superficie,

S ={(x.y,u(x,y)) : (x,y) €D} CR?,

que, a su vez, contiene a la curva de datos .#’
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Figura: Superficie solucién S, curva de datos .# en el plano y curva
inicial .#" sobre S.

Ramoén G. Plaza — i Dif i Parciales i 29, 2020.
Slide 10/50




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Dado que u es diferenciable, la superficie S esta bien
parametrizada y tiene una direccion normal definida por

el vector
Uy

N=1 uy
-1
Observemos que el campo vectorial

a(x,y,u(x,y))

(x,y) = | b(x,y,u ))
c(x,y,u(x,y))

(x,y)

es tangente a la superficie para todo (x,y) € D. Como u

es solucion de la ecuacion se tiene que

a Uy a
N-{b|=1u |- |b]| =aux+bu,—c=0.
c —1 c

o
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Curvas caracteristicas

Definicion
Sea (%,5)(§), con & € I C R, un punto fijo sobre la curva

& . Las curvas en el plano (X(1),¥(n)) parametrizadas
por M € R, soluciones al sistema

dx

— =a(%,y,u(%y), *0)=3(&),
illg (SCP)
= b(x,,u(%,y)),  ¥(0)=F(&),

se denominan curvas caracteristicas asociadas a la
solucion u de la ecuacién (Cl).
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Teorema de Picard

Teorema (Picard)

SeaF:JxQ—R" F=F(ty),conJ CR, QCR"
abierto, una funcion continua y Lipschitz continua con
respecto ay € Q. Si (ty,y0) € J X Q entonces existen una
vecindad de (t,yo) € Jo x Qo C J x Q y una funcion

y € C'(Jo), y(t) € Qo, Vt € Jy, tales que y es la tnica
solucion en Jy x Q al sistema

dy _
dt

Referencias: Braun, Chicone, Coddington-Levinson.

F(tay)> )’(fo)zyo-
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Observamos que:

® | as curvas caracteristicas son curvas en el plano,
con tangente (a,b) ", que inician sobre la curva .#
cuandon =0.

® Silas funciones a, b son Lipschitz continuas (por
ejemplo, si son de clase C!) por el teorema de
Picard existe una vecindad de n = 0, a saber,
M € (—9,8) con & > 0, donde el sistema (SCP) tiene
una Gnica solucién (X,¥)(n) de clase C'.
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Dado que u = u(x,y) es solucién de la ecuacion, la
existencia local de las curvas caracteristicas implica la
existencia local de una curva,

[ = {((n),y(M),u(¥(M),y(M)) : n € (-8,8)} CR’,
que satisface

4
dn

. . dx dy
(M(X(n),y(ﬂ))) = Uxﬁ + Myﬁ = auy +buy = c,

y ademas,

u(X(0),3(0)) = u(x(§),5(8)) =/(&)-

Por lo tanto, la curva I" es tangente a la superficie S.
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Asimismo, observamos que dicha curva es solucién del

sistema
dv

% = C(X(n)aj)(n)av)a
v(0) =£(8),
paran ~ 0. Por la unicidad de las soluciones al sistema
(SCP) en una vecindad de = 0 (una vez mas, por el

teorema de Picard), la solucién v coincide (localmente)
conlacurval™
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Asimismo, observamos que dicha curva es solucién del

sistema p
v v A
% - C(x(n)ay(n)a V)a

v(0) =£(&),
paran ~ 0. Por la unicidad de las soluciones al sistema
(SCP) en una vecindad de = 0 (una vez mas, por el
teorema de Picard), la solucion v coincide (localmente)
conlacurval™

v(n) = u(X(m),y(n)), n~0.

La direccién (a,b,c) " en el espacio es tangente a la
superficie y la llamaremos direccion caracteristica.
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Lema

Sea (%,y,it)(n), conm € (—9,9), una curva integral del
campo (a,b,c) ", es decir, resuelve

d X a
I 5) = a’(n) b )
dn 7] c

con condicién inicial sobre la curva %' :

(x,,1)(0) = (%,5.f)(&), para& € I, y donde a. = a(n) es
una funcion continua. Entonces la familia de curvas

Ie = {(X,y,4)(n) :m€(=6,0)}, &€l,
esta contenida enteramente en S.
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Demostracion: Enn =0, (%,9,%)(0) = (%,9,f)(§) por lo
que la familia I'; evaluada en 1 = 0 coincide con la curva
de datos .#’ que esta contenida, a su vez, en S. Para
demostrar que I" esta contenida en § paran € (—9,9)
basta con demostrar que la curva es tangente a la
superficie en todo punto. Pero esto se cumple ya que la
tangente es paralela al campo (a, b, c)T, el cual es
tangente a la superficie S en todo punto. O
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Metodologia

® |dea: resolver simultaneamente los sistemas para x
y ¢y para v en una vecindad de la curva inicial .#".

® El resultado es una familia (parametrizada por § € I)
de curvas caracteristicas (parametrizadas por n ~ 0).

® | a union de dicha familia podria generar una
parametrizacion de la solucién u = u(x,y) cerca de la
curva inicial .#”.

® Al suponer que la solucion existe (problema inverso),
esto implica automaticamente que la superficie S esta
bien parametrizada (N # 0, para todo (x,y) € D).

® Sin embargo, podria suceder que la superficie
parametrizada por las variables (n,&), no sea, a su
vez, parametrizable en las variables (x,y).
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La condicion de transversalidad

La solucion (X,7)(n) del sistema (SCP) para cada & € I
define una parametrizacion

x(n,8)
me- ((02). mEe -8 o

que satisface X = a,yn = b, X(0,§) = x(§), (0,§) = 3().
Por el teorema de Picard, el mapeo (M) es continuamente
diferenciable en 1. Dado que la parametrizacion de la
curva .# es de clase C', podemos suponer que el mapeo
(M) también es continuamente diferenciable en (¢ por
qué?) y, por ende, de clase C! en (1,&) € (—8,8) x I.
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La superficie definida mediante

x(n,§)
(M,8) = Z(n,8) == y(n,8) eR’,
u(x(n,§),y(M,8))

(naé) S (_878) XI»

estara bien parametrizada si se satisface la condicion

)_Cg Xn *
ZexZn=|Je | x| = * 70, (C1)

para cada (M,&) € (—9,8) x I

Ramén G. Plaza —
Slide 21/50




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

El vector normal es diferente de cero si la Ultima
componente es distinta de cero, es deci, si

)_Cg Xn\ )_Cg a B
det ()_’é )_)n> = det ()_’é b> #0, V(M,§) e 8,8()C><)I.
2

Claramente (C2) = (C1). Por continuidad de las
soluciones del teorema de Picard, la condicién (C2) se
cumple en una vecindad (posiblemente mas pequena) de
N=0si

= = ~/
det <)f‘“v )f“) = det (’f,(&) “> £0, VEel
Ye I =0 y(&») b
(C3)
En otras palabras, (C3) = (C2) = (C1) en una vecindad
(tal vez mas pequena) de n = 0.
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La condicion (C3) es la condicion de transversalidad, la
cual significa, geométricamente, que en N = 0 la curva de
datos .# no es tangente a la direccién caracteristica
determinada por la ecuacion. Esta condicion garantiza que
el mapeo (n,&) — (x,y) es invertible localmente y que es
posible escribir la solucion de la forma u = u(x,y) en una
vecindad de la curva inicial .#’
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@ El problema directo
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Sistema caracteristico

Motivados por el problema inverso, busquemos curvas

que pasan por la curva inicial .#’ con tangente (a,b,c)T.
Es decir, para cada & € I, fijo, consideremos el siguiente
sistema caracteristico:

j—j; —a(iy.0),  X(0) = (),
Dy, 30)=35) (SO)
an R ’

di

_:C
dn
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Hipotesis
Con el fin de aplicar el teorema de Picard, es suficiente

con suponer que las funciones a, b y ¢ son Lipschitz
continuas de sus argumentos. De este modo vamos a

suponer que:
® a,b,c son Lipschitz continuas.
¢ La condicion de transversalidad (C3) se cumple en
n =0, es decir,

¥(&) a
d“(y@>b@@»

=

(©),5(6)./)
ﬂ@f@»)*“ veel

roiales — Septi 29, 2020.
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Teorema de existencia local

Teorema (existencia local, caso cuasi-lineal)

Seana,b,c: R?> — R Lipschitz continuas. Sean,y yf de
clase C! en € € I, de manera que se cumple la condicion
de transversalidad. Entonces el problema de Cauchy para
la ecuacion cuasi-lineal (CL) con condicion inicial (Cl)
tiene una dnica solucioén de clase C', u = u(x,y), en una
vecindad de la curva %' = {(%,5,f)(§) : § € I},
determinada paramétricamente por la solucion al sistema
(SC).
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Demostracion: Por el teorema de Picard, para cada & € 1
existe una Unica solucion al sistema (SC) de clase C! en
una vecindad de m € (—3§,8). Para cada & € I fijo,
denotamos dicha curva mediante (5, ) : (—8,8) — R>.
Al variar continuamente & € I obtenemos una familia
paramétrica de curvas,

x(,8) ()

n.g n
Z(n7&): )_’(ﬂaé) = 5](1‘]) ) (n7&)€(_8’8)><1'
ia(n,§) i(n)
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Z satisface:

n
In= |
Un c
(0,&

(€)
(0@) =38 ), &€l
(0,) ©)

y ademas, Z es de clase C! en (—8,8) x I.

Q

S
=
e
~

m

|
=

(2]
~

X
~

><|

Z(Ové) =

NI

Asimismo, gracias a la condicion (C3), por continuidad de
las soluciones existe una vecindad 1 € (—&,5) donde la
solucion existe y satisface la condicion (C2). Esto implica
que el mapeo

(M,&) = (x(n,&),y(n. %)),

es mvertlble Iocalmente
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Sea la vecindad en el plano & := (,7)((—9,8) x I) C R2.
Por el teorema de la funcién inversa, la condicion (C2)
implica que existen funciones de clase C',

(ﬁ,g,) 10— (—S,S) x I,

tales que el mapeo (x,y) — (Rq(x,y),&(x,y)), es el mapeo

inverso de (M,&) — (x(n,&),¥(M,&)). Dado que
(x,9)(0,8) = (%(§),¥(&)), estas funciones satisfacen

(A(%(8),5(8)).E(x(€).7(€))) = (0,8),

paracada g € 1.
De este modo definimos, para cada (x,y) € O,

u(x,y) == a(f(x,y),&(x,)). (V)
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En la vecindad @, (U) es solucién del problema de Cauchy
(CL) - (Cl). En efecto, para cada § € I tenemos que

u(X(§),5(8)) = u(M(x(8),5(5)),5(x(8), 5(8))) = a(0,8) =£(5),

es decir, u satisface la condicion inicial (Cl). Por otro
lado, usando la regla de la cadena, calculamos

aity + buy = (af, + bijy) i + (a&y + béy)ﬁg.

Por el teorema de la funcién inversa, en la vecindad &,

EHRCHEC
E.vx ay )_’n )_": A —)_’n ?_Cn ’
donde A := Xnyg — Xgyn = ayg — bxg # 0 para todo

(M,&) € (=8,8) x I, por la condicién (C2).
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De este modo,

_ _ 1, _ _ A
any +bny = Z(ayé—bx@ =x= 1,

= = 1 ~ _ —ab + ba
aix—l—b&y = Z(—ayn —}—bxn) = T =

Sustituyendo obtenemos,

0.

aux—f—b”y = ﬁrl = C()_C,}_),ljt) = c(x,y,u(x,y)),

para todo (x,y) € &. Es decir, u es solucion de la
ecuacion diferencial. Es de clase C! en la vecindad ¢
por el teorema de la funcién inversa y para cada

(x,y) € O, lagréfica (x,y,u(x,y)) esté en una vecindad de
la curva inicial .#’. La unicidad de la solucién es
consecuencia de la unicidad de la solucién al sistema
caracteristico. O
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e Ejemplos
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Ejemplos
(I) Sea la ecuacién lineal
Uy +xity =y,
con datos de Cauchy
u(0,y) =cosy, yeR.

Curva de datos .# = {(0,§) : £ € R}, con u| s = cosE&.
Aqui a(x,y,u) =1, b(x,y,u) = x,y c(x,y,u) = y.

Curva inicial: .#' = {(0,&,cos§) : £ € R} C R,
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Por el teorema de existencia local, la solucion esta
determinada localmente por la solucién al sistema
caracteristico:

dx

—_— 1 p—
=l x0=0

dy B

% =X, y(O) - ga

du

% =Y u(()) - COS&,

para cada § € R.
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El sistema es facil de resolver: la solucién es
_ _ 1.2 & _ 1.3 & {;
xm)=n, yM)=M"+§  um)=gn’+&n+cos&.

El mapeo (n,§) — (%,5)(n,§) := (M, n* +§) es siempre
invertible, ya que

det <’_“é ’f”) — det (0 1) — 140,
ye In I m
para todo n € R, & € R. Claramente, el mapeo inverso es

n=x,§=y— %xz, por lo que, sustituyendo en la
expresion para u, obtenemos la solucion:

u(x,y) = xy— x> +cos (y — 1x?).
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|
o

|
=3

Figura: Caracteristicas en el plano y curva de datos .#.
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Observaciones:

® y resuelve la ecuacion diferencial y satisface las
condiciones iniciales (ejercicio).

® | a solucion esta definida globalmente (es decir, para
todo (x,y) € R?), a pesar de que el teorema sélo nos
garantiza la existencia local de la solucion.
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(I1) Consideremos el siguiente problema de Cauchy:

Uy +uy =e",
u(x,0) = x.
La ecuacion es semi-lineal y de acuerdo con nuestra

notacién
a=1, b=1, c=é".

Curva de datos:
S ={(x7&).5(€) = (§,0) : E€ R}

Datos iniciales: u| » = f(E) :=&.
Verificamos la condicion (C3):

det (Z ;C:Eg) :det(i (1)) =140,

para todo & € R
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El sistema caracteristico asociado es

dx

%_17 X(O)—E_n
dy B B
E_lv y(O)—O,
du B
%—e , u(0)=E.

Resolviendo las ecuaciones para x y para y obtenemos

x=m+§, y=n.
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)

=N 05

Figura: Caracteristicas en el plano y curva de datos .#.
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La ecuacion para u se puede resolver por separacion de
variables

d

Z(—e ") = L
dn(e)1=>e e n,

ya que u(0) = E&.
La solucién es
u=—log(e >—n).

Sustituyendo en términos de x y y se obtiene

u(x,y) = —log(e’* —y).
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La ecuacion para u se puede resolver por separacion de
variables

d

Z(—e ") = L
dn(e)1=>e e n,

ya que u(0) = E&.
La solucién es
u=—log(e >—n).

Sustituyendo en términos de x y y se obtiene

u(x,y) = —log(e’* —y).

Claramente u resuelve la ecuacion diferencial y satisface
las condiciones iniciales (ejercicio).
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La solucién es de clase C! en una vecindad de la
condicién inicial, pero no esta definida globalmente.
Para que esté bien definida se requiere que ¢>* > y. El
dominio de definicién D de la solucién es

D={(x,y) eR?: & >y}.

Notamos que u esta bien definida para todo y < 0. Para
cada € R con § — oo la vecindad donde existe la
solucién al sistema caracteristico es cada vez mas
pequena.
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Figura: Dominio ¢~ —y > 0.
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Figura: Solucién u(x,y) = —log(e’ ™ —y).
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(Il1) Leyes de conservacion (caso escalar)

Sea el siguiente problema de Cauchy para una ley de
conservacion escalar:

ur+f(u), =0, xeR, >0, (L)
u(x,0) = up(x), xeR.

f € C*(R) es la funcién de flujo, ug € C' (R).

Ejemplo: Burgers f(u) = %uz. Sabemos que la solucién no
puede ser global (puede haber cruce de caracteristicas en
el caso general). Sin embargo, si ug es C' el teorema
garantiza la existencia de una solucion local.
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Si la solucion es de clase C', la ecuacion es equivalente
a
u+f (u)u, = 0.

La ecuacion es cuasi-lineal, y de acuerdo con nuestra
notacion

a=f(u)=:a(u), b=1, c=0.
Curva de datos:
S ={(%&),i(§)) =(§,0) : E€ R}

Datos iniciales: u| » = uo(&).
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Lema (existencia local, ley escalar de

conservacion)

Seanuy € C'(R), f € C*(R). Entonces el problema de
Cauchy (LC) tiene una unica solucién de clase C' en una
vecindad de la curva inicial

I ={(8,0,u0(8)) = (%,7,u0)(§) : § € R}.

Demostracion: Dado que f es de clase C2, a = f’ es de
clase C'. Ademas, la condicion (C3) en este caso se lee

det ():,l(%)) Z) = det <(1) “(“01@)) = 1.

Por lo tanto, podemos aplicar el teorema y concluir la
existencia de un cierto T > 0 tal que existe una solucion
tnica de clase C!(R x (—T,T)). O
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Proxima leccion: pérdida de unicidad

l

‘!I&\\{\Vj I
5

\
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