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Ecuaciones completamente no lineales

Ecuaciones generales no lineales de la forma:
F(x,y,u,ux,uy) :Oa (ECN)

para u = u(x,y) € R, (x,y) € R%. Supondremos que
F :R> — R es una funcién suave (al menos de clase C?)
de sus argumentos:

F=F(x,y,u,p,q).

Asociamos
Uy < P, Uy < ¢
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Para evitar casos triviales, supondremos también que
)
F,+F, #£0, (Cn)

es decir, F), y I, no se anulan simultaneamente. Por
ejemplo, en el caso cuasi-lineal,

F(x,y,u,p,q) = a(x,y,u)p+b(x,y,u)q —c(x,y,u) =0,

por lo que la condicion (Cn) implica simplemente que ay b
no son cero al mismo tiempo.
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Problema de Cauchy

El problema de Cauchy asociado a la ecuacion (ECN)
requiere que u sea conocida sobre una curva de datos en
el plano .#:

I ={®3)(E) e} R’

u.y =f(8), ©

donde %,7,f € C'(I;R) y I C R es un intervalo abierto

Curva inicial:

I ={(®3.f)E) :El} CR,
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Ejemplos
(a) La ecuacion de la eikonal en éptica geométrica:
1
Vul> = =
VaP = 5,

donde Vu = (uy,,...,uy,) € R", ¢ # 0. Aproximacion
de frentes de onda (por ejemplo, ondas
electromagnéticas) que se propagan con velocidad
c#0.

(b) La ecuacion de Hamilton-Jacobi:
us+H(x,Vyiu) =0,

donde u = u(x,t), Viu = (uy,,...,uy,) € R", x € R",
t>0.H=H(x,p),conxeR", pcR"esel
hamiltoniano en mecanica clasica, funciéon
usualmente no lineal en p.
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Problema inverso

Supongamos que u = u(x,y) es una funcién de clase C>
en Q C Rz, abierto y conexo, que contiene a la curva de
datos .#. Esta solucién define una superficie,

S={(x,y,u(x,y)) : (x,y) €Q} C R3.

De manera analoga al caso cuasi-lineal, la ecuacién
(ECN) es una relacion para la normal a la superficie S.
Sin embargo, esta relacion es mas complicada.
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Conos de Monge

La normal a la superficie S es

Uy p
N=1uwu | =1 ¢
-1 -1

Si Py = (x0,Y0,20) = (%0, Y0, 4(x0,Y0)) €s un punto sobre
la superficie § entonces el plano tangente en ese punto
tiene como ecuacion

p(x—x0) +9(y—yo0) =2—20,

donde p y g satisfacen la relacion

F(-x()ayOyZO:p,q) =0.
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Observamos que la ecuacion diferencial limita los
posibles planos tangentes de una superficie integral (es
decir, de la superficie determinada por una solucién de la
ecuacion) en cada punto, a una familia uniparamétrica:
en efecto, por la condicién (Cn) supongamos que F; # 0.
Por el teorema de la funcion implicita la ecuacion
F(x0,Y0,20,P,q) = 0 determina una funcién ¢ = g(p) en
una vecindad del punto Py, tal que

dg _ Fp

F =0 “F,
(x0,¥0,20,P,9(P)) ) dp F,
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En consecuencia, los posibles planos tangentes a la
superficie en el punto Py forman una familia
uniparamétrica, definida por

p(x—x0) +q(p)(y—yo) = z— 20, pER.

En general, ya que la funcién g = ¢(p) puede ser no lineal,
esta familia de planos genera un cono con vértice Py, que
se conoce como cono de Monge. Cada posible plano
tangente toca al cono de Monge en un posible generador
de la superficie.
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Monge cone generators

Figura: Conos de Monge sobre la superficie solucién z = u(x,y).
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.
Caracteristicas

En el problema inverso, buscamos curvas caracteristicas
en el plano tangente; a esta curva le llamamos generador
del cono de Monge. Una solucion u = u(x,y) que genera
a la superficie S y que pasa por Py toca al cono de Monge
en el vértice Py.

Ejemplo: ecuacion cuasi-lineal. Si F; # 0 entonces en el
caso cuasi-lineal, b # 0. La solucién g = ¢g(p) de

F(XOJ’O,ZOaP,C]) - a0p+b0q —C0 = 07

es lineal en p, g(p) = bo_1 (co—aop).
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Sustituyendo notamos que la familia de planos,

p(x—x0) +by " (co—aop)(y —yo) = z2— 20,

parametrizada por p € R tiene como interseccion la linea
recta |

x—xo = by ao(y—yo),

—1

z2—20 = by co(y —Yo),
es decir, la linea recta que pasa por Py en direccion
((l(), b07 CO)'
En el caso cuasi-lineal el cono de Monge se colapsa

en una linea recta que pasa por P en la direccion
caracteristica (a,b,¢)
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Sistema caracteristico

Analogamente al caso cuasi-lineal, vamos a encontrar el
sistema caracteristico asociado. Suponiendo que

u = u(x,y) es una solucién de clase C? derivamos la
ecuacion (ECN) con respectoaxy ay:

Fx+Fuux+Fpuxx+Fquyx = O,
Fy+ Fyuy + Fpuyy + Fguyy, = 0.
Dado que u es de clase C? en un dominio conexo £,
Uyy = Uyy. Denotando u, = p 'y u, = g podemos
desacoplar el sistema en ecuaciones para p y para g:
Fy+Fup+ Fypx+Fygpy =0,
Fy+F,q+Fyq+Fqqy, =0.
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La ecuacion para p es cuasi-lineal. La solucion p = uy
esta asociada al siguiente sistema caracteristico:

dx

Kk, ¥(0) = %(5),
5_31 ~F, $(0) = 5(8),
g_f] = —(pFu+Fy), p(0)=p(E),

paracada & € I,y donde F,, F,;, F, y F, estan evaluadas
en (X,¥,u(X,y),p,uy(%,y)). El valor de p() no esta
determinado.
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Andlogamente, la ecuacion para g también es
cuasi-lineal. La solucién g = u, esta determinada por la

solucién al sistema,

dx - 5

= F,, X(0) = x(§),
% ~F, $(0) =5(8),
Z_z =—(GF.+F),  4(0)=g(&),

para cada § € I, y donde ahora las derivadas F),, F,, Fy y
F, estan evaluadas en (X,3,u(X,y),u,(%,y),g). Tampoco
conocemos el valor inicial (0) = g(&).
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¢Como determinar p(&) y g(&)?
Para ello, hacemos dos observaciones:

(i) Dado que u es solucion, se debe cumplir la ecuacion
diferencial sobre la curva .#":

F(x(8),5(8).f(8),p(5),4(8)) =0,

paracadag € 1.
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¢Como determinar p(&) y g(&)?
Para ello, hacemos dos observaciones:

(i) Dado que u es solucion, se debe cumplir la ecuacion
diferencial sobre la curva .#":

paracadag € 1.

(i) Problema inverso, al suponer que existe una solucion,
la superficie S contiene a la curva de datos .#’. Asi,
para cada & € I, el vector tangente T a la curva .#’ es
perpendicular al vector normal a la superficie,

N = (p(&),q(§),—1):
T-N=pE)¥(E)+7(8)y' (&) —f'(&) =0,

paracada& € I.
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Sistema no lineal para el gradiente

De esta manera obtenemos un sistema de ecuaciones
para p(&) y g(§):

G(p,q) :=px (&) +q7' (&) —f'(€) =0,
H(p,q) := F(x(§),5(&).f(§).p,q) = 0.

Paracada & € I, (p,3)(§) debe ser solucion del sistema
(SV). Geométricamente, esto significa que debemos
determinar la direccion del plano tangente sobre las
curvas caracteristicas, es decir, hallar uy, y u,.

(SV)
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Observamos también que el sistema (SV) es usualmente
no lineal y que puede tener mas de una solucion. Una
condicién suficiente para la existencia de una solucién es
que

det (Zﬁ SIZ) _ @,Eg ?;) 40, Ecl (C3p)
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Observamos también que el sistema (SV) es usualmente
no lineal y que puede tener mas de una solucion. Una
condicién suficiente para la existencia de una solucién es
que

det (gﬁ ZZ) _ @,Eg ?;) 40, Ecl (C3p)

Esta condicion es equivalente a la condicion de
transversalidad (C3) en el caso cuasi-lineal.
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Sistema caracteristico

Por lo tanto, suponiendo que para todo & € I existe una
solucién (p,g) (&) al sistema (SV), consideramos el
siguiente sistema caracteristico:

%:@, X(0) = (&),
% —F,, $(0) = 5(8),
% = —(PFu+F), p0)=p(E),
%:_QE+BL 4(0) = 4(&),

donde las derivadas de F estan evaluadas en
('XLSI)’ u(’i?y)?ﬁ?é)
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Por el teorema de Picard existe una Unica solucion de
clase C' en una vecindad de n = 0 (la solucién es Unica
para cada (p,g) (&) solucion de (SV), la cual puede no ser
Unica). Ademas, si definimos (1) := u(X(n),y(M))

entonces
di  dx &y ..
i(0) = f(§).

De esta manera obtenemos la ultima ecuacion
caracteristica a considerar en el problema directo.
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e Problema directo: banda caracteristica
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Problema directo

Obijetivo: Encontrar una solucién de clase C! a la
ecuacion completamente nolineal (ECN) sujeta a las
condiciones iniciales (Cl) sobre la curva de datos .#.

Extrapolando del caso cuasi-lineal, proponemos resolver
un sistema caracteristico asociado al problema de Cauchy:
generar curvas parametrizadas por M y que inician sobre
puntos de la curva inicial .#" en el espacio (para cada &
fijo). Debemos poner atencién a:

(a) Las condiciones de invertibilidad del mapeo
M,&) = (x,y)

(b) La solubilidad del sistema nolineal para el gradiente
(SV)
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Sistema caracteristico

Buscamos curvas que inician en la curva de datos .#”,
soluciones del sistema

;fi ~F, X(0) = %(8),
;Zf] ~F, ¥(0) =3(8),
jﬁ = —(pF.+Fy),  p0)=p(E), (SC)
jz = —(gF,+Fy),  4(0)=g(&),
jf]‘ = pF,+4F,, i(0) = (),

vvvvv

menos) una solucwn (P, q) (§) del sistema (SV).
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Banda caracteristica

La solucion al sistema caracteristico (SC) se denomina
banda caracteristica, en virtud de que ahora se
reemplaza la curva caracteristica en el caso cuasi-lineal
en direccion (a,b,c) por una estructura geométrica mas
complicada: en cada punto es necesario determinar la
direccion del plano tangente, dada por (5,5, —1)
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u
) Characteristic strips

Initial strips

(x(©.%(0,2(1)

Figura: Banda caracteristica.
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Definicion
Sea &y €Iy sea Py € R el punto

Py = (%(80),5(80).f(80),P(E0),3(E0)) =: (x0,Y0,20,P0590)-

Se dice que Py satisface la condicion de transversalidad
generalizada si el par (pg,qo) = (p(§0),5(0)) es

solucion del sistema
G(po,q0) = poX' (&o) +qo5 (&o) —f" (&o)
H(p07QO) = F(x(g())vj;(gO)af(gO)apOaQO)

y ademas
X' (&) Fp(Po)
det(&’(éo) FZ%))#O'
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Existencia local - caso completamente
no lineal

Teorema

Sea F = F(x,y,u,p,q) de clase C* tal que Fa + F2 # 0.
Supongamos que X, y y f son de clase C Uen ECICR. Si
para todo & € I el punto Py = (%,9.f,P,q)(§) satisface la
condicion de transversalidad generalizada, entonces
existe una solucion al problema de Cauchy (ECN) - (Cl),
de clase C!, en una vecindad de la curva .%', la cual est4
determinada paramétricamente por la solucion al sistema
(SC) paracada& e 1.
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Existencia local - caso completamente
no lineal

Teorema

Sea F = F(x,y,u,p,q) de clase C* tal que Fa + F2 # 0.
Supongamos que X, y y f son de clase C Uen ECICR. Si
para todo & € I el punto Py = (%,9.f,P,q)(§) satisface la
condicion de transversalidad generalizada, entonces
existe una solucion al problema de Cauchy (ECN) - (Cl),
de clase C!, en una vecindad de la curva .%', la cual est4
determinada paramétricamente por la solucion al sistema
(SC) paracada& e 1.

Observacion: No se especifica que la soluciéon sea Unica.
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Demostracion: Por las hipétesis del teorema, para cada
& € I es posible encontrar un par (p,g)(&), solucién de
(SV) (sist. gradiente) y (C3p) (transversalidad). De este
modo, podemos plantear el sistema (SC). Dado que F es
de clase C*y F; + F; # 0, por el teorema de Picard
concluimos que, para cada § € [ fijo, el sistema (SC) tiene
una unica solucion en una vecindad de 1 = 0. Si variamos
& € I obtenemos una banda caracteristica que
denotamos mediante

PM.§) = (xyapa)ME) ", (M8 € (-8.8)x1,

y que satisface

® P(O,ﬁ) = (x7y7f7ﬁ7Q)(§)’

® (9/on)P = (Fp,Fy,pFy+qFy,—Fy—pFy,,—Fy — gFy).
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que (p,g) es solucion de (SV). Mas aln, para cada § € [
fijo,
oF _ _ _ _ _
on + Fyyn + Futin + Fppn + Fyn

= FxFp+ FyFq+ Fu(PFp+qFq) — Fp(Fx+pFy) — Fg(Fy+§Fu)
=0.

Esto implica que F es constante sobre la banda
caracteristica, y por ende

oF _JF _
on 9

Finalmente, por la condicion inicial, ' = 0 sobre la banda
caracteristica.
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Para cada (n,§) € (—8§,8) x I, definimos

=l

Zm,§) = (M,8)-

NI

El mapeo define una superficie bien parametrizada si

* *
Zrl X Z& = * = * 75 0.
Xeyn —Yekn XeFy—Jekp
Dado que en 1 = 0 se cumple la condicién (C3p),

podemos afirmar que, en una vecindad (tal vez mas
pequena) de n =0,

A = Xe¥n — Veln = XeFg —YeF) # 0.
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Esto implica que el mapeo (n,§) — (x,7)(n,§) es
invertible en una vecindad (1,&) € (—9,8) x I. Sea

0 = (x,5)((—8,8) x I) C R Por el teorema de la funcién
inversa existe un mapeo (1],§) : & — (—9,8) x I tal que
(M,&)(x,y) es el mapeo inverso de (x,7)(n,&). Por el
teorema de la funcién inversa y la regla de la cadena
tenemos que

B-GHE-GH'@
A0 e
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Sustituyendo ity = pF), +qFy, Xxn =Fp y yn = Fy
obtenemos

ux\ _ 1 ( Ve(pFp+qFy) —ueFy
uy) A \—Xe(pFp+qFy) +uegky)

De este modo,
(ux —p) 1 ( Ye(PFp+GFy) — tgFy — p(Fpys — Fy¥e) )
uy—¢q A _Xﬁ(pr+C_1Fq)+L_‘§FP_C_I(FP)_’§_FQX§)
_ (PR +gye i) [ F,
- A )
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Definimos
AM,§) 1= pXg + gye — lig,
en la vecindad. Claramente
A(0,8) = p¥'(§) +gy'(€) —f'(€) = 0. Por lo tanto, para
cada § € I fijo, sea A(n) := A(n, &), con condicion inicial
A(0) = 0. Derivando obtenemos:
dA - _
an e +PXng + qnye + qng — iing
= —(Fx+pFu)Xe +pogFy — (Fy +gFy)ye +qoeFy — 9 (PF)p +GF )
= —(FuXe + Fyg + Fulty + Fppy + Fogr) — Fu(piz + 35z — ite)
=— 0F —F,A.
~~

=0
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Asi, tenemos la ecuacion diferencial ordinaria
dA .
—=—-F,A, A(0) =0,
o = FA A0
cuya solucion es
. . n
A =A©)exp ([ Fulo)ds+y(E) =0,
Por lo tanto
A(n7§) =0,
en la vecindad (n,§) € (—9,8) x I. Esto implica que

Ux =p, uyZQ7

en la vecindad y sobre la banda caracteristica.
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Por lo tanto, si definimos para cada (x,y) € O,

u(x,y) = a(f(x,y),&(x,y)),

entonces se tiene que:
® Paracada (x,y) € O,

F(xvyau(xay)7uxa”y) :F(X(ﬁ(x,y),&(x,y)),)')('),12('),[7(‘),21(-)) an

donde (-) = (Mi(x,y),E(x,)).
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® Paracada& €1,
w(x(§),7(8)) = u(A(%(§),5(§)),&(x(§),7(8))) = (0,§) =£ (&),

ya que, por ser mapeos inversos,
(%,9)(0,8) = (x(€),$(§)) implica que

(M(x(8),3(8)),5(x(8),3(8)) = (0,8).

Por lo tanto en la vecindad &, la funcién u = u(x,y) es de
clase C', es solucién al problema de Cauchy (ECN) y (Cl),
y la grafica de la solucion existe en una vecindad de la
curva .#".
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Receso: regresamos en 5 min.
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e Ejemplos
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(I) Sea la ecuacion
U= u,zc — 3u§,
con datos de Cauchy
u(x,0) = X2, x€R.
Consistentemente con nuestra notacién tenemos que,
F(x,y,u,p,q) =p*—3¢" —u,

y la curva de datos es .7 = {(1,7,)(§) = (§,0,E?) : E e R}.
Claramente, Fy =F, =0, F, = —1,F,=2py F, = —6q.
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Por lo tanto, para cada & € I fijo el sistema caracteristico
asociado a este problema es

% 2p, x(0) =§,
=6 ¥(0) =0,
S -6r, u0)=,
% =P, p(0) = po,
3—3 =q, 4(0) = qo,

¢Quiénes son (po,q0) = (Po,q0)(§)?
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(Po,q0) = (Po,q0)(&) debe ser solucion del sistema

p*—3¢* - =0,
p—2£=0.

Este sistema tiene dos soluciones: (po,qo)(§) = (2&,+5).

Escogiendo (po,q0) (&) := (2§, +&) resolvemos el sistema
parapy q. El resultado es p = 2&e" y g = EeN.
Sustituyendo en las ecuaciones para x y y obtenemos
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La solucién al subsistema paraxy y es
x=4E 148 y= 68"~ 1),
Finalmente, sustituyendo en la ecuacion para u,

ﬂ_ 2 )
=2 u(0)=¢,

con lo cual obtenemos u = &2¢. Dado que x + 1y = &e",
encontramos una posible solucion,

) = (€7 = (e )
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Si escogemos (po,q0) (&) := (2§, —&) entonces la solucion
que se obtiene es

u(x,y) = (x— %y)z.

Ambas funciones son de clase C! globalmente y son
soluciones del problema de Cauchy. La pérdida de
unicidad se debe a que existe mas de una solucion al
sistema (SV).

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 6, 2020.
Slide 44/50




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

() Sea la ecuacion
2, .2
uy +uy = 4u,

ux,—1)=x*,  xeR.

De acuerdo con nuestra notacion, F = p? + g* — 4u, por lo
que Fy=F,=0,F,=—-4,F,=2pyF,;=2q.
La curva de datos .# es

I = {(56757)(§) = (§7_1)7 E.» S R}a

con dato inicial ) =f (&) = &2.
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El sistema (SV) se escribe como

PP+q—48 =0,
p_zgzoa

el cual tiene una solucion tnica: p = 2&, g = 0.
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El sistema caracteristico asociado es

% = zp, x(O) = §7
j—f] — 2, ¥(0) =0,
T2 ) (o) =8
j—ﬁ —4p, p(0) = 2%,
j—z —4q, 4(0) =0,

para cada & € R.
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Resolviendo las dos ultimas ecuaciones obtenemos
g(Mm) =0, p(n) = 2Ee™. Sustituyendo en las dos primeras
y resolviendo se tiene que x(1) = &¢* y que y(n) = —1.
Finalmente, sustituyendo p y g en la ecuacién para u y
resolviendo obtenemos u(1) = 23 = (E¢*")? = x2. Por
lo tanto la funcion

u(x,y) = X2,

es claramente una solucion de clase C! al problema de
Cauchy.
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Resolviendo las dos ultimas ecuaciones obtenemos
g(Mm) =0, p(n) = 2Ee™. Sustituyendo en las dos primeras
y resolviendo se tiene que x(1) = &¢* y que y(n) = —1.
Finalmente, sustituyendo p y g en la ecuacién para u y
resolviendo obtenemos u(1) = 23 = (E¢*")? = x2. Por
lo tanto la funcion

M(X,y) = X2,

es claramente una solucion de clase C! al problema de
Cauchy.
Cuidado: Existen otras soluciones de clase C'. Por
ejemplo,

u(x,y) = x>+ (y+1)%,

también es solucién del mismo problema.
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En este caso la pérdida de unicidad se debe a que la
condicion de transversalidad (C3p) no se cumple:

M 4EeM
det< 0 0 ) =0,

y a que los vectores

4Ee™M 48 g
0 =1 0 y 0
8E2e8N =0 8&2 282

son colineales para todo § € R.
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Proxima leccion: ecuacion de la eikonal
Jl

| ‘K(\\\\V%
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