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Ecuaciones completamente nolineales

Ecuacion completamente nolineal (forma general):
F(xayauauxauy) = Oa (ECN)

para u = u(x,y) € R, (x,y) € R%. F € C*(R>;R).
Datos de Cauchy: u es conocida sobre una curva de
datos en el plano .¢:

S ={(x7
u.y =f(8),

donde %,7,f € C'(I;R) y I C R es un intervalo abierto
Curva inicial:

I ={(®3.f)E) :El} CR,

@ :gencE,
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Hipotesis
e Curva de datos .7 C Q, con Q C R? abierto y
conexo.
® F=F(x,y,u,p,q) es de clase C, F: R’ - R.
2 2
° FI4+F.#0
® %,9.f € C/(I;R), I C R abierto.

® Paratodo & €1, Py = (%,9.f,P,q)(E) satisface la
condicion de transversalidad generalizada.
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Definicién
Sea &y €Iy sea Py € R el punto

= (%(&0),5(&0).f(&0),P(&0),a(E0)) =: (x0,Y0,20,P0,90)-

Se dice que Py satisface la condicion de transversalidad
generalizada si el par (pg,qo) = (p(§0),5(0)) es

solucion del sistema
G(Po,q0) = po¥ (&o) + 905’ (&0) —f'(€0) =0,
H(po,q0) = F((0),5(&0).f (o), P0,90) =0,

y ademas
X'(Eo) Fp(Po)
o (y (&) FolP >)’“’ =
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Sistema caracteristico

dx

=T #(0) =x(8),
jﬁ —F, ¥(0) =5(8),
Zﬁ = —(BFu+Fo),  p0)=p(8), (SC)
Zz = —(gF,+Fy),  (0)=g(&),
jz =pFy+4F,,  i(0) =f(&),

para cada & € I fijo, donde las derivadas de F estan

vvvvv

(SV).
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Teorema de existencia local - caso
completamente no lineal

Teorema

Sea F = F(x,y,u,p,q) de clase C* tal que Fa + F2 # 0.
Supongamos que X, y y f son de clase C Uen ECICR. Si
para todo & € I el punto Py = (%,9.f,P,q)(§) satisface la
condicion de transversalidad generalizada, entonces
existe una solucion al problema de Cauchy (ECN) - (Cl),
de clase C!, en una vecindad de la curva .%', la cual est4
determinada paramétricamente por la solucion al sistema
(SC) paracada& e 1.

Observacion: No se especifica que la soluciéon sea Unica.
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(I) Sea la ecuacion
U= u,zc — 3u§,
con datos de Cauchy
u(x,0) = X2, x€R.
Consistentemente con nuestra notacién tenemos que,
F(x,y,u,p,q) =p*—3¢" —u,

y la curva de datos es .7 = {(1,7,)(§) = (§,0,E?) : E e R}.
Claramente, Fy =F, =0, F, = —1,F,=2py F, = —6q.
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Por lo tanto, para cada & € I fijo el sistema caracteristico
asociado a este problema es

% 2p, x(0) =§,
=6 ¥(0) =0,
S -6r, u0)=,
% =P, p(0) = po,
3—3 =q, 4(0) = qo,

¢Quiénes son (po,q0) = (Po,q0)(§)?
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(Po,q0) = (Po,q0)(&) debe ser solucion del sistema

p*—3¢* - =0,
p—2£=0.

Este sistema tiene dos soluciones: (po,qo)(§) = (2&,+5).

Escogiendo (po,q0) (&) := (2§, +&) resolvemos el sistema
parapy q. El resultado es p = 2&e" y g = EeN.
Sustituyendo en las ecuaciones para x y y obtenemos
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La solucién al subsistema paraxy y es
x=4E 148 y= 68"~ 1),
Finalmente, sustituyendo en la ecuacion para u,

ﬂ_ 2 )
=2 u(0)=¢,

con lo cual obtenemos u = &2¢. Dado que x + 1y = &e",
encontramos una posible solucion,

) = (€7 = (e )
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Si escogemos (po,q0) (&) := (2§, —&) entonces la solucion
que se obtiene es

u(x,y) = (x— %y)z.

Ambas funciones son de clase C! globalmente y son
soluciones del problema de Cauchy. La pérdida de
unicidad se debe a que existe mas de una solucion al
sistema (SV).
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() Sea la ecuacion
2, .2
uy +uy = 4u,

ux,—1)=x*,  xeR.

De acuerdo con nuestra notacion, F = p? + g* — 4u, por lo
que Fy=F,=0,F,=—-4,F,=2pyF,;=2q.
La curva de datos .# es

I = {(56757)(§) = (§7_1)7 E.» S R}a

con dato inicial ) =f (&) = &2.
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El sistema (SV) se escribe como

PP+q—48 =0,
p_zgzoa

el cual tiene una solucion tnica: p = 2&, g = 0.
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El sistema caracteristico asociado es

% = zp, x(O) = §7
j—f] — 2, ¥(0) =0,
T2 ) (o) =8
j—ﬁ —4p, p(0) = 2%,
j—z —4q, 4(0) =0,

para cada & € R.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 8, 2020.
Slide 15/48




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Resolviendo las dos ultimas ecuaciones obtenemos
g(Mm) =0, p(n) = 2Ee™. Sustituyendo en las dos primeras
y resolviendo se tiene que x(1) = &¢* y que y(n) = —1.
Finalmente, sustituyendo p y g en la ecuacién para u y
resolviendo obtenemos u(1) = 23 = (E¢*")? = x2. Por
lo tanto la funcion

u(x,y) = X2,

es claramente una solucion de clase C! al problema de
Cauchy.
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Resolviendo las dos ultimas ecuaciones obtenemos
g(Mm) =0, p(n) = 2Ee™. Sustituyendo en las dos primeras
y resolviendo se tiene que x(1) = &¢* y que y(n) = —1.
Finalmente, sustituyendo p y g en la ecuacién para u y
resolviendo obtenemos u(1) = 23 = (E¢*")? = x2. Por
lo tanto la funcion

M(X,y) = X2,

es claramente una solucion de clase C! al problema de
Cauchy.
Cuidado: Existen otras soluciones de clase C'. Por
ejemplo,

u(x,y) = x>+ (y+1)%,

también es solucién del mismo problema.
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En este caso la pérdida de unicidad se debe a que la
condicion de transversalidad (C3p) no se cumple:

M 4EeM
det< 0 0 ) =0,

y a que los vectores

4Ee™M 48 g
0 =1 0 y 0
8E2e8N =0 8&2 282

son colineales para todo § € R.
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e La ecuacioén de la eikonal
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La ecuacion de la eikonal en éptica
geométrica

® | a ecuacion de la eikonal (del griego, etxmv,
imagen) es una ecuacion completamente no lineal
que describe de manera aproximada la propagacion
de frentes de onda.

® Se puede obtener mediante una expansion
asintotica en serie de potencias, por ejemplo, de
soluciones a las ecuaciones de Maxwell en teoria
electromagnética.

® Método de aproximacion: WKB, expansiones de
Hilbert, expansion de dptica geométrica
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Derivacidon de la ecuaciéon de la eikonal

Ecuaciones de Maxwell en unidades MKS (Jackson,

1975):
uB,+V xE =0,
€E;,— V X B = —GE, ™)
div(uB) =0,
div(eE) = p.

Aqui E = E(x,t), B = B(x,t) € R? son los campos
vectoriales eléctrico y magnético, respectivamente, con

x € R3, 1> 0. Las funciones € = &(x), u = u(x) y 6 = 6(x)
corresponden a la permisividad eléctrica, la permeabilidad
magnética y la conductividad del medio, respectivamente.
La densidad de carga eléctrica es p = p(x,?).
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Nota: Hemos sustituido en la ley de Ampére (segunda
ecuacion en (M) la ley de Ohm, J = GE, donde J € R3 es
la densidad de corriente eléctrica.
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Nota: Hemos sustituido en la ley de Ampére (segunda
ecuacion en (M)) la ley de Ohm, J = GE, donde J € R> es
la densidad de corriente eléctrica.

Ansatz: Vamos a buscar soluciones de (M) que sean
funciones armonicas en el tiempo, de la forma

E(x,f) =Re (E(x)e™™),  B(x,t) = Re (B(x)e ™),

donde E(x), B(x) € C3, son campos vectoriales
complejos, y ® € R es la frecuencia.
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Sustituyendo en (M):
0=puB,+V xE =Re ((Vx E—iouB)e™™™),

0=¢E,—V x B+6E =Re ((6E —V x B—iweE)e ™).
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Sustituyendo en (M):
0=puB,;+V xE=Re ((VxE—iouB)e ™),
0=¢E,—V x B+6E =Re ((6E —V x B—iweE)e ™).

Por lo tanto, una condicién suficiente para tener una
solucion es que los vectores complejos £y B sean
soluciones de las siguientes ecuaciones reducidas
(independientes del tiempo):

V x E —iouB =0, -

V x B+ ineE = GE.
De la primera ecuacién se deduce inmediatamente la ley
de Gauss magnética (div(uB) = 0). Resolviendo (R) se
obtiene E, que a su vez determina la densidad de carga
eléctrica (p = div(eE)).
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Método WKB

Para resolver las ecuaciones reducidas (R) proponemos
una expansion en serie de potencias en términos del
numero de onda. Este método resulta muy util para
estudiar el comportamiento aproximado de las soluciones
y se conoce como método WKB o expansion de Optica
geomeétrica.

Referencia: J. B. Keller, R. M. Lewis, Asymptotic methods
for partial differential equations: The reduced wave
equation and Maxwell’s equations, in Surveys in Applied
Mathematics, J. B. Keller, D. W. McLaughlin, and G. C.
Papanicolaou, eds., vol. 1, Springer-Verlag, New York,
1995, pp. 1-82.
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En el vacio, €(x) y u(x) toman valores constantes, €y >0y
o > 0, respectivamente. La constante ¢y = (goug) /2 es
la velocidad de la luz en el vacio. Definimos el numero de
onda como k = ®/cy y proponemos expansiones
asintoticas para E y B de la siguiente forma:

A . +w A

E(x) ~ &™) Y (i) "B (),

=0
" ()
B(x) ~ &0y (ik) " Bu(x),

m=0

donde u = u(x) € R es la fase de la onda.
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Observaciones:

® E| simbolo “~” indica que la solucién es aproximada,
ya que no estamos considerando el problema de
convergencia de la serie.

* Los coeficientes son vectores reales (£, (x),
B,(x) € R3, paracadam=0,1,...).

® E|l método no es riguroso pero ofrece mucha
informacion relevante.
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Primer orden

Sustituir las expansiones (S) en las ecuaciones reducidas
y a igualar coeficientes de las mismas potencias de ik.

V x £ = ek ((ik)vu x Ey+(V x Eo+ Vu x Ey) + 0((ik)‘1))

= iouB
@
R
— ioue ) (BO + =B+ 0((ik)—2)>
1

= coue™™ ((ik)BO + B, +0((ik)71)>-

k:(,l)/C()
Igualando coeficientes de orden O(ik) obtenemos

Vu x Eo = Co,uB().
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Andalogamente, calculando el rotacional de la expansion de
B, sustituyendo en la segunda ecuacién del sistema
reducido (R), e igualando coeficientes de orden O(ik), se
llega a la ecuacion

Vu x B() = —COSEO.

De ambas ecuaciones notamos
Vu-By=Vu- (ﬁVu x Ey) =0, Vu-Ey=-Vu- (ngvu x By) =0.
Por lo tanto, Vu es simultaneamente ortogonal a Ey ya

By.
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Eliminando B, de las ecuaciones,

. 1 . 1 n .
—coeEy = Vu x (—Vu X E()) = — ((VM-E()) — |Vu|2E0>
CoM COM N ~—~—~

1 .
= ——|Vul?Ey,
cou

es degcir,
(|Vu* - c%e,u)Eo =0.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 8, 2020.
Slide 28/48




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Eliminando B de las ecuaciones,

. 1 . 1 . .
—coeBy=Vux (—VuxEy) =—((Vu-Ey) — |Vul|*Ey
coHt COM \ " ~—~—

1 A
= ——|Vu|2E0,
CoM
es degcir,
(|Vu|2 — c(z)e,u)Eo =0.

Si el campo £y = Ey(x) no es idénticamente cero
entonces esta ecuacion se satisface siempre que la fase
de la onda sea solucién de la ecuacion de la eikonal:

IVul? = n(x)?.
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n(x) es el indice de refraccion del medio:

n(x)* = cge(x)u(x) = ¢/e(x)*

con &(x)? = 1/(g(x)u(x)). La velocidad relativa de la luz
en el medio (velocidad de fase) es

por lo que la ecuacién de la eikonal se puede escribir de la
forma

Vul = ——; (E)
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.7
Interpretacion

e Las superficies de nivel con fase constante (u(x) =
constante) se denominan frentes de onda.

® | as curvas ortogonales a ellos son las curvas
caracteristicas de la ecuacion no lineal de primer
orden (E) y se denominan rayos en la terminologia
de 6ptica geométrica.

® | as ecuaciones caracteristicas son ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales. La fase y las
amplitudes de los campos eléctrico y magnético
satisfacen ecuaciones diferenciales ordinarias sobre
los rayos.
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® E| término dominante en la expansién de los campos
se denomina término de Optica geométrica, ya que
solo involucra cantidades que también ocurren en la
teoria clasica de optica (como el indice de
refraccion, o la velocidad en el medio, entre otras).

® Una trayectoria ortogonal al frente de onda coincide
con un rayo, que se asocia a un rayo de luz, en virtud
de que Vu es ortogonal a los campos eléctrico y
magnético a primer orden (E; y By).

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 8, 2020.
Slide 31/48




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Ejemplo: consideremos el frente de onda u(x) = t, con
t > 0. Una trayectoria () € R? sobre un rayo, satisface

u(x(r)) =t.
Derivando obtenemos
Vu-%(t)=1.

Como el vector tangente al rayo, a saber ¥'(¢), es paralelo
a Vu, esta ecuacion y la ecuacion de la eikonal implican
que

1= |Vu-3(1)| = |Vul||Z (1)| =
Vi #(0)] = [Val ¥ ()] = <

por lo que la velocidad del rayo es |3'(7)| = |c(X(1))].
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Receso: regresamos en 5 min.
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Problema de Cauchy

Vamos a aplicar el teorema de existencia local (método de
caracteristicas) para resolver la ecuacién de la eikonal.
Para simplificar el analisis supondremos que ¢ > 0 es
constante y consideraremos la ecuacion en RZ:

1
0+ = = (Egz)

Condiciones iniciales sobre una curva de datos:
I ={(x(§),58) : EeR}C R,y =f(&).
Aqui suponemos que f es una funcion conocida. Sea
F(x,y,u,p,q) := 5(* (P> +¢%) = 1).

Por lo tanto, Fy = F, = F, =0,y F, = c*p, F, = c’q.
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Sistema caracteristico

El sistema caracteristico asociado es

para cada & € I fijo.
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Po Y qo son soluciones del sistema (SV):

1
ﬁ+f=;,
pxX' (&) +q5' (&) =1'(§).
Geométricamente, las soluciones a este sistema

representan la interseccion entre un circulo y una linea
recta en el plano (p,q).

La distancia de la recta al centro del circulo esta dada por

la formula
rE
¥(8)*+5(8)?
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Existen dos puntos de interseccion si

0 L<s = VEPHTER> E

No hay puntos de interseccion si
1
():  L>— = Y+ () <)

Hay un s6lo punto de interseccion en el caso degenerado,
cuando la recta es tangente al circulo, es decir, si L = 1/c.
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Figura: Soluciones a (SV).
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Cono de luz
2.2

Sea 6 = arctanc. La superficie ¢?z> = x>+ y* es un cono
que forma un angulo 0 con el eje z, que llamaremos cono
de luz.

® Caso (i), la curva inicial ./ = {(%,7,f)(§) } forma un
angulo con el eje z mayor a 0 y es exterior al cono de
luz. En este caso se dice que .#’ es una curva
espacial, y el problema de Cauchy tiene
soluciones.

e Caso (ii), .’ forma un angulo con el eje z menor a 6,
por lo que esta contenida dentro del cono de luz y se
denomina curva temporal. El problema de Cauchy
no tiene soluciones.
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Figura: Cono de luz.
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Solucion en el caso (i)

Suponiendo que la curva inicial .#’ es espacial, y que la
condicion (i) se cumple, tomamos una solucion (pg,qo) al
sistema (SV). Resolviendo el sistema caracteristico
obtenemos

x(m) =cpoEM+xE),  yM)=c*qEM+3E),
u(n) = c*(po(§)* +qo(&)*M +£(§).

Denotamos M = ¢ para asociar la variable 1 con el tiempo.
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A lo largo de las caracteristicas la velocidad del vector

(x(1),5(1)) es

(%)2 ¥ (%)2 =\ +an(®)? =c.

y se propaga en direccién de (po,qo) = (ux, uy). Esto
significa que las curvas caracteristicas en el plano
coinciden con los rayos de luz.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 8, 2020.
Slide 42/48




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Curva de datos: circulo de radio 1/c con centro en el
origen,

7= {%(cos&,sin&) e R},

con valor inicial 1)y = 0. En este caso el sistema (SV) se
lee
P’ +q =, —Esinﬁ—l—gcos&:O.
c c c
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Ejemplo
Curva de datos: circulo de radio 1/c con centro en el
origen,

7= {%(cos&,sin@) e R},

con valor inicial u| y = 0. En este caso el sistema (SV) se
lee

1
pz—l—qZ:—Z, —Esinﬁ,—l—gcos&:O.
c c c

De la segunda ecuacion deducimos la existencia de
o) € Rtal que p=cosa(§) y g =sina(§). De este
modo sin(o(§) — &) = 0. Por simplicidad, tomamos

o(§) =&
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Obtenemos una solucién:

1 1
po=—cos§,  go=—sin&
C C

De hecho, es la Unica solucion, ya que en este caso
L = 0. Sustituyendo, las soluciones para los rayos son

x(t) =c(t+1)cosE,  y(t) =c(t+1)sin&,

para cada & € R fijo, mientras que la solucion para el
frente de onda es simplemente

u(r) =t.
El gradiente de u esta determinado por

1 1
p = —cos&, g = —sin&,.
c c
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Figura: Curva de datos .# = (1/c)(cosé&,sin&) (azul). Caracteristicas
(x,y)(¢) con ¢ > 0 (naranja).
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Cuando ¢t = —1 las curvas caracteristicas o rayos se
intersectan en el origen. La solucién esta bien definida
para todo tiempo ¢ > —1. Las curvas de nivel de u son
circulos concéntricos de radio c(t+ 1) > 0.
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Cuando ¢t = —1 las curvas caracteristicas o rayos se
intersectan en el origen. La solucién esta bien definida
para todo tiempo ¢ > —1. Las curvas de nivel de u son
circulos concéntricos de radio ¢(r+ 1) > 0.

Para cada & € R fijo, la curva en el espacio

(x,y,u)(t) = ((t+ 1) cos&, (t+ 1)sin&, ) es una recta con
tangente (cos&,sin&, 1). Forma un angulo 6 = arctanc con
el eje z. Al variar § € R, obtenemos un cono en el espacio.
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Figura: Solucién de la ec. de la eikonal con curva de datos
& = (1/c)(cos&,sin&) (rojo).
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Proxima leccion: la ecuacion de Hamilton-Jacobi
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