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La ecuacién de Hamilton-Jacobi

La ecuacién de primer orden
u+H(t,x,Vu) =0, (HJ)

donde u = u(x,t), x € R", r € R, se conoce en la literatura
como la ecuacion de Hamilton-Jacobi.
e Lafuncion H = H(t,x,p), conx,p € R", t € R, es el
hamiltoniano de la ecuacion.
® H es usualmente nolineal en p.

® Aparece frecuentemente en mecanica clasica 'y
relativista.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020

Slide 3/58




Problema de Cauchy

Ecuacion de (HJ) en una dimension especial con dato
inicial:
u+ H(t,x,uy) =0, (x,1) e Rx R,

u(x,0) =£(x), xeR, (CRI)

con f funcién conocida. La curva inicial es

I'={(0,£.f(€)) : E€R}.

Supondremos también que el hamiltoniano H : R? — R es
una funcién de clase C! en su dominio. La ecuacion se
puede escribir F(t,x,u,u,,u;) =0, con

F(t,x,u,p,q) :=q+H(t,x,p).
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Sistema caracteristico

Como Fy,=H F,=H;,F,=0,F,=H,yF,=1,el
sistema caracteristico es

di

an 1(0) =0,

= Hyltp) X(0) =,

j—fl ——H(xp),  p0)=po,  (SC)
L. a0 =

du

_ :pHp(t’x,p) +q, M(O) :f(§)7
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(Po,q0) = (Po,q0)(&) son soluciones al sistema nolineal

q—f—H(O,&,p) =0,
p—f(&)=0.

La unica solucidn a este sistema es
Po :f,(g)a qo = _H(ngvf/(g))a

para cada & € R fijo. Resolviendo la ecuacion para ¢
notamos que ¢ = 1, por lo que denotaremos las derivadas
temporales mediante "= d/dt = d/dn.
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Ecuaciones de Hamilton

El subsistema

X:Hp(taxvp)7 X(O) :ga
p= _Hx(t7x7p)7 p(O) :f,(§)7

conocido como las ecuaciones de Hamilton para la
posicion (x) y el momento (p = u,).
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Ecuaciones de Hamilton

El subsistema

X:Hp(taxvp)7 X(O) :ga
p= _Hx(tax’p)a p(O) :f,(§)7

conocido como las ecuaciones de Hamilton para la
posicion (x) y el momento (p = u,).
Resto del sistema caracteristico (sistema geodésico):

i=pH,(t,x,p)+q, u(0)=r(&),

g = —H,(t,x,p), q(0) = —H(0,E,1(E)). (sG)
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Observaciones:

® E| sistema de Hamilton (sH) es independiente:
podemos resolver primero (sH) y sustituir el resultado
en el sistema (sG).

® Tipicamente en aplicaciones lo que se busca es la
solucién para x y p (posicion y momento), y no la
solucién parauy q.

® 4 (llamada funcion principal de Hamilton o funcion
geodésica) se utiliza para encontrar las variables x y
p explicitamente como funciones del tiempo, y en
casos en los que es posible integrar la ecuacion
directamente.
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® Por ejemplo, cuando el hamiltoniano no depende
explicitamente del tiempo g es constante y la
ecuacion para u se integra directamente.

® El método de Hamilton-Jacobi consiste en encontrar
dicha integral para despejar x y p a partir del valor de
u.

® | aindependencia del hamiltoniano con respecto del
tiempo ocurre en muchos ejemplos de interés.
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e Derivacion de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi
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Formulacion lagrangiana

Sea L: R x R" x R"” — R una funcién suave que
denominaremos el lagrangiano:

L=L(t,y,2), teR, y,zeR",

Notacion:
DyL = (Lyl,...,Lyn) e R",
D.L = (Lzl, .., L) eR"
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Accion
Sean dos puntos en el espacio, a,x € R”, a # x. Sea
y =y(s) € R" una trayectoria parametrizada por s € [0,7]

tal que y(0) = a, y(t) = x, al menos de clase C°.
Definimos la accion como el siguiente funcional:

1] = /O’L(s,y(s),y’(s))ds, I: AR,

donde la trayectoria y = y(s) pertenece a la clase de
trayectorias admisibles A4,

A:={y € C}([0,:R) : y(0) = a, y(r) =x}.
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Trayectoria minimizante

Problema variacional: ;cudl es el minimo valor de I[y]
paray € A7 ;Existe una trayectoria minimizante, y € A4,
tal que

115 = min 112
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Trayectoria minimizante

Problema variacional: ;cudl es el minimo valor de I[y]
paray € A7 ;Existe una trayectoria minimizante, y € A4,
tal que
I[y] = min /]y]?
yeA

Condicidn necesaria: ecuaciones de Euler-Lagrange.

Teorema

Si existe una trayectoria minimizante y € A4 entonces ésta
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange:

= £ ((DL)(5,5(6),7(5)) + (L) s,3(5),¥ () =0,

forall0 <s <t.
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Demostracién: Sea ¢ € C*([0,7];R") una funcién de
prueba tal que @(0) = ¢(¢) = 0. Se define para cada
heR,

Y(s) =3(s) +ho(s), 5[0,

donde y € 4 es una trayectoria minimizante. Por lo tanto,
y € 4y, por ser minimo, I[y] > I[y]. La funcién de variable
real

o) = 115-+ ) = [ Ls.505)+ 0(s).5'(5) + ! (s)) ds

tiene un minimo en h = 0 y ademas es continuamente
diferenciable en 4. En consecuencia,

dg
2(0) =0.
dh()
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Calculemos la derivada. Integrando por partes tenemos
que

( Ly (s,5+ho,y +ho')g;(s) +Lz,-(w+h<m’+h<p’)<p,'~(S)) ds

J

J
s=t

(Ly (5,34, 5 +ho"))@;(s)) [, -
=0

S
I

.M= O\N

> I

Il
—_

(Ly,(s,y+h<p ¥ +ho') - ( (8,3 +ho, 5 +ho )))(pj(s)der
J

_|_

-

1

J

Evaluando en i = 0 obtenemos,

:Zn:l [ (1yfs.5) = 5 (1550 ) or(5) s
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En virtud de que la relacion anterior se cumple para toda
funcion de prueba ¢ € C*([0,7]; R") con ¢(0) = ¢(r) =0,
concluimos que, para todo indice 1 <j <n,

Ly (s,3,5) = 5 (L5 (5,3,5)) =0,

es decir, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange
(EL). O
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® Particula de masa m > 0, constante, sujeta a un
potencial V = V(y), que depende de la posicion de la
particula y € R3.

® | afuerza ejercida sobre la misma es el gradiente del
potencial, F'= D, V.

® | avariable z esta asociada a la derivada de y con
respecto del tiempo (velocidad), la energia cinética de
la particula es m|z|>.

® Definimos el lagrangiano:

L(y,2) =imlz>-V(y), zyeR’.
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una
trayectoria y que minimiza la accién I[y] son

d

d , _ _
_aLZj + Lyj = _£ (myjl(s)) - Vyj()’(s)) = O,

para 1 <j < 3. Escritas en forma vectorial, reconocemos
gue éstas corresponden a la segunda ley de Newton:

my”(s) = F(5(s)).
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Momento generalizado

® | as ecuaciones de Euler-Lagrange constituyen una
condicién necesaria (mas no suficiente) para la
existencia de una trayectoria minimizante.

® Si una trayectoria en la clase A4 satisface las
ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces se
denomina trayectoria critica o punto critico.

e Siy=y(s) es una trayectoria critica entonces
definimos el momento generalizado p = p(s),
correspondiente a la posicion y(s) con velocidad
y'(s), mediante

p(s) = D:L(5,5(s),5'(s)), s€[0,1].
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Hipdtesis de invertibilidad

Hipotesis
Para todo y,p € R", s € R, la ecuacion
p :DZL(S7y7Q)7

se puede resolver de manera unica para g € R" mediante
una funcion Q : R x R" x R" — R" suficientemente
diferenciable, de modo que,

q=0(s,y,p),

para (s,y,p) € R xR" x R™.
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Hamiltoniano

Definicion

Sea L: R x R" x R" — R un lagrangiano que satisface la
hipotesis de invertibilidad. Entonces para cada

s € R, y,p € R" definimos el hamiltoniano asociado
mediante

H:RxR"xR" - R,

H
H(S,y,p) ::p'Q(Say,p)_L(SayaQ(sayap))a ( )

para cada (s,y,p) € R xR" x R".
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Hamiltoniano

Definicion

Sea L: R x R" x R" — R un lagrangiano que satisface la
hipotesis de invertibilidad. Entonces para cada

s € R, y,p € R" definimos el hamiltoniano asociado
mediante

H:RxR"xR" - R,

H
H(S,y,p) ::p'Q(Say,p)_L(SayaQ(sayap))a ( )

para cada (s,y,p) € R xR" x R".

La hipétesis de invertibilidad esta asociada a la existencia
de la transformada de Legendre.
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Lema (ecuaciones de Hamilton)

Bajo la hipétesis de invertibilidad, seay = y(s), s € [0,1],
una trayectoria critica. Entonces y(s) y el momento
generalizado asociado p = p(s) satisfacen el sistema de
ecuaciones

¥'(s) = DpH(s,5(s),p(s)),
p/(S) - —DyH(S,)_)(S),p(S)),

para s € [0,1], conocido como el sistema de ecuaciones de
Hamilton. Mas adn, siH = H(y,p) no depende
explicitamente de s entonces el mapeo s — H(y(s),p(s))
es constante.

(sH)
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Demostracion: Por la hipotesis de invertibilidad
(p =D,L(s,y,q) EY g = 0O(s,y,p)) se puede definir para
cada s € [0,1],

5'(s) = Q(s,5(s),p(s)),

para cierta funcion suave Q y donde p es el momento
generalizado p(s) = D.L(s,y,y).

Notacion:
donde ¢; = g;j(-) € R. Paracada 1 <i <n:

T 3(0)(9) = = 35305, Q((36)p ) + L i) 32

=1 i

(5,3(s),p(s))+

9L (o5 5 dqj,
=Y. 5556, (5,569 5 (5:5().P )

Jj=1

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 23/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Pero el momento generalizado es, por definicion, p = D.L,
por lo que se cancelan las sumas:

3_5<s,y<s>,p<s>> = —§—§<s,y<s>,Q«s,ﬂs),p(s»».

Usando el mismo argumento se puede verificar que

%(s,y(s),p(s)) = qi(s,5(5),p(s))-

Dado que ' = Q(s, y,p) concluimos que

%’ic,y(s),p(s)) = 51(s),

para todo 1 <i < n: primera ecuacién en (sH).
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Por otra parte, sustituyendo, y dado que y = y(s) es una
trayectoria critica,

H, oL

d (oL, _ .
-4 (Gres50)
= _p;(s)a
para todo 1 <i < n, es decir,

_ﬁ%{(s,y(s),p(s)) —pi(s).

segunda ecuacion en (sH).
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Finalmente, si suponemos que el hamiltoniano no depende
explicitamente de s, usando el sistema (sH) obtenemos

d s _y o M
06960 = £ 200+ 50

L <aHaH aHaH) o

“E G

J=1

para todo 0 < s < t. Es decir, el hamiltoniano es
constante. O
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Derivaciéon de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi

Sea y = y(s) una trayectoria critica tal que y(0) = q,
y(t) = x, y de clase C' en los datos:  y ' tienen
derivadas continuas con respectoat >0y x € R™.

Extendemos la notacién y escribimos

y(s) :=Y(s,t,x), y(s):= g(s,t,x).
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Funcion geodésica
Definimos la funcién geodésica, u = u(x,t), como la
accion

u(x, 1) :=1I[y| = /OZL<S, Y(s,t,x),%—i(s,t,x)) ds. (G)

A la curva Y (s,t,x) se le llama curva geodésica entre
(a,0)y (x,1).

Como la trayectoria critica es de clase C! en los datos
entonces u es continuamente diferenciable en (x, 7).
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Asi,

'& (rd \9Y; 0%Y;
N /0 ];1 ((dsLZ’> ox; Ly axias> ds
Lo rtd dY;
:J;/O a( Zjaxl> ®
s=t
& dY;
; (sza_xj) )
Jj= _

tras haber aplicado las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Pero Y;(0,t,x) = a es independiente de x, y Y;(t,7,x) = x;
para todo ¢ y todo j. Por lo tanto,

0y,

; 1, i=j
v ) 8]: 9 9
axi

o, i#)]

para cualesquiera 1 <i,j < n. Por la definicién de
momento generalizado, obtenemos

%(O,t,x) =0, (t,t,x) =
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Igualmente, usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange
para calcular:

au . =/ =~ aYJ aZYJ
> =L(t,x,y (t))-l-/o ]; (Lng-i_l’zf% ds
B ,, n ti %
_L(t,x,y(f))+;/0 s( i3 ) 4
s=t
n 0Y,
=L(t,x,5' (1) + ), <sz_¢])
j=1 s=0
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Sin embargo, derivando Y;(0,7,x) = a notamos que

dY;
5 —1(0,1,x) = 0.
Igualmente, Y;(t,t,x) = x; para todo j implica que
Y, 0Y; d
= = (y; = 0.
(as + at)( £,x) dt( i(2,1,x)) =0
Sustituyendo:

W Lex 5 () -

M:
N

L 13 (1) 5 01

~.
I
—_

1=
3
L
—
=

= L(tax,)_/(t)) -

~.
I
—_
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Bajo la hipétesis de invertibilidad, p = D.L(t,x,q) es
invertible con ¢ = Q(t,x,p), para cualesquiera
(t,x,p) € R x R" x R". Como el hamiltoniano es

H(t,x,p) =p-Q(t,x,p) — L(t,x,0(t,x,p)),

por la ecuacion aa“ = L,,(t,x,y'(t)) = p; obtenemos
finalmente la ecuacu’)n de Hamilton-Jacobi:

d
a—b; + H(t,x,Du) = 0.
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Receso: regresamos en 5 min.
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e Ejemplos
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Oscilador armonico simple en una
dimensién

Particula ideal de masa m > 0 sujeta a un resorte elastico
que se deforma de acuerdo con la ley de Hooke: la fuerza
que ejerce dicho resorte sobre la particula es proporcional
al elongamiento en sentido opuesto, F' = —kx, donde

k > 0 es una constante y x € R denota la posicién de la
particula. De esta forma el potencial es V(x) = 1kx? y la

energia cinética es 3mi>.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 36/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO IIMAS

Figura: Idealizacion del oscilador arménico simple.
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Sea el lagrangiano:

1 1
L(y,Z):EmZZ—EkyZ, y,zE]R.

La ecuacion para el momento generalizado,
p =9.L(t,y,q), se resuelve trivialmente de manera Unica
para g =p/m=: Q(y,p), por lo que el hamiltoniano toma
la siguiente forma

L, 15
La ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para la funcién geodésica
u = u(x,1) es, por lo tanto,

1 2 1 2
— —kx* =0.
ur+ 2mux+ 5

Sea la condicién inicial de la forma u(x,0) = f(x).
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El sistema de Hamilton (caracteristico) asociado es

& Hyep)=p/m, x(0)=,
‘jl_lz = —H,(x,p) = —kx, p(0)=po=1(),

el cual tiene una solucién muy conocida

x(1) = Ecos(wot) + po())(gi)

sin(wpt?),

p(t) = —mwo& sin(@ot) + po(&) cos(wot),

donde wy = +/k/m es la frecuencia de oscilacion. La
energia total (hamiltoniano) es constante

1 2 1 2 1 2, Lo
H=— - —Hy— — “k
zmp(t) +2kx(f) 0 2mpo(‘k;) +5 &,

para cada & € R fijo

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 39/58




Proyectil en un potencial gravitacional

Sea una particula en el espacio con posicién x € R3, masa
m > 0, y sujeta a la accién de un potencial gravitacional
V(x) = mgxs, donde g > 0 es una constante. La energia
cinética es %m|x 2 de manera que el lagrangiano asociado
toma la forma

1
L(y,z) = EmIZI2 —mgys,  y,z€R’.
El momento generalizado, p = D.L(y,q) = mq se puede
resolver para ¢ = p/m =: Q(x,p) de modo que el

hamiltoniano es

1
H(x,p) =p-0(x,p) — L(x,0(x,p)) = %Ipl2 +mgxs,

es decir, la energia total.
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi asociada es
1
u;+ —|Vul> + mgx3 =0,
2m

donde u = u(x,1), x € R3, t > 0. Si consideramos una
condicién inicial de la forma u(x,0) = f(x) para cada

x € R?, el método de caracteristicas reduce el problema a
resolver el siguiente sistema de Hamilton:

dt
=0 p1(0) = f, (&) =: p},
dpx _
dr ’

dx; )
_]:pj/ma xj(o):§]7 1S]§37
dp1 _

dt ’

.0
dr ) pZ(O) :fxz(a) =Py,
dp3
——==-mg, p3(0)=fy(E)=:p3.
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Resolviendo las ecuaciones para los momentos
encontramos que

pi(t) =p), pa(t) =p3, p3(t) = —mgt+ps.

Sustituyendo en las ecuaciones para la posicion
obtenemos,

1 0
t)= —pit+
.X'l() P1 glv
1 0
)= —plt+
xz() 1) &)27

1 >, 19
t)=——gt"+ —pit
x3(1) = =581+ —pit+81,
que es el conocido perfil parabodlico del movimiento de
un proyectil.
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Ejercicio: Movimiento con potencial
central. La tercera ley de Kepler

Cuando una particula clasica de masa m > 0 se mueve en
el espacio (x € R3) bajo la accion de un potencial central
V =V(r), r=|x| > 0, el lagrangiano se expresa en
coordenadas esféricas mediante

L= % (i +r*6% + r*sin® 09) — V(r),
donde - =d/dt.
Preguntas:

® ; Qué forma tiene el hamiltoniano,
H=H(r,0,0,i,0,0)?
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e Demuestra que la ecuacion de Hamilton-Jacobi

asociada es
1 5 15 1 2
_ V(ir)=0.
=+ 2m uy+ 2mr? ot 2mr2sin® 0 ot (r)

® Propdn una solucion de la forma
M(I, raevq)) = ul(t) + Ltz(l’) + u3(e) + u4(¢) y
demuestra que

uy(t) = —Et, us(0) =K,

con E, K constantes. Demuestra que uj satisface la
ecuacion
2
(aeu3)2+ ——~ = constante =: K.
sin“ 0

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 44/58




® Prueba que la ecuacion para la parte radial es

! (9,u2)? + K +V(r)=E
—(dyu — r)=
2m 2mr? ’
suponiendo que K2 > K?. Observa que resolver la
ecuacion de Hamilton-Jacobi se reduce a integrar la
ecuacion

K2
0ptty = \| 2mE —2mV (r) — — .
r
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® Considera el potencial gravitacional (movimiento de
Kepler),

donde G y M son constantes positivas (constante
gravitacional y masa central, respectivamente).
Suponiendo que sin® = 1 y K = K demuestra que es
posible integrar la ecuacion y obtener

K% — GMm?*r
+ do,

— arc cos
¢ (r\/2mEK2 + G2M?m
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es degcir,

(GM® +\/G2MP - 2mEK? cos( — 90) ) r = K,

que tiene la forma de una cénica, r = ed(1 — ecosa) con
excentricidad e. Verifica que la conica es cerrada, una
elipse (e > 1)si E <O.
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o Epilogo: la transformada de Legendre
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La transformada de Legendre

Sea f : R — R una funcién de clase C? que satisface

f"(u)>1/C>0, paratoda u € R, (Hy)
Jim f'(u) = oo (H2)

Es decir, f es estrictamente convexa en todo R y su
derivada a :=f’ : R — R, es invertible.

Definicién
Si f satisface (H1) y (H»), definimos la transformada de
Legendre de f como

f*(v) :=max (uv —f(u)), veEeR. (tLy)

uelR
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Observaciones:

® f* esta bien definida. Para cada v € R fijo, existe un
anico u, € Rtal que v =f"(u,) = a(us), yaque a =f'
es inyectiva y sobre. Asi, (y")(u) :=uv —f(u) tiene
un maximo unico en u = u,, en vista de que
(W) (us) =0y (W")"(ux) = —f"(u) < 0. Porlo
tanto, f*(v) = u.v —f(us). Denotamos a la inversa de
acomo g = a—!. De esta manera obtenemos,
u, = g(v). Por ende, para toda v € R, f*(v) esta
determinada por

J(v) =vg(v) —f(g()). (tLo)
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e Diferenciando (iL,),

Cg: =vg' (V) +g(v)—algv)g'(v) = g(v),

por lo cual,
dzf*_,(v)_ I
a? ST a) T ()

esto es, f* también es estrictamente convexa y de
clase C2.

>0,
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Autodualidad

Lema

Sif: R — R es de clase C? y satisface (H;) y (H,),
entonces (f*)* =f.

Demostracion: Por definicion de la transformada de
Legendre,

ff(v) =max(uv—f(u)) > uv—f(u),

ueR

para toda u € R, es decir, f(u) +f*(v) > uv, para todo
uelR,veR. Asi,

() = sup(uv —f*(v)).

veR
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Por otro lado,

sup (uw — f*(w)) = sup (uw —sup(wv —f(v)))
weR weR veR

= sup (inf(w(u —v) +f(V))) :

weR \VER

Dado que f es estrictamente convexa (y de clase C?)
sabemos que

FO)+f (@) (u—v) = f(u),

para todo par v,u € R. Por lo tanto, tomando w = " (u),
obtenemos

sup (uw —f*(w)) = inf (f'(u) (u = v) +£(v)) = f (u).

weR veR
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Combinando con f(u) > sup, g (uv —f*(v)) concluimos

que
sup (uw —f*(w)) = max (uw —f"(w)) = ()" (u) = f (u),
weR we

para toda u € R. O
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Aplicacién: dualidad convexa entre
lagrangiano y hamiltoniano

Dado un lagrangiano L = L(t,y,z), suponemos que para
(¢,y) fijo, el mapeo z — L(-,-,z) =: L(z) satisface:

2+ L(z) es convexa,
L(z) _

el |2]
Entonces podemos definir

L*(p) = sup{p-z—L(z)}

zeR"?

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 55/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

Aplicacién: dualidad convexa entre
lagrangiano y hamiltoniano

Dado un lagrangiano L = L(t,y,z), suponemos que para
(¢,y) fijo, el mapeo z — L(-,-,z) =: L(z) satisface:

2+ L(z) es convexa,
L(z) _

e |2

Entonces podemos definir

L*(p) := sup{p-z—L(z)}
zeR”
Nota: aqui tenemos una funcion de p € R". La
demostracién es practicamente la misma (ver Evans, p.
120-121).
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El “sup” es en realidad un “max’ ya que limL(z) /|| = eo.
Por lo tanto B B

L*(p) =p-z«—L(z+),
para cierto z, € R". Por ser maximo,

0=D.(p-z—L(z)) o=, =P — D:L(z.).

Es decir, la ecuacion p = D,L(q) tiene al menos una
solucion, z, = ¢ = ¢(p). Por lo tanto obtenemos,

L*(p) =p-q(p) —L(p)-

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 56/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

El “sup” es en realidad un “max’ ya que limL(z) /|| = eo.
Por lo tanto B _
L*(p) =p- 2« — L(zs),

para cierto z, € R". Por ser maximo,
0=D:(p z2—L(2))j=, =P — D:L(z«).

Es decir, la ecuacion p = D,L(q) tiene al menos una
solucion, z, = ¢ = ¢(p). Por lo tanto obtenemos,

L*(p) =p-q(p) —L(p).
Con estas hipotesis, se define el hamiltoniano:

ﬁ(p) :z*(p) :pq(p) —Z(p) [:pQ(tvyvp) _L(tvyaQ(tvyvp))]
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Observaciones:
® Se puede demostrar bajo las hipotesis de L que

p H (p) es convexa,

H
lim _(p) =

pl=> |p|
e H =1L
® Si L es diferenciable (y por ende, H) entonces los tres

enunciados: N N
p-7= L(Z) +H(p)7
p = DZL(Z)a
z=DpH(p).

son equivalentes.
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Observaciones:
® Se puede demostrar bajo las hipotesis de L que

p H (p) es convexa,

H
lim _(p) =

pl=> |p|
e H =1L
® Si L es diferenciable (y por ende, H) entonces los tres

enunciados: N N
p-7= L(Z) +H(p)7
p = DZL(Z)a
z=DpH(p).

son equivalentes.
Véase Evans, p. 120-122.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 13, 2020
Slide 57/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO IIMAS

Proxima leccion: el modelo de trafico de LWR. Leyes
de conservacion, parte I.
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