Ecuaciones Diferenciales Parciales
Semestre 2021-1

Tarea 3: Ecuaciones de Laplace y del calor

1. Sea B1(0) = {x € R" : |z| < 1}. Demuestra que existe una constante positiva C' > 0,
que depende tnicamente de la dimensién n > 2, tal que

max u| < C (méx|f] + méx |g\) :
B1(0) Bl(O) 0B1(0)

donde f € C(B4(0)), g € C(0B1(0)) y u es la solucién de

—Au=f, en By(0),
u=yg, endB;(0).

2. Demuestra el teorema de Weyl: suponiendo que u € C(2) satisface

/ uApdr =0,
Q

para cualquier p € C3(Q), Q C R" abierto, entonces u es arménica en €.

3. Prueba la sequnda desigualdad de Harnack: si u es arménica y no negativa en la bola
Br(0) C R™", n > 2, con R > 0, entonces para toda z € Bg(0),

R"*(R — |x|)
(R + |zt

R"(R + |x|)

w0 = ) < T gy

u(0).

4. Sea 2 C R™ abierto y acotado, y supongamos que u € C(ﬁ)_ﬂ C?(Q) es solucién de
Au=u?—wuen Q, con u= 0 sobre Q. Demuestra que |u| < 1 en Q.

5. Sean
By ={(x,y) eR? : 22442 < 1},

Bf ={(z,y) eR* : 22 +¢* <1,y >0}
Sea u € C2(B;f )N C(B; ), arménica en By y tal que u(z,0) = 0. Demuestra que la funcién
u(z,y), y =0,
ofa,y) = "0
—U(ZE, _y)a y < Oa

es arménica en By. A esto se le conoce como el principio de reflexion de Schwarz. (Sugerencia:
Sea w la solucién al problema Aw = 0 en By, w = v en 0B;. Define V(z,y) = w(x,y) +
w(z, —y). Prueba que V = 0.)



6. Sea ) C R", abierto, acotado y conexo con 0f) suave. Demuestra que si Au =0 en €, y
ademds u = du/On = 0 en una porcién abierta I de 0€2, entonces u = 0 en Q. Sugerencia:
Sea g € I''y r > 0 tal que B,(z9) N9 C I'. Sea B := B,(xg). Define w = uen BNQ, y
w = 0 en B\Q. Nota que por las condiciones sobre I', w es de clase C' en B. Demuestra la
siguiente propiedad: u € C'(w) con w abierto es armédnica si y sélo si

/v&,u dsS, =0,
B

para cualquier bola B suficientemente pequena tal que B Cuw (hicimos algo parecido en
clase). Demuestra que esto ocurre para B. Entonces puedes aplicar (no es necesario demos-
trarlo) el siguiente principio de continuacion unica: Sea 2 C R™ abierto y conexo. Si u y v
son dos funciones arménicas en €2, tales que u = v en ' para algun ' C  abierto y no
vacio entonces u = v en (2. Concluye.

7. Sea ) C R", abierto, acotado, con frontera suave. Discute _(es decir, demuestra o da un
contraejemplo de) la unicidad de la solucién u € C?(2) N C'(Q) al problema de Robin:

—Au=f, enf),

%+au:g, en 0f),
on

donde f € C(2), g € C(0Q) y a > 0 es una constante.

8. Sea 2 C R", abierto, con n > 2. Sea u € C?(2), con x € €. Demuestra que

Au(z) = Tim 2" (i / ufe ) ds, - u(m)) |

Notese que esta féormula implica la propiedad del promedio en caso de que la funcion sea
armonica. (Sugerencia: Considera la expansion de Taylor de segundo orden alrededor de z.)

9. Sea u la solucion al problema de Dirichlet en el semi-plano:

Au=0, en RY,
u =g, sobre OR,

dada por la férmula de Poisson. Suponiendo que g es acotada, y que g(z) = |z| para todo
x € ORY, con |z| < 1, demuestra que Vu no es acotado cerca de x = 0. (Hint: Estima

(u(Aén) —u(0))/X.)

10 (Principio del maximo de Hopf). Sea Q C R? abierto y acotado. Sea u € C*(Q), arménica
y positiva en €. Suponiendo que u(zy) = 0 en un punto zo € 9€2, y que en xy se cumple la
condicion del circulo interior, a saber, que existe un circulo (o un disco) Bg(yo) C Q2 tal que

BR(yo) N (9(2 = {SL’()},
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demuestra que la derivada normal exterior de u en x( es estrictamente negativa:
ou
on

(Hint: Usa el principio del méximo para comparar u con la funcién

(Io) < 0.

w(z) = log |R| —loglyo — | .
log R — log(R/Z) 9BRr/2(vo)

u,

en el anillo circular A = Bgr(yo)\Br/2(y0). Compara las derivadas normales en z.)

11. Sea
1, >0,

9(@) = {0, x < 0.

Demuestra que la solucién al problema de Cauchy,

Up — Ugy = 0, reR,t>0,
u(z,0) =g(z), zeR,

esta dada por

(e, t) = % (1 +¢(x/\/ﬂ>> :

o(s) = % /O e dt.

La funcién ¢ se conoce como la funcion de error.

donde

12. Encuentra una solucién explicita (escrita como una convolucién) al siguiente problema:
Up + U = Upy + 2Uy, reR, t>0,
u(x,0) = sinz, x e R.

Demuestra que para cada = € R, fijo, u(z,t) — 0 si t — 400. Sugerencia: Encuentra un
cambio de variables de la forma u = ve®®*#* de modo que el problema se reduzca a resolver
la ecuacién del calor. Recuerda que

para cada t > 0, donde ¥(z,t) es la solucién fundamental de la ecuacién del calor.
13. Considera el siguiente problema de Cauchy,
uy — Au=u+b-Vu+ e sin(x; — bit), reR™ te(0,7T],
u(z,0) = |z|, z €R",

donde T'> 0, b = (by,...,b,) € R™ es un vector constante. Encuentra una solucién explicita
a este problema. (Sugerencia: La funcion v(z,t) = u(x—bt, t) satisface la ecuacién diferencial
con b =0.)



14. Considera el siguiente problema de Cauchy para la ecuacién de Burgers viscosa:

U+ V0 = Vg, 2 E€R, >0,

v(z,0) = g(x), r € R, (1)

donde g € CZ(R) es una funcién con soporte compacto. Encuentra una solucién a este
problema siguiendo los siguientes pasos:

(a) Suponiendo que v € C*(R x (0,00)) N C(R x [0,00)) es solucién de la ecuacién de
Burgers viscosa (1), considera

V(z,t) = /I v(y,t)dy.
0
Demuestra que V' es soluciéon de la ecuacion
Vi+ 3V = Viw + c(t),
donde ¢ = ¢(t) es una constante de integraciéon que depende de ¢.
(b) Demuestra que U(x,t) := V(x,t) — fot c(s) ds satisface la ecuacién
Uy + 202 = Uy,
y considera
w(z, t) = exp (%U(x,t)) | @)
Prueba que w es solucién de la ecuacion del calor.

(c) Encuentra la condicién inicial apropiada para w y resuelve el problema global de
Cauchy para w. Encuentra una solucién para (1) aplicando la transfomacién inver-
sa.

Nota: El cambio de variables (2) es notable, pues reduce un problema no lineal (la ecuacién
de Burgers) a una ecuacién lineal y se conoce como transformacion de Hopf-Cole.

15. Sea u € C*1((0,1) x (0,00)) N C([0, 1] x [0,00)) solucién de

Up — Ugy = 0, z € (0,1), t>0,
u(z,0) = sin(mz), x € [0,1],
u(0,t) = 2te' ™, wu(1,t) = 1 — cos(rt), t> 0.

Notese que los valores en la frontera coinciden en (0,0) y (1,0).
(a) Demuestra que u es no negativa.

(b) Determina cotas superiores para u(z, 1) y u(3,3).

4



16 (Principio de Hopf.). Sea u = u(z,t) solucién de
Up — Ugye = 0,
en el rectangulo Q7 = (0,1) x (0,7), T > 0, y supéngase que u € C'(Qr).

(a) Dado 0 < to < T supongamos que u(z,t) > m para todo 0 <z <1y 0 <t < t,
con u(0,ty) = m. Demuestra que u,(0,ty) > 0. (Sugerencia: Compara u con la funcién
z(x,t) = €® — 1. Observa que 2(0,t) =0, 2,(0,£) =1 > 0.)

(b) Deduce que la solucién de clase C*(€Q7) al problema de Neumann,

Up — Uy = 0, en Qp,
u(z,0) =g(z), 0<z<1,
uz(0,t) = u,(1,t) =0, 0<t<T,

si existe, es unica. Ademads, demuestra que, en ese caso,

ming = minu < madxu = maxg.
[0,1] Qr Qr [0,1]

17. Sea  C R" un dominio abierto y acotado. Sea g € C (Q). Suponiendo que u € C%1(Q x
(0,00)) N C(Q x [0,00)) es solucién de

ug — Au = 0, en Q x (0,00),
u(z,0) = g(z), z € Q,
u=0, sobre 082 x (0, c0),

demuestra que
sup [u(-, )] < Ce sup |g],
Q Q

para cualquier ¢ > 0, donde C'y p son constantes positivas que dependen tnicamente de n
y de Q.

18. Sea 2 C R", abierto, acotado, con frontera suave. Supongamos que f € C(Q), g €
C(O0x[0,T)),conT > 0.Siu € C?*(Qx (0, T])NC(Q x[0,T]) es una solucién del problema,
uw—Au=e"" en Qx (0,7T],
u(-,0) = f, en 2,
u=g, sobre 09 x (0,7),
demuestra que
—M<u<TeM4+ M, en  x (0,7},
donde
M = méx{m{elix|f|, max : |g|} .

o0x(0,T
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19. Sea 2 C R"™ acotado, abierto, con 02 suave. Demuestra que si existe una solucion
u € C*(Q x[0,7)) con T > 0 fijo, de la solucién a la ecuacién del calor no homogénea con
condiciones iniciales y de Neumann,

up — Au = h(z,t), xe€Q,te(0,7),

u(z,0) = f(x), z € Q,
Vu-ﬂ—%—g(t), red, te(0,T),

entonces es tnica. (Sugerencia: Aplica el método de energia.)

20. Sea g € C(R") una funcién uniformemente acotada. Suponiendo que v € C*!'(R" x
(0, 7)) NC(R™ x [0,T]) para cierto T > 0 fijo, arbitrario, es solucién de

uy — Au = 0, en R™ x (0,7],
u(z,0) = g(z), x eR",

y suponiendo, ademds, que u y Vu son acotadas en R"™ x (0, 7], demuestra que
Vu(-.1)] < —=suplg
sup |[Vu(-,t)| < —=suplg|,
R? V2t ]RTP g

para todo 0 < t < T'. Sugerencia: Sea |g| < M en R"; considera entonces la funcién

w = u® + 2t|Vul* — M.

Total: 20 pts.



