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1. ECUACION DE LA EIKONAL

La ecuacién de la “eikonal”! es una ecuacién completamente no lineal que descri-
be de manera aproximada la propagacion de frentes de onda. Esta ecuacién se puede
obtener mediante una expansién asintética en serie de potencias, por ejemplo, de
soluciones a las ecuaciones de Maxwell en teoria electromagnética como veremos a
continuacion.

Consideremos las ecuaciones de Maxwell en unidades MKS [4]:

uBy+V x E =0,

¢E, —V x B= —0E,
div (uB) = 0, (1)
div (eE) =

Aqui E = E(z,t), B = B(x,t) € R3 son los campos vectoriales eléctrico y magnéti-
co, respectivamente, con x € R3, ¢ > 0. Las funciones € = e(x), u = pu(z) y 0 = o(x)
corresponden a la permisividad eléctrica, la permeabilidad magnética y la conduc-
tividad del medio, respectivamente. La densidad de carga eléctrica es p = p(z,t). El
lector familiarizado con teoria electromagnética se habrd percatado de que hemos
sustituido en la ley de Ampere (segunda ecuacién en (1)) la ley de Ohm, J = o E,
donde J € R3? es la densidad de corriente eléctrica.

Vamos a buscar soluciones de (1) que sean funciones armdénicas en el tiempo, de
la forma

E(z,t) = Re (E(z)e=™"),  B(x,t) = Re (B(z)e~ ),

donde E(x), B(a:) € C3, son campos vectoriales complejos, y w € R es la frecuencia.
Sustituyendo en (1):

0=puB+V x E=Re((Vx E— iw,uB)e_i“’t),

0:6Et—V><B+oE:Re((aE V x B —iweE)e .

Por lo tanto, una condicién suficiente para tener una solucién es que los vectores
complejos E y B sean soluciones de las siguientes ecuaciones reducidas (indepen-
dientes del tiempo):

VXE—iquzO,

L R (2)
V x B+ iweE = oE.

Ldel griego, etkwv, imagen.
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De la primera ecuacién se deduce inmediatamente la ley de Gauss magnética,
es decir, div (uB) = 0. Resolviendo (2) se obtiene F, que a su vez determina la
densidad de carga eléctrica a través de p = div (eE).

Para resolver las ecuaciones reducidas (2) proponemos una expansién en serie
de potencias en términos del nimero de onda. Este método, aunque no es riguroso,
resulta muy 1til para estudiar el comportamiento aproximado de las soluciones y
se conoce como expansion de dptica geométrica [5].

En el vacio, e(z) y p(z) toman valores constantes, g > 0 y ug > 0, respectiva-
mente. La constante ¢y = (eo,ug)*l/ 2 es la velocidad de la luz en el vacio. Definimos
el nimero de onda como k = w/cy y proponemos expansiones asintdticas para E y
B de la siguiente forma:

+oo
E(z) ~ e*u®) Z (ik) """ B (2),
e (3)

+oo
B(x) ~ ™) " (ik) " Byu(2),
m=0

donde u = u(z) € R es la fase de la onda. El simbolo “~” indica que la solucién es
aproximada y que no estamos considerando el problema de convergencia de la serie.
Los coeficientes son vectores reales (E,,(z), By (z) € R3, para cada m = 0,1,...).

Vamos a sustituir las expansiones (3) en las ecuaciones reducidas y a igualar
coeficientes de las mismas potencias de ik. Calculando:

V x B = ihul@) ((ik)Vu x By + (V x By + Vu x By) + 0((2'1@)*1))

= jwuB
(2) a

. iku(z ® LA A
= jwpe )<Bo + %Bl + O((ik) 2))
_ iku(z) ( ;1.\ R 5 -7\ —1
(=, Cobe ((m)BO + By + O((ik) )).
Igualando coeficientes de orden O(ik) obtenemos
Vu x Eo = C()/LB(). (4)

Anédlogamente, calculando el rotacional de la expansién de B, sustituyendo en la
segunda ecuacion del sistema reducido (2), e igualando coeficientes de orden O(ik),
se llega a la ecuacion

Vu x BO = 7COEE0. (5)

De estas ecuaciones notamos inmediatamente que
A 1 ~ - 1 R
Vu- By = Vu- (—Vu x Ey) =0, Vu-Ey = —Vu- (—Vu x By) =0.
Colb Co€

Por lo tanto, Vu es simultdneamente ortogonal a o v a By. Eliminando By de las
ecuaciones (4) y (5) se obtiene
. 1 A 1 A S 1 ~
—cpeFy = Vu x (—Vu X EO) = —((Vu . Eo) — |Vu|2E0> = ——|Vu|*Fy,
Coft Coft Hfo_/ Copt
es decir,
(|Vu\2 — c(z)e,u)EO =0.
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Si el campo Ey = Ep(x) no es idénticamente cero entonces esta ecuacién se
satisface siempre que la fase de la onda sea solucién de la ecuacion de la eikonal:

Vul?* = n(x)?, (6)
donde n(x) es el indice de refraccién del medio: n(x)? = cie(z)u(z) = 3/é(z)?,
con &(x)? = 1/(e(x)u(z)). La velocidad relativa de la luz en el medio (velocidad de
fase) es
_ =)
C(l') - o )
por lo que la ecuacién de la eikonal se puede escribir de la forma
1
Vul? = : 7
Vil = @

Las superficies de nivel con fase constante (es decir, u(x) = constante) se deno-
minan frentes de onda. Las curvas ortogonales a ellos son las curvas caracteristicas
de la ecuacién no lineal de primer orden (7) y se denominan rayos en la terminologia
de Optica geométrica. Las ecuaciones caracteristicas son ecuaciones diferenciales or-
dinarias no lineales. La fase y las amplitudes de los campos eléctrico y magnético
satisfacen ecuaciones diferenciales ordinarias sobre los rayos. El término dominante
en la expansién de los campos se denomina término de éptica geométrica, ya que
s6lo involucra cantidades que también ocurren en la teorfa cldsica de dptica (como
el indice de refraccién, o la velocidad en el medio, entre otras). Una trayectoria
ortogonal al frente de onda coincide con un rayo, que se asocia a un rayo de luz, en
virtud de que Vu es ortogonal a los campos eléctrico y magnético a primer orden
(Eo y By, respectivamente).

Por ejemplo, consideremos el frente de onda u(z) = ¢, con ¢ > 0. Una trayectoria
#(t) € R? sobre un rayo, satisface

u(z(t)) =t.
Derivando obtenemos
Vu-3'(t) = 1.

Como el vector tangente al rayo, a saber '(t), es paralelo a Vu, esta ecuacién y la
ecuacién de la eikonal implican que

1= V- &(1)] = [Vull#'(t)] = —=ss7|& (0],
por lo que la velocidad del rayo es |/ (t)| = |e(Z(¢))].

2. LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

La ecuacién completamente no lineal de primer orden
ug + H(t,x, Vu) =0, (8)

donde u = u(z,t), x € R", t € R, se conoce en la literatura como la ecuacidn de
Hamilton-Jacobi. La funcién H = H(t,x,p), con z,p € R, t € R, es el hamiltoniano
de la ecuacién. Ecuaciones de la forma (8) constituyen un ejemplo importante de
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden, ya que aparecen frecuentemente
en mecanica clasica y mecdnica relativista. Esta ecuacién permite una formulacién
alternativa a la mecénica lagrangiana (principio de minima accién) y la mecdnica
hamiltoniana (ecuaciones de Hamilton), y presenta algunas ventajas sobre éstas
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dltimas si se conoce una integral de movimiento. Coo referencia pueden consultar
el libro de Evans [1], asi como cualquier texto de mecénica clésica [2, 3, 7, 6].

Antes de derivar la ecuacién de Hamilton-Jacobi a partir de primeros principios,
aplicaremos el método de caracteristicas para resolver la ecuacién con datos sobre
una curva inicial. Por simplicidad, consideremos la ecuacién (8) en una dimensién
espacial,

’U,t+H(t,SC,Um) = 07 (9)
con (z,t) € R x R, y dato inicial de la forma
u(z,0) = f(=), (10)

donde f es una funcién conocida. La curva inicial es, por lo tanto,

7' ={(0,£,f(€) : £eR}
Supondremos también que el hamiltoniano H : R3 — R es una funcién de clase C*
en su dominio. La ecuacién (9) se puede escribir en la forma general

F(t,z,u,p,q) :=q+ H(t,z,p).

Observacién 2.1. Aqui estamos asociando las variables p con ug y q con uy, lo
cual contrasta con la notacion usual en mecdnica hamiltoniana para las coordenadas
canonicas, en la cual p denota el momento generalizado y q denota a las coordenadas
generalizadas para la posicion. Hemos resuelto no utilizar la notacion usual por
compatibilidad con la notacion usada en la clase.

De este modo, las derivadas de F' son, a saber, F, = H,, F;, = H;, F, = 0,
F, = Hy, y F;, = 1. Resolver el problema de Cauchy es equivalente a resolver el
siguiente sistema caracteristico:

dt
dn
@:Hp(tvxap)a a)‘(O):&

=1, t(0) =0,

— = —H,(t,z,p), »(0) = po, (11)
— = —H,(t,z,p), q(0) = qo,

= pH,(t,z,p) + q, u(0) = f(),

donde (po, q0) = (po,q0)(€) son soluciones al sistema nolineal
q+H(O’§7p) = 07
p—f'(§)=0.
La tinica solucidn a este sistema es po = f/(€) y g0 = —H(0, &, f'(£)) paracada { € R
fijo. Resolviendo la ecuacién para t notamos que ¢t = 7, por lo que denotaremos las
derivadas temporales mediante "= d/dt = d/dn. Por el teorema ?? podemos esperar
que, bajo ciertas condiciones sobre el hamiltoniano y los datos iniciales, exista una

solucion a este sistema. La observacién que queremos hacer en este caso es que el
sistema resultante se desacopla: por un lado tenemos el sistema

-'i/':Hp(tax7p)7 .27(0) :§,

p=—Hi(t.x.p),  p(0)= (), (12)
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conocido como las ecuaciones de Hamilton para la posicién y el momento (o sim-
plemente, sistema hamiltoniano). Por el otro tenemos el sistema

U= pHp(t,.’,E,p) +q, U(O) = f(f)a
q = 7Ht(t7xap)7 Q(O) - 7H(Oa€7f/(€))

Noétese que el sistema de Hamilton es independiente del resto de la ecuaciones:
podemos resolver primero (12) y sustituir el resultado en el sistema (13). Cabe
senalar que, de hecho, en la mayoria de las aplicaciones en mecénica lo que se busca
es la solucién para x y p (posicién y momento), y no la solucién para u y ¢. Tipi-
camente la funcién u (también llamada funcién principal de Hamilton o funcién
geodésica) se utiliza para encontrar las variables x y p explicitamente como funcio-
nes del tiempo, y en casos en los que es posible integrar la ecuacién directamente.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando el hamiltoniano no depende explicitamente del
tiempo, en cuyo caso claramente ¢ es constante y la ecuacién para u se integra
directamente. El método de Hamilton-Jacobi consiste en encontrar dicha integral
para despejar x y p a partir del valor de u. Cabe destacar que esta independencia
del hamiltoniano con respecto del tiempo ocurre en muchos ejemplos de interés,
como veremos mas adelante.

(13)

2.1. Derivacion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Sea L : RxR"™ xR"™ —
R una funcién suave que denominaremos el lagrangiano. Introducimos la siguiente
notacion:

L=L(tyz2), teR, yzeR",

D,L=(Ly,...,L,, ) €R" D,L=(L,,...,L.,)" €R"

Consideremos dos puntos en el espacio, a,z € R" a # x. Sea y = y(s) € R® una
trayectoria parametrizada por s € [0,¢] tal que y(0) = a, y(t) = x. Supondremos
también que dicha trayectoria es suave (por lo menos de clase C?). De esta manera
definimos la accidon como el siguiente funcional:

I[y] ::/0 L(s,y(s),y'(s)) ds, I:A—R,

donde la trayectoria y = y(s) pertenece a la clase de trayectorias admisibles A,
definida como

A:={y € C*([0,1];R) : y(0) = a, y(t) = «}.

Por lo tanto, podemos plantear el siguiente problema variacional: ;jcudl es el
minimo valor de I[y] para y € A? ;Existe una trayectoria “minimizante”, g € A,
tal que

I[g] = min I[y|?
[9] min [y]

Una condicién necesaria para una trayectoria minimizante es que sea solucién de
las ecuaciones de Euler-Lagrange, como lo indica el siguiente

Teorema 2.2. Si existe una trayectoria minimizante y € A entonces ésta satisface
las ecuaciones de Fuler-Lagrange:

d

- %((DZL)(S,Q(S)J(S))) + (DyL)(s,5(5),7'(s))) =0,  0<s<t (14)
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Demostracion. Sea ¢ € C*°([0,t]; R™) una funcién de prueba tal que ¢(0) = p(t) =
0. De este modo definimos para cada h € R,
y(s) = 4(s) + he(s), s €[04,

donde 7 € A es una trayectoria minimizante. Por lo tanto, y € A y, por ser minimo,
I[y] > I1y). La funcién de variable real

g(h) = I[j + hi] = / L(s,5(5) + hepls), 7' (s) + ho'(s)) ds

tiene un minimo en h = 0 y ademaés es continuamente diferenciable en h. En con-
secuencia,

dg B
%(0) =0.

Calculemos la derivada. Integrando por partes tenemos que

dg _ ' _ —r ’ o ! AV
o= /0 z_; (Lyj(s, U+ he, g +he')pi(s) + L, (5,5 + he,§ + he )@j(s)) ds

t
i , d i N
/ (Lyj (5,04 ho,§ + he') — Is (L., (5,5 + ho, ¥ + hw')))%('o’) ds+
0

|
M3 :

Il
_

J

(L, (5.7 + b, + b)) (5)) [y -

=0

M:

+

1

.
Il

Evaluando en h = 0 obtenemos,

0= JZ:/; (0, (9.9 - %(sz (5,5.9)) )s(s) ds

En virtud de que la relacién anterior se cumple para toda funcién de prueba
p € C*([0,t];R™) con ¢(0) = ¢(t) = 0, concluimos que, para todo indice 1 < j < n,

d
Ly (s,9,79) — £(sz(8,17,§’)) =0,

es decir, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange (14). (]

Ejemplo 2.3. Consideremos una particula de masa m > 0, constante, sujeta a un
potencial V =V (y) que depende de la posicién de dicha particulay € R®, de manera
que la fuerza ejercida sobre la misma es el gradiente del potencial, F' = D,V . Como
la variable z estd asociada a la derivada de y con respecto del tiempo (velocidad), la
energia cinética de la particula es %m|z|2. De esta forma consideremos el siguiente
lagrangiano:
L(y,z) = gm|z]* = V(y),  zy€eR’

Las ecuaciones de Fuler-Lagrange asociadas a una trayectoria § que minimiza la
accion Ily] son

d d _
— o Le + Ly, = =52 (my(s)) = Vi, (9(s)) = 0,

para 1 < j < 3. Escritas en forma vectorial, reconocemos que éstas corresponden a
la seqgunda ley de Newton:

my"(s) = F(y(s)).
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange constituyen una condicién necesaria (mas no
suficiente) para la existencia de una trayectoria minimizante. Si una trayectoria
en la clase A satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces se denomina
trayectoria critica o punto critico. Si § = g(s) es una trayectoria critica entonces
definimos el momento generalizado p = p(s), correspondiente a la posicién F(s) con
velocidad '(s), mediante

p(s) = D:L(s,5(s),9'(s)), s€[0,t]. (15)
Hipdétesis 2.4 (existencia de la transformada de Legendre). Para todo y,p € R™,
s € R, la ecuacion
b= DzL(Sv Y, Q),
se puede resolver de manera unica para q € R™ mediante una funcion @ : R x R™ x
R™ — R" suficientemente diferenciable, de modo que,

q=Q(s,y,p).
A ésta se le llama transformada de Legendre.
Definicion 2.5. Sea L : RxR"™ xR"™ — R un lagrangiano que satisface la hipotesis
2.4. Entonces para cada s € R y y,p € R™ definimos el hamiltoniano asociado

mediante
H:RxR"xR" =R,

H(s,y,p) :==p-Q(s,y,p) — L(s,y,Q(s,9,p)), (s,9,p) € R x R™ x R".

Lema 2.6 (ecuaciones de Hamilton). Bajo la hipdtesis 2.4, sea § = 5(s), s € [0,1],
una trayectoria critica. Entonces §(s) y el momento generalizado asociado p = p(s)
satisfacen el sistema de ecuaciones

gj/(s) = D;DH(Sﬂ gj(s),p(s)),
p/(s) = _DyH(Sa gj(s),p(s)),

para s € [0,t], conocido como el sistema de ecuaciones de Hamilton. Mas ain, el
mapeo s — H(g(s),p(s)) es constante si H no depende explicitamente de s.

(16)

(17)

Demostracion. Por la hipétesis 2.4, que garantiza la existencia de la transformada
de Legendre, podemos definir, para cada s € [0, 1],

¥'(s) = Q(s,5(s), p(s)); (18)

para cierta funcién suave @ y donde p estd definido en (15). Introducimos la si-

guiente notacion:
T
QL) =(a1();--yan())
donde cada ¢; es una funcién escalar. Asi, para cada 1 <14 < n se tiene que,

(s Z )9 (s, 5(5).p(5)) — P (5,55, QU 6). P+

Z G 55705 T5) P G155, p(5)

Pero el momento generahzado es, por definicién, p = D, L, por lo que la férmula
anterior se simplifica (se cancelan las sumas) y obtenemos

OH 0L

Gy (5 (5),9(8)) = = 25, 3(6), Qs 7(5),p(s)))) (19)




8 RAMON G. PLAZA

Usando el mismo argumento se puede verificar que
OH & _
5y, (5:9(8):1(s)) = 4i(5,5(s), p(s))-
Pi
Asi, por la ecuacién (18) concluimos que
oH 6 _ _
op, (5 9():2(5)) = 5i(5),
K3
para todo 1 < i < n, que implica la primera ecuacién en (17).
Por otra parte, sustituyendo (18) en (19) y usando el hecho que § = %(s) es una

trayectoria critica y que, por ende, es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(14), obtenemos

(s 61.p(8) = ~ 96,9, (6) = 5 ( FE 0607 (5D)) = =516,

para todo 1 < ¢ < n, lo cual implica la segunda de las ecuaciones en el sistema de
Hamilton (17).

Finalmente, si suponemos que el hamiltoniano no depende explicitamente de s,
usando el sistema (17) obtenemos

d " OH OH " (OHOH OHOH
—H(y(s),p(s)) = () + =7 (s) = — ()07
Is (¥(s),p(s)) ;:1 8pjpj( ) oy, y;(s) E op; 9y, Dy, Op;

j=1

para todo 0 < s < t. Es decir, el hamiltoniano es constante. O

Con el fin de concluir el argumento y obtener la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi,
vamos a suponer que § = §(s) es una trayectoria critica tal que §(0) = a, §(t) =z
y que, ademés, es de clase C! en los datos, es decir, que 4 y ' tienen derivadas
continuas con respecto a t > 0, y a z € R”. Extendemos la notacién y escribimos

Gs) = Y(s,ta),  7(s) = (s t,a).

ds
Definimos la funcidn geodésica, u = u(x,t), como la accién
-~ K oy
u(z,t) = I[y] = L(s,Y(s,t,x)7 8—(3,t,w)) ds. (20)
0 S

Alacurva Y (s,t,x) se le llama curva geodésica entre (a,0) y (x,t). En virtud de que
suponemos que la trayectoria critica es de clase C! en los datos, u es continuamente
diferenciable en (z, t). Asi, calculamos

d%Y;
L, —3
8:101 / < yfa ](%L‘ias) ds
f d oY; 0%Y;
—L. )= +L.—2)d
/0;<(d8 ’)&Ui ’8%05) 3
" [t d oY;
Jj=1
s=t
_z( S
=1 s=0
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tras haber aplicado las ecuaciones de Euler-Lagrange. Pero Y;(0,t,z) = a es inde-
pendiente de z, y Y;(¢,t,x) = x; para todo t y todo j. Por lo tanto,

9Y; _ 9Y; g
o2, (0,t,z) =0, o2, (t,t,x) =67,

para cualesquiera 1 < 4,5 < n. En consecuencia, por la definicién de momento
generalizado, obtenemos
ou
=L, (t,z,9(t)) = p;. 21
o, 2 ( y(t) =pi (21)

De la misma manera, usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para calcular la
derivada temporal:

ou 0%Y;
= L(t, oY, L,—2)d
ot 9 / < Yt ]87583) 8
- d dY;
= L(t, 25
2,7 ( +Z/ ( e ) ds
j=1
s=t
= L(t 2
wrr o)+ 3 (55
i=1 s=0
Sin embargo, derivando Y;(0,t,z) = a notamos que
Y;
t .
s 1(0,t,2) =0
Igualmente, Y;(¢,t, x) = x; para todo j implica que

oy; oY _d. _
(83 + 8t> (t,t,z) = %(Yj(t,t,x)) =0.

Sustituyendo se llega a la siguiente expresién:

G = Ll )= 3 (Lo g ) G2 )

= L(taxv gl<t)) - Zp]g;(t)

Bajo la hipétesis 2.4, p = D, L(t, x,q) es invertible con ¢ = Q(¢, z,p), para cuales-
quiera (t,z,p) € R x R" x R™, y dado que el hamiltoniano estd definido mediante
H(t,z,p) =p-Q(t,x,p) — L(t,z,Q(t,x,p)), por la ecuacién (21) obtenemos final-
mente la ecuacion de Hamilton-Jacobi:

— + H(t,z,Dyu) = 0. (22)
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