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1. SoLUCION A LA ECUACION DE ONDA EN R”

La féormula de Poisson vista en clase, que determina la soluciéon de la ecuacién
de onda en dimensién n = 2,

u(z,t) = t 9(@ + ctn) dn + 9 i/ flo £ ctn) dn (1)
21 JBi0) V1~ [nl? Ot \ 21 Jp,0) /1 nf?

1 o (1
_ b 9(y) ay+ 2 7/ f(y) dy )

es consecuencia de considerar la solucién en dimensién n = 3, la cual estd determi-
nada por la férmula de Kirchhoff,

0 t t
ul,t) = o (M /n_l fa + ctn) d&) + /n_l gl + ct) dS,

0 1 1

con z € R3 t > 0. Es decir, “descendimos” una dimensién para resolver en la
dimensién (par) precedente. A esto se le conoce como el método del descenso de
Hadamard. En esta nota vamos a extrapolar este método para encontrar la férmula
en dimension par arbitraria a partir de la solucién en dimensién impar. Recordamos
la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux vista en clase,

(2)

—1
Uy — C2 (Urr + t Ur) = Oa (3)
para todo (r,t) € (0,00) x (0,00), z € R™ fijo, con condiciones iniciales
U(z,r0) = F(x,r), Ui(z,7,0) = G(x,r), (4)

para la media esférica U(z,r,t) de cualquier solucién u = u(z,t) a la ecuacién de
onda homogénea con condiciones iniciales u(z,0) = f(x) y w(z,0) = g(z). (Aqui
F y G denotan a las medias esféricas de f y g, respectivamente.) Asimismo, toda
media esférica satisface la ecuacién de Darboux,

(n . Ve _aAF—o (5)

1

Frr+
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Para encontrar la férmula de Poisson, hacemos notar que cuando n = 3, una
transformacién nos permite reducir la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux para la
media esférica a la ecuacién de onda en una dimensién parar > 0y ¢t > 0 con valores
en la frontera en » = 0. Aplicando el método de reflexién se obtiene la férmula de
Kirchhoff. En dimensién impar arbitraria también existe una transformacién con la
misma propiedad. Para definirla necesitamos algunos resultados preliminares.

1.1. Lemas auxiliares.

Lema 1.1. Para cada k > 1 se tiene que

1d\"!
(Tdr> (r2k+m—1) _ C(k,m)’l“l+7n, (6)
enr € (0,00), donde m >0y

1 k=1,

Clhm) =" =
(,m) {H§_11<2j+1+m), k>,

es una constante.

Demostracion. Procedemos por induccién. La identidad (6) es obvia si k = 1. Si
k = 2 entonces

1d\""! 1d
(i) 0= (55 077 = eompt s = €yt ™ = Cl e

para cualquier m > 0. Suponiendo que (6) es cierta para toda m > 0 con k > 2
entonces calculamos

k k—1
li (r2(k+1)+m—1) — li li (r2k+(m+2)—l)
rdr rdr rdr
1d .
_ k ) - 3+m
Clhm+2) (1) 64m)

=C(k,m+2)(3+m)r't™
= C(k+1,m)r*t™,

por lo cual la identidad (6) también es cierta para k + 1. O

Lema 1.2. Sea ¢ € C**1(0,00), con k > 1, una funcion escalar. Entonces, para
cada k > 1 se tiene que

()8 o= (L) e, o

1d\F1 ~ k—1 b
( ) (P (r) = Y- B2, (8)
j=0

y ademds,

rdr

donde las constantes Bj(k) son independientes de v, y

[()k):1,3.5.(...).(2k71).
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Demostracion. Supongamos que ¢ es un monomio de la forma p(r) = r™, con
m > 0. Por el lema 1.1, el lado izquierdo de (7) es

a2\ (1d\"" &2
<d2) <d> (r%_lrm) = C(k,m) <d2r1+m> =m(1 +m)C(k,m)r™
r rdr r

mientras que el lado derecho de (7) es

(1) s on () (2) i
— (145 (CChmyrm)

rdr
=m(1+m)C(k,m)r™ 1.

Por lo tanto la identidad (7) es cierta para ¢ = r™ y por linealidad, también es

cierta para cualquier polinomio. Asimismo, es facil demostrar (ver ejercicio ?7?) que

ambos lados de la identidad (7) son cero en r = rg si ¢ y todas sus derivadas de

orden < k+1 se anulan en ry. Expandiendo en Taylor alrededor de cualquier punto

ro arbitrario podemos escribir ¢ = P+ R, donde P es un polinomio y R se anula a

orden k + 1 en rq. Por lo tanto la identidad (7) es valida para cualquier p € C*+1.
De esta forma, definimos el operador Ly : C*¥*1(R) — C?(R) mediante

1d
rdr

k—1
(Lep)(r) = ( ) (r?F 1 o(r)). ©)

(Es facil demostrar, por induccién, que para cada k > 1 el rango de Ly es R(Ly) =
C?(R).) Expandiendo el lado derecho de (7), notamos que podemos escribir (7) de
la siguiente manera:

& L)) = L, ( (5 + de)“"“)) (o)

rodr

La identidad (8) se puede escribir como

-— k »djso
(Lrp)(r) = Zﬂj( )T1+Jw~

=0

Para demostrarla procedemos por induccién. Claramente (L1p)(r) = ro(r), por lo
que (8) es cierta con ﬂél) = 1. Verificamos también que

(Lap)(r) = (”) (Po(r) = 3ro(r) + 1%/ (1),

rdr
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por lo que la identidad se cumple con 562) =3, 6%2) = 1 (independientes de ).

Suponiendo que (8) es cierta para k > 1, con ﬁék) =1-3-5-(---)(2k—1) obtenemos

k
(L)) = (4 (*470)

rdr

k—1
- (1 d) (2% +1) = Dr#lo(r) + 72/ (r)

rdr
= (2(k 4+ 1) = 1)(Lrp)(r) + (Li(r¢"))(r)

k—1 *) dj(p k—1 *) dj
— 1475 145 /
_(2(k+1)—1)j§:0:5j r JWJF;:O@- i = (rg'(r))

i

k .
=3 g 22
J dri’
Jj=0

donde los coeficientes BJ(-kH) no dependen de ¢ y ﬁékH) =(2(k+1)-1) (()k). O

1.2. Solucién para n impar. Supongamos que la dimensién del espacio fisico
es impar,
n=2k+1,

con k > 1 (es decir, n > 3). Sea u € C**1(R" x (0,00)) N C(R™ x [0,00)) una
solucion del problema de Cauchy

g — 2 Au =0, x€eR™ t>0, (11)
u(@,0) = fz), w(x,0)=g(x), zeR" (12)

Definimos, para r > 0, t > 0, las medias esféricas

U, t) = ][ u(y,1) dS,,
OB, (x)

F(z,r) = ]([93T(m) f(y)dSy, G(z,r) = ]ﬁBr(m) g(y) dSy,

asi como la transformacion,

U(z,r,t) = (LpU)(z, 7, t) = (ii)kl (r%*lU(x,r, t)>7
F(x,r) = (LpF)(z,7) = (ii)kl (TQk*lF(x,r)), (13)

Esta transformacién se reduce a F' = rF cuando k = 1. Claramente,

U(z,r,0) = F(x,r), U(zx,r,0) = G(z,T). (14)

Lema 1.3. Siu € C*(R™ x (0,00)) N C(R™ x [0,00)) es solucion del problema
de Cauchy (11) - (12) entonces U(z,-,-) € C?((0,00) x (0,00)) para cada x € R™
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fijo, y ademds es solucion de

Uy — 2U,, =0, r>0,t>0,
U(Jc,r, 0) = F(x,r), Ut(x,r, 0) = é(m,r), r>0, (15)
Ul(z,0,t) =0, t>0.

Demostracion. Aplicamos el lema 1.2 y la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux (3)
para calcular:

- 52

2k
rrziL' =L rr —Up
U 87‘2( kU) (10) k(U * r U)

_ (1o r2k_1( n—1 )
n=2k+1 \ 1 Or " r "

1 /1o\"" L
52 (ar) 0

1 1 -~
= ?(LkUtt) = CjUtt~

Por (14) se satisfacen las condiciones iniciales y ademds
- AU
)= (L t) = W) 1ti T2 (st —0.
U(:L’, 0, ) ( kU)(l'v 0, ) ®) Zﬁ r i ({E,T, ) 0

O

De este modo, podemos resolver el problema (15) mediante el método de refle-
xion. Para ct > r > 0 el resultado es

_ B B ct+r
U(z,r,t) = %F(m,ct +7r)— %F(x,ct —7r)+ 7/ G(z,p)dp.

CJet—r

Sabemos que u(x,t) = lim,_,¢+ U(z,r,t), por lo que, usando el lema 1.2:

Ulx,r,t) = (LyU)(x, 7 t) ﬂ((,k)rU(x r,t +Zﬁ(k) 1+ aarU(z r,t),

Jj=1
de modo que
i @0 e )+ 1 ST t /
Jlig, S5 = i Ulavn) + Jig, 3 b S5 at) = et

Sustituyendo la solucién para U se llega a que,

1 (F ~-F - 1ot
u(z,t) = lim < (z,ct+7) (z,ct = 1) —|——/ G(m,p)dp)

2r 2¢r Joi—y

_ 551’0 ( () + ~Ca, ct))

F,
_ (;’F(m,ct) + C?‘(:c,ct)) :



6 RAMON G. PLAZA

Definimos

1
(3(n=1))
Yo 1= B = B2 =1-3-5-(--)(n—2).

Finalmente observamos que, para cualquier funcién ¢ = ¢(r), si definimos @(r) :=
(Lgp)(r) entonces

et = (o) (o toten) =e (L2 (@ toten).

Por ende, sustituyendo F(z,ct), G(z,ct) y n = 2k + 1, obtenemos

1o (/1a\"?? 1
w0 =35 (1) (G Lo 05))
1 /19\"/? 1
+ o (tat) =T ABCt(x) g(y)dS, |,

cony, =1-3-5-(---)(n—2), n > 3 impar, y para todo z € R, t > 0. De la férmula
(16) observamos inmediatamente que:

(16)

e Sin = 3 entonces y3 = 1, wg = 47 y recuperamos la férmula de Kirchhoff
(2).

e Para determinar el valor de u = u(z,t), en cualquier dimensién impar n > 3
sblo precisamos informacién de f, g y sus derivadas en la superficie de la
bola de radio ¢t > 0 y centro en =,

OBu(z) ={y e R" : |z — y| = ct},

y no en el interior de la misma. Es decir, el principio fuerte de Huygens
también es valido en cualquier dimension impar.

Teorema 1.4 (Solucién para n impar). Sea n > 3 impar, n =2k+1, k > 1. Sean
f e C™Y(R™), g € C™(R™), donde m = §(n+ 1) € Zy. Definimos u = u(x,t)
mediante la férmula (16). Entonces:

(a) u € C*(R" x (0,00)).

(b) w es solucién de la ecuacion de onda (11).

(¢) Para todo xy € R™,

lim U.’E,t = xo), h’m U gj,t — x0).
(2,t)=(0,0) (1) = f(@o) (z,t)—(20,0) t(2,1) = g(o)

Demostracion. Por hipétesis, f € C™T1(R"), g € C™(R"), por regularidad de las
medias esféricas y dado que el rango del operador Ly = L(,_1)/2 es C?, es facil
reconocer que la férmula (16) es de clase C2(R™ x (0, 00)). Denotemos

v(z,t) = (t_lat)(nfg)/Q (t"2G(z, ct)),
w(x,t) = (t_18t)(n73)/2 (t"2F(z,ct)),
de modo que la solucién (16) se puede escribir como

ue, ) = 7 (v + dy).
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Por la ecuacién de Darboux (5), el lema 1.2 y los célculos de la prueba del lema
1.3, podemos calcular
Agv = (t710) "2 (1 20,G(w, o))
= (t_l(‘?t)( 9/2 (t" 2Gr(x ct) (
(t720) "V (17 267202G (w, ct) + (n — 1)e 2" 30,G (x, ct))
=2 (t729,) "V (1m0 G(m ct))
=2}t 0) TP G (w, ct))

—2
= C Utt,

n—1)c "G, (z, ct))

por lo que este término satisface la ecuacién de onda. Anédlogamente, w satisface la
ecuacién de onda. En consecuencia d;w también. Concluimos que

up — 2Au = 0.

Finalmente, por el lema 1.2, propiedad (8) podemos escribir

u(a,t) = 8, (tF(x.ct) gl 28, F (x, ct) + 0(03153)) Gz, ct) + O(c#?)
Bo + 251 10, F (

= F(z,ct) + F(z,ct) +tG(x, ct) + O(c*t?).

0
Claramente, tomando el limite cuando ¢t — 07 obtenemos u(z,0) = F(z,0) = f(z).
Anslogamente, u:(x,0) = G(z,0) = g(x), ya que 9;F(x,0) = 0. Hemos demostrado
el teorema. O

1.3. Solucién para n par: el método del descenso de Hadamard. Sea
ahora n > 2 par, con n = 2k, k > 1. Supongamos que u € C"™(R"™ x (0,00)), con
m = 3(n+2) € Z, es solucién de

Uy — Au =0, reR”, t>0, (17)
u(z,0) = f(x), wu(z,0)=g(x), x € R™
Entonces definimos
UW(x1, ..oy Ty Tyg1, t) == u(1, ..., Tp, t), zeR"™ >0,
F(@1, o @y Tpg1) = f@1, . Tn), (18)
g1, Ty Tng1) = g(X1, oy Ty )y z e R

de modo que % = 1(x,t) resuelve la ecuacién de onda homogénea en z € R"T1,
t > 0, con condiciones iniciales (z,0) = f(z) y @ (x,0) = §(z). Siz € R, ¢t > 0,
se define

F:=(x1,...,2,,0) € R™,
Sustituyendo Z y i := n+1 en la férmula (16) de la solucién para dimensién impar
obtenemos

1 (o (1o\"P2/( | .
(7, 1) = u(z,t) = = - ds
3.0 = e ) = (at(t %) L, . ws,
1 10 (n—2)/2 .
+ t"_][ 3(y)dS, |
Tn+1 (t 375) cht(i)g(y) Y
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Las integrales de superficie se calculan sobre la frontera de la bola con centro en
y radio ct > 0, la cual es una hipersuperficie en R"*1:

OB () = {y e R"™ : [T —y| = et},
y con wi = wpi1. Para y,41 > 0 la frontera 9B (7) en R"! es la gréfica de la
funcién
P(z) =+ 2t2 — |z — 2|2, P :R* =R, z¢€ By(z) CR".
Para yp+1 < 0, OB.(Z) es la gréfica de —1(z), con z € B (z). De este modo

el mapeo R"™ 3 z — (21,...,2n, £9(2)) transforma las integrales de superficie en
integrales en el interior de la bola en R™. El elemento de superficie es

dS, = (1 + |V (2)[})V?dz.

Por simetria con respecto a y,4+1 (ya que f y ¢ no dependen de y,1), integrando
los dos hemosferios obtenemos:

/ fly)ds, =2 / )1+ V) 2) 2d.
B¢t (%) CR+1 Bet(x)CR™

Claramente,
ct

P
j j :
2t? — |z — x|?

e, = — (L4 |Vo(2) )2 =

2?2 — |z — x|?

por lo tanto

~ 2
dSy = ————— dz.
fcht(i) f(y) v Wn+1(6t)n_1 ~/|a:z|<ct f(Z) ‘

Sustituyendo obtenemos la férmula de la solucién en dimensién par:

(n—2)/2

1

u(zx,t) = %g (18> / f(y) dy | +
Ynt+1 Wn1¢" 1O t ot Bu(x) /B — |z — y? 19)

R <18)(”2)/2/ 99 g4,
Yn+1 wn+1c"—1 t ot Bet(x) CQtQ — |JL‘ - y|2 ’

donde 7,41 =1-3-5-(---)(n—1), para x € R", t > 0, n > 2, par. De la férmula
(19) se sigue inmediatamente que:

e Sin =2entonces y3 =1y ws = 47 y la férmula (19) se reduce a la férmula
de Poisson (1).

e El valor de u en (z,t) € R™ x (0,00) depende de las integrales de f y g en el
interior de la bola B.(z). Por lo tanto, en dimensién par el principio fuerte
de Huygens, al igual que en dimensién n = 2 (f6rmula de Poisson), no es
valido.

Si se considera que la solucién en R™ es un caso particular del problema en
R™ que no depende de la 1iltima coordenada entonces el siguiente teorema es una
consecuencia del teorema 1.4 y dejamos su demostracién como ejercicio.

Teorema 1.5 (Solucién para n par). Sea n > 2 par, n = 2k, k > 1. Sean f €
C™tHR™), g € C™(R™), donde m = §(n+2) € Z. Definimos u = u(x, t) mediante
la formula (19). Entonces:

(a) u € C*(R™ x (0,00)).

(b) w es solucion de la ecuacion de onda (17).
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(¢) Para todo xg € R™,

h’m U;J?,t = xo), HH’I U q;,t — o).
(2,t)=(0,0) (1) = f(zo) (z,)—(20,0) o(2,1) = 9(o0)

Este material se puede encontrar en el libro de Evans [1].
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