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1. Solución a la ecuación de onda en Rn

La fórmula de Poisson vista en clase, que determina la solución de la ecuación
de onda en dimensión n = 2,

u(x, t) =
t

2π

ˆ
B1(0)

g(x+ ctη)√
1− |η|2

dη +
∂

∂t

(
t

2π

ˆ
B1(0)

f(x+ ctη)√
1− |η|2

dη

)
(1)

=
1

2πc

ˆ
Bct(x)

g(y)√
c2t2 − |x− y|2

dy +
∂

∂t

(
1

2πc

ˆ
Bct(x)

f(y)√
c2t2 − |x− y|2

dy

)
,

es consecuencia de considerar la solución en dimensión n = 3, la cual está determi-
nada por la fórmula de Kirchhoff,

u(x, t) =
∂

∂t

(
t

4π

ˆ
|η|=1

f(x+ ctη) dSη

)
+

t

4π

ˆ
|η|=1

g(x+ ctη) dSη

=
∂

∂t

(
1

4πc2t

ˆ
|x−y|=ct

f(y) dSy

)
+

1

4πc2t

ˆ
|x−y|=ct

g(y) dSy,

(2)

con x ∈ R3, t > 0. Es decir, “descendimos” una dimensión para resolver en la
dimensión (par) precedente. A esto se le conoce como el método del descenso de
Hadamard. En esta nota vamos a extrapolar este método para encontrar la fórmula
en dimensión par arbitraria a partir de la solución en dimensión impar. Recordamos
la ecuación de Euler-Poisson-Darboux vista en clase,

Utt − c2
(
Urr +

n− 1

r
Ur

)
= 0, (3)

para todo (r, t) ∈ (0,∞)× (0,∞), x ∈ Rn fijo, con condiciones iniciales

U(x, r, 0) = F (x, r), Ut(x, r, 0) = G(x, r), (4)

para la media esférica U(x, r, t) de cualquier solución u = u(x, t) a la ecuación de
onda homogénea con condiciones iniciales u(x, 0) = f(x) y ut(x, 0) = g(x). (Aqúı
F y G denotan a las medias esféricas de f y g, respectivamente.) Asimismo, toda
media esférica satisface la ecuación de Darboux,

Frr +
(n− 1)

r
Fr −∆xF = 0. (5)
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Para encontrar la fórmula de Poisson, hacemos notar que cuando n = 3, una
transformación nos permite reducir la ecuación de Euler-Poisson-Darboux para la
media esférica a la ecuación de onda en una dimensión para r > 0 y t > 0 con valores
en la frontera en r = 0. Aplicando el método de reflexión se obtiene la fórmula de
Kirchhoff. En dimensión impar arbitraria también existe una transformación con la
misma propiedad. Para definirla necesitamos algunos resultados preliminares.

1.1. Lemas auxiliares.

Lema 1.1. Para cada k ≥ 1 se tiene que(
1

r

d

dr

)k−1

(r2k+m−1) = C(k,m)r1+m, (6)

en r ∈ (0,∞), donde m ≥ 0 y

C(k,m) =

{
1, k = 1,

Πk−1
j=1 (2j + 1 +m), k ≥ 2,

es una constante.

Demostración. Procedemos por inducción. La identidad (6) es obvia si k = 1. Si
k = 2 entonces(
1

r

d

dr

)k−1

(r2k+m−1) =

(
1

r

d

dr

)
(r3+m) = (3+m)r1+m = C(2,m)r1+m = C(k,m)r1+m,

para cualquier m ≥ 0. Suponiendo que (6) es cierta para toda m ≥ 0 con k ≥ 2
entonces calculamos(

1

r

d

dr

)k

(r2(k+1)+m−1) =

(
1

r

d

dr

)(
1

r

d

dr

)k−1

(r2k+(m+2)−1)

= C(k,m+ 2)

(
1

r

d

dr

)(
r3+m

)
= C(k,m+ 2)(3 +m)r1+m

= C(k + 1,m)r1+m,

por lo cual la identidad (6) también es cierta para k + 1. □

Lema 1.2. Sea φ ∈ Ck+1(0,∞), con k ≥ 1, una función escalar. Entonces, para
cada k ≥ 1 se tiene que(

d2

dr2

)(
1

r

d

dr

)k−1 (
r2k−1φ(r)

)
=

(
1

r

d

dr

)k (
r2kφ′(r)

)
, (7)

y además, (
1

r

d

dr

)k−1 (
r2k−1φ(r)

)
=

k−1∑
j=0

β
(k)
j r1+j d

jφ

drj
, (8)

donde las constantes β
(k)
j son independientes de φ, y

β
(k)
0 = 1 · 3 · 5 · (· · · ) · (2k − 1).



ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 3

Demostración. Supongamos que φ es un monomio de la forma φ(r) = rm, con
m ≥ 0. Por el lema 1.1, el lado izquierdo de (7) es

(
d2

dr2

)(
1

r

d

dr

)k−1 (
r2k−1rm

)
= C(k,m)

(
d2

dr2
r1+m

)
= m(1 +m)C(k,m)rm−1,

mientras que el lado derecho de (7) es

(
1

r

d

dr

)k (
mr2krm−1

)
= m

(
1

r

d

dr

)(
1

r

d

dr

)k−1

(r2k+m−1)

= m

(
1

r

d

dr

)
(C(k,m)r1+m)

= m(1 +m)C(k,m)rm−1.

Por lo tanto la identidad (7) es cierta para φ = rm y por linealidad, también es
cierta para cualquier polinomio. Asimismo, es fácil demostrar (ver ejercicio ??) que
ambos lados de la identidad (7) son cero en r = r0 si φ y todas sus derivadas de
orden ≤ k+1 se anulan en r0. Expandiendo en Taylor alrededor de cualquier punto
r0 arbitrario podemos escribir φ = P +R, donde P es un polinomio y R se anula a
orden k + 1 en r0. Por lo tanto la identidad (7) es válida para cualquier φ ∈ Ck+1.

De esta forma, definimos el operador Lk : Ck+1(R) → C2(R) mediante

(Lkφ)(r) :=

(
1

r

d

dr

)k−1

(r2k−1φ(r)). (9)

(Es fácil demostrar, por inducción, que para cada k ≥ 1 el rango de Lk es R(Lk) =
C2(R).) Expandiendo el lado derecho de (7), notamos que podemos escribir (7) de
la siguiente manera:

d2

dr2
(Lkφ)(r) = Lk

(( d2
dr2

+
2k

r

d

dr

)
φ(r)

)
(10)

La identidad (8) se puede escribir como

(Lkφ)(r) =

k−1∑
j=0

β
(k)
j r1+j d

jφ

drj
.

Para demostrarla procedemos por inducción. Claramente (L1φ)(r) = rφ(r), por lo

que (8) es cierta con β
(1)
0 = 1. Verificamos también que

(L2φ)(r) =

(
1

r

d

dr

)
(r3φ(r)) = 3rφ(r) + r3φ′(r),
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por lo que la identidad se cumple con β
(2)
0 = 3, β

(2)
1 = 1 (independientes de φ).

Suponiendo que (8) es cierta para k ≥ 1, con β
(k)
0 = 1 ·3 ·5 · (· · · )(2k−1) obtenemos

(Lk+1φ)(r) =

(
1

r

d

dr

)k (
r2(k+1)−1φ(r)

)
=

(
1

r

d

dr

)k−1 (
(2(k + 1)− 1)r2k−1φ(r) + r2kφ′(r)

)
= (2(k + 1)− 1)(Lkφ)(r) + (Lk(rφ

′))(r)

= (2(k + 1)− 1)

k−1∑
j=0

β
(k)
j r1+j d

jφ

drj
+

k−1∑
j=0

β
(k)
j r1+j d

j

drj
(rφ′(r))

=

k∑
j=0

βk+1
j r1+j d

jφ

drj
,

donde los coeficientes β
(k+1)
j no dependen de φ y β

(k+1)
0 = (2(k + 1)− 1)β

(k)
0 . □

1.2. Solución para n impar. Supongamos que la dimensión del espacio f́ısico
es impar,

n = 2k + 1,

con k ≥ 1 (es decir, n ≥ 3). Sea u ∈ Ck+1(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn × [0,∞)) una
solución del problema de Cauchy

utt − c2∆u = 0, x ∈ Rn, t > 0, (11)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ Rn. (12)

Definimos, para r > 0, t > 0, las medias esféricas

U(x, r, t) =

 
∂Br(x)

u(y, t) dSy,

F (x, r) =

 
∂Br(x)

f(y) dSy, G(x, r) =

 
∂Br(x)

g(y) dSy,

aśı como la transformación,

Ũ(x, r, t) := (LkU)(x, r, t) =

(
1

r

d

dr

)k−1 (
r2k−1U(x, r, t)

)
,

F̃ (x, r) := (LkF )(x, r) =

(
1

r

d

dr

)k−1 (
r2k−1F (x, r)

)
,

G̃(x, r) := (LkG)(x, r) =

(
1

r

d

dr

)k−1 (
r2k−1G(x, r)

)
.

(13)

Esta transformación se reduce a F̃ = rF cuando k = 1. Claramente,

Ũ(x, r, 0) = F̃ (x, r), Ũ(x, r, 0) = G̃(x, r). (14)

Lema 1.3. Si u ∈ Ck+1(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn × [0,∞)) es solución del problema

de Cauchy (11) - (12) entonces Ũ(x, ·, ·) ∈ C2((0,∞) × (0,∞)) para cada x ∈ Rn
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fijo, y además es solución de

Ũtt − c2Ũrr = 0, r > 0, t > 0,

Ũ(x, r, 0) = F̃ (x, r), Ũt(x, r, 0) = G̃(x, r), r > 0,

Ũ(x, 0, t) = 0, t > 0.

(15)

Demostración. Aplicamos el lema 1.2 y la ecuación de Euler-Poisson-Darboux (3)
para calcular:

Ũrr =
∂2

∂r2
(LkU) =

(10)
Lk

(
Urr +

2k

r
Ur

)
=

n=2k+1

(
1

r

∂

∂r

)k−1(
r2k−1

(
Urr +

n− 1

r
Ur

))
=
(3)

1

c2

(
1

r

∂

∂r

)k−1 (
r2k−1Utt

)
=

1

c2
(LkUtt) =

1

c2
Ũtt.

Por (14) se satisfacen las condiciones iniciales y además

Ũ(x, 0, t) = (LkU)(x, 0, t) =
(8)

k−1∑
j=0

β
(k)
j r1+j d

jU

drj
(x, r, t)


|r=0

= 0.

□

De este modo, podemos resolver el problema (15) mediante el método de refle-
xión. Para ct > r ≥ 0 el resultado es

Ũ(x, r, t) =
1

2
F̃ (x, ct+ r)− 1

2
F̃ (x, ct− r) +

1

2c

ˆ ct+r

ct−r

G̃(x, ρ) dρ.

Sabemos que u(x, t) = ĺımr→0+ U(x, r, t), por lo que, usando el lema 1.2:

Ũ(x, r, t) = (LkU)(x, r, t) =
(8)

= β
(k)
0 rU(x, r, t) +

k−1∑
j=1

β
(k)
j r1+j ∂

jU

∂rj
(x, r, t),

de modo que

ĺım
r→0+

Ũ(x, r, t)

rβ
(k)
0

= ĺım
r→0+

U(x, r, t) + ĺım
r→0+

k−1∑
j=1

β
(k)
j

β
(k)
0

rj
∂jU

∂rj
(x, r, t)︸ ︷︷ ︸

=0

= u(x, t).

Sustituyendo la solución para Ũ se llega a que,

u(x, t) = ĺım
r→0+

1

β
(k)
0

(
F̃ (x, ct+ r)− F̃ (x, ct− r)

2r
+

1

2cr

ˆ ct+r

ct−r

G̃(x, ρ) dρ

)

=
1

β
(k)
0

(
F̃r(x, ct) +

1

c
G̃(x, ct)

)
=

1

c

1

β
(k)
0

(
∂

∂t
F̃ (x, ct) + G̃(x, ct)

)
.
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Definimos

γn := β
(k)
0 = β

(
1
2 (n−1))

0 = 1 · 3 · 5 · (· · · )(n− 2).

Finalmente observamos que, para cualquier función φ = φ(r), si definimos φ̃(r) :=
(Lkφ)(r) entonces

φ̃(ct) =

(
1

c2t

∂

∂t

)k−1 (
(ct)2k−1φ(ct)

)
= c

(
1

t

∂

∂t

)k−1 (
t2k−1φ(ct)

)
.

Por ende, sustituyendo F̃ (x, ct), G̃(x, ct) y n = 2k + 1, obtenemos

u(x, t) =
1

γn

∂

∂t

((
1

t

∂

∂t

)(n−3)/2
(

1

ωncn−1t

ˆ
∂Bct(x)

f(y) dSy

))
+

+
1

γn

(
1

t

∂

∂t

)(n−3)/2
(

1

ωncn−1t

ˆ
∂Bct(x)

g(y) dSy

)
,

(16)

con γn = 1 ·3 ·5 · (· · · )(n−2), n ≥ 3 impar, y para todo x ∈ R, t > 0. De la fórmula
(16) observamos inmediatamente que:

• Si n = 3 entonces γ3 = 1, ω3 = 4π y recuperamos la fórmula de Kirchhoff
(2).

• Para determinar el valor de u = u(x, t), en cualquier dimensión impar n ≥ 3
sólo precisamos información de f , g y sus derivadas en la superficie de la
bola de radio ct > 0 y centro en x,

∂Bct(x) = {y ∈ Rn : |x− y| = ct},

y no en el interior de la misma. Es decir, el principio fuerte de Huygens
también es válido en cualquier dimensión impar.

Teorema 1.4 (Solución para n impar). Sea n ≥ 3 impar, n = 2k+ 1, k ≥ 1. Sean
f ∈ Cm+1(Rn), g ∈ Cm(Rn), donde m = 1

2 (n + 1) ∈ Z+. Definimos u = u(x, t)
mediante la fórmula (16). Entonces:

(a) u ∈ C2(Rn × (0,∞)).
(b) u es solución de la ecuación de onda (11).
(c) Para todo x0 ∈ Rn,

ĺım
(x,t)→(x0,0)

u(x, t) = f(x0), ĺım
(x,t)→(x0,0)

ut(x, t) = g(x0).

Demostración. Por hipótesis, f ∈ Cm+1(Rn), g ∈ Cm(Rn), por regularidad de las
medias esféricas y dado que el rango del operador Lk = L(n−1)/2 es C2, es fácil

reconocer que la fórmula (16) es de clase C2(Rn × (0,∞)). Denotemos

v(x, t) :=
(
t−1∂t

)(n−3)/2 (
tn−2G(x, ct)

)
,

w(x, t) :=
(
t−1∂t

)(n−3)/2 (
tn−2F (x, ct)

)
,

de modo que la solución (16) se puede escribir como

u(x, t) = γ−1
n (v + ∂tw).
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Por la ecuación de Darboux (5), el lema 1.2 y los cálculos de la prueba del lema
1.3, podemos calcular

∆xv =
(
t−1∂t

)(n−3)/2 (
tn−2∆xG(x, ct)

)
=
(
t−1∂t

)(n−3)/2 (
tn−2Grr(x, ct) + (n− 1)c−1tn−3Gr(x, ct)

)
=
(
t−1∂t

)(n−3)/2 (
tn−2c−2∂2tG(x, ct) + (n− 1)c−2tn−3∂tG(x, ct)

)
= c−2

(
t−1∂t

)(n−1)/2 (
tn−1∂tG(x, ct)

)
= c−2∂2t (t

−1∂t)
(n−3)/2(tn−2G(x, ct))

= c−2vtt,

por lo que este término satisface la ecuación de onda. Análogamente, w satisface la
ecuación de onda. En consecuencia ∂tw también. Conclúımos que

utt − c2∆u = 0.

Finalmente, por el lema 1.2, propiedad (8) podemos escribir

u(x, t) = ∂t

(
tF (x.ct) +

β1
β0
t2∂tF (x, ct) +O(c3t3)

)
+ tG(x, ct) +O(c2t2)

= F (x, ct) +
β0 + 2β1

β0
t∂tF (x, ct) + tG(x, ct) +O(c2t2).

Claramente, tomando el ĺımite cuando t→ 0+ obtenemos u(x, 0) = F (x, 0) = f(x).
Análogamente, ut(x, 0) = G(x, 0) = g(x), ya que ∂tF (x, 0) = 0. Hemos demostrado
el teorema. □

1.3. Solución para n par: el método del descenso de Hadamard. Sea
ahora n ≥ 2 par, con n = 2k, k ≥ 1. Supongamos que u ∈ Cm(Rn × (0,∞)), con
m = 1

2 (n+ 2) ∈ Z+, es solución de

utt − c2∆u = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ Rn.
(17)

Entonces definimos

ũ(x1, . . . , xn, xn+1, t) := u(x1, . . . , xn, t), x ∈ Rn+1, t > 0,

f̃(x1, . . . , xn, xn+1) := f(x1, . . . , xn),

g̃(x1, . . . , xn, xn+1) := g(x1, . . . , xn), x ∈ Rn+1,

(18)

de modo que ũ = ũ(x, t) resuelve la ecuación de onda homogénea en x ∈ Rn+1,

t > 0, con condiciones iniciales ũ(x, 0) = f̃(x) y ũt(x, 0) = g̃(x). Si x ∈ Rn, t > 0,
se define

x̃ := (x1, . . . , xn, 0) ∈ Rn+1.

Sustituyendo x̃ y ñ := n+1 en la fórmula (16) de la solución para dimensión impar
obtenemos

ũ(x̃, t) = u(x, t) =
1

γn+1

(
∂

∂t

(
1

t

∂

∂t

)(n−2)/2
(
tn−1

 
∂Bct(x̃)

f̃(y) dSy

))

+
1

γn+1

(
1

t

∂

∂t

)(n−2)/2
(
tn−1

 
∂Bct(x̃)

g̃(y) dSy

)
.
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Las integrales de superficie se calculan sobre la frontera de la bola con centro en x̃
y radio ct > 0, la cual es una hipersuperficie en Rn+1:

∂Bct(x̃) = {y ∈ Rn+1 : |x̃− y| = ct},
y con ωñ = ωn+1. Para yn+1 ≥ 0 la frontera ∂Bct(x̃) en Rn+1 es la gráfica de la
función

ψ(z) := +
√
c2t2 − |x− z|2, ψ : Rn → R, z ∈ Bct(x) ⊂ Rn.

Para yn+1 ≤ 0, ∂Bct(x̃) es la gráfica de −ψ(z), con z ∈ Bct(x). De este modo
el mapeo Rn ∋ z 7→ (z1, . . . , zn,±ψ(z)) transforma las integrales de superficie en
integrales en el interior de la bola en Rn. El elemento de superficie es

dSy = (1 + |∇ψ(z)|2)1/2dz.

Por simetŕıa con respecto a yn+1 (ya que f̃ y g̃ no dependen de yn+1), integrando
los dos hemosferios obtenemos:ˆ

∂Bct(x̃)⊂Rn+1

f̃(y) dSy = 2

ˆ
Bct(x)⊂Rn

f(z)(1 + |∇ψ(z)|2)1/2dz.

Claramente,

ψxj
= − zj − xj√

c2t2 − |z − x|2
, (1 + |∇ψ(z)|2)1/2 =

ct√
c2t2 − |z − x|2

;

por lo tanto  
∂Bct(x̃)

f̃(y) dSy =
2

ωn+1(ct)n−1

ˆ
|x−z|<ct

f(z) dz.

Sustituyendo obtenemos la fórmula de la solución en dimensión par:

u(x, t) =
1

γn+1

2

ωn+1cn−1

∂

∂t

((
1

t

∂

∂t

)(n−2)/2 ˆ
Bct(x)

f(y)√
c2t2 − |x− y|2

dy

)
+

+
1

γn+1

2

ωn+1cn−1

(
1

t

∂

∂t

)(n−2)/2 ˆ
Bct(x)

g(y)√
c2t2 − |x− y|2

dy,

(19)

donde γn+1 = 1 · 3 · 5 · (· · · )(n− 1), para x ∈ Rn, t > 0, n ≥ 2, par. De la fórmula
(19) se sigue inmediatamente que:

• Si n = 2 entonces γ3 = 1 y ω3 = 4π y la fórmula (19) se reduce a la fórmula
de Poisson (1).

• El valor de u en (x, t) ∈ Rn × (0,∞) depende de las integrales de f y g en el
interior de la bola Bct(x). Por lo tanto, en dimensión par el principio fuerte
de Huygens, al igual que en dimensión n = 2 (fórmula de Poisson), no es
válido.

Si se considera que la solución en Rn es un caso particular del problema en
Rn que no depende de la última coordenada entonces el siguiente teorema es una
consecuencia del teorema 1.4 y dejamos su demostración como ejercicio.

Teorema 1.5 (Solución para n par). Sea n ≥ 2 par, n = 2k, k ≥ 1. Sean f ∈
Cm+1(Rn), g ∈ Cm(Rn), dondem = 1

2 (n+2) ∈ Z+. Definimos u = u(x, t) mediante
la fórmula (19). Entonces:

(a) u ∈ C2(Rn × (0,∞)).
(b) u es solución de la ecuación de onda (17).
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(c) Para todo x0 ∈ Rn,

ĺım
(x,t)→(x0,0)

u(x, t) = f(x0), ĺım
(x,t)→(x0,0)

ut(x, t) = g(x0).

Este material se puede encontrar en el libro de Evans [1].
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