Ecuaciones Diferenciales Parciales
Semestre 2024-1

Tarea 3: Ecuaciones de Laplace y de Poisson

1. Demuestra que la ecuacién de Laplace Au = 0 es invariante bajo rotaciones, es decir, si O € R™ es una
matriz de rotacién (tal que OTO = I) y si definimos w(x) := u (Oz), entonces Aw = 0 si y sélo si Au = 0.

2. Sea u armoénica en R", tal que
||U||]£p(Rn) — /]Rn |u(z)|P dz < M < 0.

Demuestra que u = 0. (Sugerencia: Utiliza la segunda propiedad del promedio en una bola Bgr(z). Aplica la
desigualdad de Schwarz y toma el limite cuando R — o0.)

3. Sea Q C R™ abierto y acotado, y supongamos que u € C(2) N C%(Q) es solucién de Au = u?

con u = 0 sobre 9. Demuestra que |u| < 1.

—u en €,

4. Sea Q C R™, abierto, con n > 2. Sean u € C?(Q) y x € Q. Demuestra que

Au(z) = lim n (1/”_1 u(x +rn) dS, — u(m)) .

r—0+ 72\ wy

Noétese que esta férmula implica la propiedad del promedio en caso de que la funcién sea arménica. (Suge-
rencia: Considera la expansion de Taylor de segundo orden alrededor de x.)

5. Sea la bola unitaria B;(0) = {x € R" : |z| < 1}. Demuestra que existe una constante positiva C' > 0,

que depende tnicamente de la dimensiéon n > 2, tal que

méx |u| < C <mzix |f] + méx |g|) ,
B1(0) B1(0) 0B1(0)

donde f € C(B1(0)), g € C(9B1(0)) y w es la solucién de

—Au = f, en B1(0),
u=g, sobre 9B (0).

6. Encuentra la solucion al problema
Au = 0, en D,
u =1+ 3sinb, sobre 9D,

donde D C R? es el disco D = {(z,y) € R? : r2 = 22 + y? < a?}, con a > 0 constante, (r,y) =
(rcos@,rsin®), r >0, 6 € [0,27). (Sugerencia: Aplica la férmula de Poisson para la bola.)

7. Célculo de la integral para el nicleo de Poisson para un semi-plano.

(a) Demuestra que
n—3 1

< op
I= dp =
|, e -

para todo n > 3 y todo k # 0. (Sugerencia: Usa sustitucién trigonométrica e integra por partes.)




(b) Sea el niicleo de Poisson para el semi-plano R} = {x € R" : x,, > 0}, n > 2,

2x,
K(z,y) =

B wn|x - y|n’
para x # y. Prueba, mediante un célculo directo, que

K(z,y)dS, = 1,
R

para todo x € R}, n > 2. (Sugerencia: Primero pruébalo para n = 2 y n = 3; recuerda que wy = 27
y w3 = 47. Para el caso general n > 3 escribe la integral en todo R”~! como una integral triple: la
integral en una de las variables, la integral de superficie en cdscaras esféricas en R*~2, y la integral
en el radio de las cdscaras; usa la integral calculada en el inciso (a) y aplica la conocida relacién de
recursion w, = 2ww,_s/(n — 2) para n > 3; no es necesario demostrar esta tltima.)

8. Sean
B; ={(x,y) € R? : 22 + 92 < 1},

Bf ={(x,y) €R? : 2 +¢> <1,y > O}
Sea u € C*(By) N C(Bif)a arménica en By y tal que u(z,0) = 0. Demuestra que la funcién
u(r,y), y >0,
o(zy) = {5V
—’U/((E7 _y)a y < 0,

es armonica en Bj. A esto se le conoce como el principio de reflexion de Schwarz. (Sugerencia: Sea w la
solucién al problema Aw = 0 en By, w = v en dB;. Define V(z,y) = w(z,y) +w(z, —y). Prueba que V = 0.)

9. Sea u una solucién de clase C? del problema

Au =0, en R™\Bg(0),
u=0, sobre 0BRr(0),
con R > 0. Demuestra que u = 0 si
u(x)

im =0, enelcaso n=2,6

lim w(z) =0, enelcaso n > 3.

|z] =00

10. Sea 2 C R"™, abierto, acotado, con frontera suave. Discute (es decir, demuestra o da un contraejemplo
de) la unicidad de la solucién u € C?(Q2) N CY(Q) al problema de Robin:

—Au = f, en (),

@ +au=g, sobre 02,
on

donde f € C(Q), g € C(0Q) y a > 0 es una constante. Aqui du/dn = Vu - 7 denota la derivada normal
exterior de u en cada punto de 9.

Total: 100 pts.



