Ecuaciones Diferenciales Parciales.
Tarea 3: Ecuaciones de Laplace y del calor
Semestre 2017-2

1. Demuestra que la ecuacion de Laplace Au = 0 es invariante bajo rotaciones, es decir, si O € R" es una
matriz de rotacién (tal que OTO = I) y si definimos w(x) := u (Oz), entonces Aw = 0 si y s6lo si Au = 0.

2. Sea uw armonica en R™, tal que
ullfp @ny = /Rn |u(z)[P dz < M < +oc.

Demuestra que u = 0. (Sugerencia: Utiliza la segunda propiedad del promedio en una bola Br(z). Aplica la
desigualdad de Schwarz y toma el limite cuando R — +00.)

3. Sea 2 C R™ abierto y acotado, y supongamos que u € C(Q) N C?(2) es solucién de Au = u?

con u = 0 sobre 9. Demuestra que |u| < 1.

—wu en €,

4. Demuestra el teorema de Weyl: suponiendo que u € C(2) satisface

/ ulApdr =0,
Q

para cualquier ¢ € C2(£2), Q2 C R™ abierto. Entonces u es arménica en ().
5. Sea G(z,y) la funcién de Green para la bola Bg(0) C R™. Demuestra que

oG |z|?> — R?
—(z,y) = V,G(z,y) - n= ———,
Ony (2,9) yGlay) - wp Rz — y|™

para cualesquiera « € Br(0), y € 0Br(0), y donde 7 denota la normal exterior a 9Br(0). La funcién

oG R? — |z|?

K =—— ="'

(2,9) an, (z,9) OB — g
es el nicleo de Poisson para la bola Br(0) C R™.

6. (a) Demuestra que

+o00o n—3 1
I'= / e dp =
o (PP+kH)n2 k*(n —2)
para todo n > 3, y todo k # 0. (Sugerencia: Usa sustitucién trigonométrica e integra por partes.)

(b) Sea el niicleo de Poisson para el semi-plano R? = {z € R" : z, >0}, n > 2,

2x,
K(z,y) = m7

para x # y. Prueba, mediante un calculo directo, que

K(z,y)dS, = 1,
ORT.

para todo = € R, n > 2. (Sugerencia: Primero pruébalo para n = 2 y n = 3; recuerda que wp = 27
y w3 = 4. Para el caso general n > 3 escribe la integral en todo R®~! como una integral triple: la
integral en una de las variables, la integral de superficie en cdscaras esféricas en R™~2, y la integral en
el radio de las cdscaras; usa (a) y aplica la conocida relacién de recursién w,, = 27w,—2/(n — 2) para
n > 3; no es necesario demostrar esta tltima.)



7. Sea B1(0) = {z € R™ : |z| < 1}. Demuestra que existe una constante positiva C' > 0, que depende
tUnicamente de la dimensiéon n > 2, tal que

max |u| < C (méx |f| + max |g|> ,
Bl(O) Bl(O) 331(0)

donde f € C(B1(0)), g € C(0B1(0)) y u es la solucién de

Au=f, en B1(0),
u=g, endB;(0).

8. Sean
By = {(z,y) € R? : 2% +¢* < 1},

BI":{(%,@/)ER2 st 4yt <1,y >0}

Sea u € C%(By )N C(Ff), arménica en By y tal que u(z,0) = 0. Demuestra que la funcién

o(ory) = {u(x,zn, y =0,

7“(1'7 7y)7 y < 07

es armonica en Bj. A esto se le conoce como el principio de reflexion de Schwarz. (Sugerencia: Sea w la
solucién al problema Aw = 0 en By, w = v en 9B;. Define V(z,y) = w(z,y) +w(z, —y). Prueba que V =10.)

o(e) = {1, x>0,

9. Sea

0, z<0.
Demuestra que la solucién al problema de Cauchy,
Up — Ugy = 0, reR,t>0,

u(z,0) =g(z), z€R,

esta dada por

u(z, t) =

(1+o6/var)).

DN | =

donde 5 .
(s :—/ e~ dt.
=7,

La funcién ¢ se conoce como la funcion de error.

10. Encuentra una férmula explicita para la solucién (escrita como una convolucién) al siguiente problema:

U + U = Ugy + 2Uy, rzeR, t>0,
u(z,0) =sinwz, z R

Demuestra que para cada x € R, fijo, u(z,t) — 0 si t — +o00. (Sugerencia: Encuentra un cambio de variables
de la forma u = ve®* 5% de modo que el problema se reduzca a resolver la ecuacién del calor. Recuerda que

1 2
= —_— - /4t =
/R\I!(x,t)dx (47rt)1/2/Re de =1,

para cada t > 0.)



11. Sea € > 0. Sea u € C%(R x (0,+0o0)), con u > 0, una solucién de

Up — €Ugy = 0, reR,t>0.
Demuestra que
2€uy,
v(x,t) = —
(,) = ==

satisface la ecuacidn de Burgers viscosa:
UVt + VVyp = €Vgyg,

para z € R, ¢t > 0. Este cambio de variables se conoce como la transformacion de Hopf-Cole, y es notable
pues transforma una ecuacién nolineal (Burgers) a la ecuacién del calor.

12. Sea u € C?(Q) N C(Q), donde @ = (0,1) x (0, +0oc), una solucién de

Ut — Ugg = 0, O<z<l, t>0,
u(x,0) = sin(rz), 0<z<1,
u(0,t) = 2te' ™, w(1,t) = 1 — cos(rt), t>0.
(Obsérvese que los valores de frontera coinciden en (0,0) y (1,0).) Demuestra que 0 < u(x,t) < 2 para todo

(x,t) € Q. (Nbtese que la segunda desigualdad es estricta.) Da una estimacién para los valores u(%, %) y

u(L,3).
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13. Sea 2 C R™ acotado, abierto, con frontera suave. Sea T > 0,y Q7 = Qx (0, 7], [t = Qr \Qr. Demuestra
que si u € C?(Qr) NC(I'r) es solucién de uy — Au = 0 en Qr, entonces

minu < u(z,t) < maxu,
FT I_‘T

para todo (z,t) € Qr.

14. Sea 2 C R", abierto, acotado, con frontera suave. Supongamos que [ € C(Q), g € C(0Q x [0,T]), con
T >0.SiueC?*(x(0,7))NC(Q x [0,T]) es una solucién del problema,

ug—Au=e¢* en Qx(0,7T],

U(,O) :f7 €n Qa
u=g, sobre 02 x (0,7,
demuestra que
—M <u<TeM™+ M, en Q x (0,77,
donde

M = max { mé mé; .
el e 1ol}

15. Sea Q2 C R™ acotado, abierto, con 92 suave. Demuestra que si existe una solucién u € C2(Q x [0,7))
con T > 0 fijo, de la solucién a la ecuacién del calor no homogénea con condiciones iniciales y de Neumann,

ug — Au = h(z,t), ze€Q,T>t>0,

u(z,0) = f(z), =x€Q,

0
Vu-ﬁ:—u:g(t), red, T>t>0,
on

entonces es unica. (Sugerencia: Aplica el método de energfa.)

Total: 150 pts.



