LECCION 4: ENTROPIA Y FLUJO DE ENTROP IA.

RAMON G. PLAZA

1.9. Definicion de funcion de entropia y flujo de entropia. Consideremos un sistema de
leyes de conservacion

d
ur+ Y fluy =0, (1)
j=1
con (x,t) € RY x [0, +00), u(x,t) € Q C R", Q abierto y acotadof/ : Q — R" de
clas&C?, j = 1,...,d, con condicion inicial,
u(x,0) = up(x), (2)

ent = 0. Muchos sistemas en mecanica de la forma (1) admiten yrdeleonservacion
suplementaria del tipo,

d
E(ui+ Y W)y =0, 3)
j=1
dondeE : Q — R es una funcion estrictamente convexyQ — RI¥L, w = (1, . wd)T
es un vector de “flujos” donde cad®’ es una funcion escalar. A la funci@(u) se le
conoce comduncion de entrofay a las funcione¥ se les denomin#éiujos de entrofa.

Supongamos quees una solucion de clag de (1). Podemos entonces preguntarnos,
¢ bajo qué condiciones satisfacena ley de conservacion adicional de la forma (3)?

VVamos a denotar a las matrices jacobianas como
Al (u) = Dfl(u) e R™",
y a los gradientes dE y de'¥! como
DE(u) = (Ey,,..., Ey,) " e R™Y,

DYl ()= (wl,...,w)T eR™L,
paraj =1,...,d ytodou e Q. Siu es solucién de clage! de (1) entonces multiplicando

por DE tenemos
d

0=DEM) " (ur+ Y Al (U)uy)
j=1
d .
= E(u)+ Y DEU)T Al (u)uy.
j=1
Por lo tanto si pedimos que se cumplan las relaciones
DEW'Al(uy=D¥/u), j=1,....d, 4)
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para todau € Q, entonces la ley de conservacion (3) se satisface.

Definicion 1.1. Una funcionreal y convexi : Q — R de claseC! es denominadincion
de entropa del sistema (1) si existeshfunciones?! : Q — R, llamadadlujos de entrofa
tales que se satisfacen (4) para tada Q, y en particular, toda solucién clasica de (1)
satisface la ecuacion (3). Al péE, ¥) se le conoce compar de entrofe.

Observacbn 1.2. 1. La relacion (3) no es cierta para soluciones déiles yleyélque si
u es discontinua con discontinuidad (3) induce una relacion adicional de salto de tipo
Rankine-Hugoniot de la forma

d
n[EW]+>_ni[¥! W] =0,

i=1

sobreX. En general, soluciones débiles no son de aBiseyracias a loas ondas de choque
y otras discontinuidades, como para justificar (3). La igkeaia soluciones débiles, es la
de sustituir (3) por lalesigualdad

d
Eui+ > W (uy <0, (5)
j=1

enR x (0, +00), en el sentido distribucional.

2. En las aplicaciones, muchas veces la entrapgenatica E(u) es el negativo de la
entropidfisica La desigualdad (5) significa que dicha entropia evoluciemel tiempo de
acuerdo al flujo¥, pero que también puede tener saltos de un solo signo.

3. Analogamente a la definicién de solucion débil, danlpar de entropiéE, ¥) podemos
extender la desigualdad (5) a una desigualdad de tipo adtegultiplicando (5) por una
funcion de prueba

peDti={peCPRxR;R): ¢ >0},

e integrando por partes, tal como lo hicimos para definir@ohes débiles, llegamos a la
relacion integral

+00 d .
J
/O /Rd ¢tE(u)+jZ_‘1¢xj\P (u)dxdt+/Rd¢(x,0)u0(x)dx > 0. (6)

4. Notemos que las ecuaciones (4) son un sistema eeuaciones diferenciales (para
cadaj), con dos funciones desconocidds:y ¥/, el cual no tiene solucion en general
por estar sobredeterminado. No obstante, existen impegajemplos de sistemas para
los cuales existen soluciones no triviales a (4), por ejemrpk ecuaciones de Euler para
gases compresibles. Existe también una clase generalideienes donde existe siempre
una solucién a (4) y enconsecuencia una funcion de ematrtgs sistemasimétricos(ver
Lema 1.4 a continuacion).

1.10. Entropia e hiperbolicidad. En esta secciobn vamos a relacionar los conceptos de
entropia con la clase de sistemas simetrizables. Conamparcon el caso particular de
los sistemas simétricos. A continuacion probaremos omalelemental de calculo.

INotese gue la clase de funciones de prueba que considepareds. definicion de solucion débil aE%(]R X
R; R), mientras que aqui tomamos funciones escalaoa®egativagpara respetar el sentido de la desigualdad) y
suaves.
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Lema 1.3(Lema de Poincaré)Si el sistemd1) es sin&trico, entonces existen funciones
gl :Q—> Rdeclase G, j=1,...,d, tales que

Dgl(w=flw, j=1,...d, (7)
para toda ue Q.
Prueba. Basta con probar que si : Q C R" — R", de claseC? es tal queDy (u) es

simétrico, entonces podemos constryir @ — R de claseC?! tal que Dg(u) = y(u).
Podemos definir

uj
g(u) ::/ wj(ug,...,0Gj,...,un)dd;
Uy

De esta manera,; = yj, y parak # j, dado queD y (u) es simétrico, tenemos que

P Uja - ~
_g:/ WJ( us,...,0j,...,Un) dd;
OUk u, OUk

LIJ 5Wk
= —(ug,...,Gj,...,upn)dd;
/u* ouj J J
= wk(U1,...,Uj,...,Uun)+C,
conC constante, la cual podemos eleGie= 0. Por lo tantoDg(u) = v, y g es de clase
cl. O

Lema 1.4. Para un sistema sigtrico, la funcbn convexa
n
E(u):=3> uf, (8)
es una funén de entrofa asociada a los flujos de entrizp

W =—-gl W+ u fly, €)

i—1
donded : Q — Restal que Dg = fl.

Prueba. Dado que el sistema es simétrico, por el lema de Poincdsteaxfunciones
g/ : Q — R tales queDg! (u) = f!(u) para cadg =1,...,d. Claramente tenemos que
DE(u) = u. Por lo tanto para cadad k < n, tenemos

ol of)
o =k (>+Zu.au _Z( E(u)).—

es decir,
DY/ (u)T =DE()"Df!(u).
O

Proposicion 1.5(Friedrichs-Lax [3]) Supongamos qué) es un sistema de leyes de con-
servacon donde u toma valores €@ c R" y Q es convexo. Si existe una fumicide
entroda estrictamente convexa K2 — R, entonces el sistema es simetrizable. Conver-
samente, si E es una fuddi estrictamente convexa tal que las matricéEQu) D f ! (u),

j =1,...,d, son sirétricas para toda 1= Q, entonces E es una fuidci de entrofa del
sistema(1).
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Observacbn. Notese que la existencia de estrictamente convexa implica que el sis-
tema es hiperbolico. Aqui estrictamente convexa significe la matriz Hessiana dees
definida positiva y simétrica)2E (u) > 0.

Prueba. Probaremos primeo que la condicion es suficiente. SupoogaueE es una
funcion de entropia estrictamente convexa. Entoncestezxilujos de entropi@! : Q —

R, j=1,...,d, tales que (4) se cumplen para tada Q. Componente a componente, las
relaciones (4) se escriben como

Z”: oE of)  owl
=] ou) Uk - ouy’

para toda 1< k < nytoda 1< j < d. Diferenciando con respectous,, para cierto
1< m<n, tenemos
n

5 2E of) 2wl ZoE o2f)

— dumdu; duk T AUmdUK £ OU| QUmAUK (10)

=: Gy (W)
Dado que¥! y fi son de clas€?, las matricesG! (cuya componenték, m) esta

definida por (10)) son simétricas. Por lo tant, m= = G .,y el lado izquierdo de la
ecuacion (10) también es simétrico, es decir,

m,k?

n n

5 o2 of)! 3 02E ot
£ dUmdu| Ou - = duduy oUm’

o lo que es lo mismo,
(D2E(u)Dfl(u))"T = D?E()Df! (u), (11)

para todai € Qy toda 1< j < d. Asi, S(u) := D?E(u) es un simetrizador para las ecua-
ciones (1). El sistema es simetrizable y por lo tanto hipkeb.

Conversamente, para probar que la condicibn es necesgpiangamos que las matrices
D2E(u)Df ! (u) son simétricas. Definimos las funciones

g (u):=DE)' Dfl(u): Q > R™".

Dado queD2E (u)Df ! (u) son simétricas, tenemos que para todarh, k < n,
o9, 0 < OE of)
oUm  du < 0U| Oum

" 92E of)  aE o2f)

OUkOU| OUmpm  dU] OUkOUm

=1
" 52E of) | 0E o2 1)

- Zaumam dU 6u| AUmA UK

0 oE 6f|
6um = GU| OUk

_ ogh
ouk
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Por el lema de Poincaré, existen flujos de entrdpia Q — R tales queD¥! =g!, o
equivalentemente, . .
DEW'Dfl(uy=Dyl W,
y (E, ¥) es un par de entropia para el sistema (1). O
Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1.6. El sistema p Consideremos nuevamente el sisteprie la forma
vt —wx =0,
wt + p)x =0,

donde asumimos qug/(v) < 0. SeaP = [ p una primitiva dep, tal queP’ = p. La
matriz jacobiana del sistema es

Df (u) = A(u) = (p,(()v) _o)

Multiplicando la primera ecuacion de (12) peip(v), la segunda pow y sumamdolas
llegamos a

(12)

(30%-P®), +(PEIw) =0.
Por lo tanto el patE, ¥) definido como
E(w,v) := %wz— P(v), Y(w,v) := p)w,
es un par de entropia de (12). En efecto, si multiplicaR&' = (—p(v), w)" por la

matriz jacobiana obtenem®@¥ " = (wp'(v), p(v))" y se satisface (4). Notemos que la
matriz Hessiana d& dada por
D2E — (—p () 0)

0 1

es diagonal con entradas positivas, y por lo tanto es defpoddiva y la funcionE es
estrictamente convexa.

Ejercicio 1.7. Supongamos quE es una funcién de entropia para las ecuaciones de agua
poco profunda en una dimension espacial [5],

e+ (n)x =0,
v+ GoP+mx=0,  (X,1) e Rx[0,+00),

dondev € R es la velocidad horizontal del agua w0y := gh € R, cong la constante de
gravedad yh la altura del agua. Prueba giesatisface la ecuacion

(13)

Evo =1k,

Ejercicio 1.8. Sea el sistema de ecuaciones de Euler para un gas compmsibleaso
barotropico[7],
pt+(pv)x =0,
(po)t + (po? + P)x =0,
gue es un caso especial de las ecuaciones de Euler cuandwdéaenterna permanece
constante. Aqup, » y p son la densidad, velocidad y presion, respectivamentemiaos

quep = P(p) es laecuacon de estado barobipica dondep : R — R es una funcién suave
(al menos de clasg?) que satisface la condicion

p'(p) > 0.

(14)
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El sistema (14) tiene la forma
U+ f(u)x =0,
con
u=(upu)" = (p,pv)" eR?,
f(U) = (pv, po? + p) = (U2, U5/u1 + P(ur)) " € R?.
(a) Muestra que el sistema (14) es estrictamente hipexdglcalcula las velocidades
caracteristicas.
(b) Prueba que la funcion

E = 3p0°+G(p) = E(ug, U2),

es una funcion de entropia para el sistema (14) si se cupoplé” (p) = p'(p)/p
parap > 0. Verifica queE es convexa para toga> 0 en las variablegus, uy).
¢, Cual es el flujo de entrop# correspondiente?

1.11. Aproximaciobn viscosa y la condidn de entropia. En esta seccibn veremos que
el concepto de entropia nos permite seleccionar, dentla dean cantidad de soluciones
débiles a (1) y (2), la solucidon que sea “fisicamentevariée”. Para esto, para cada 0
consideremos el siguiente sistema parabolico

d
ur+ Y fl(u)y =eAu, (15)
j=1
con condicion inicial
u(x, 0) = uo(x),
es decir, la misma condicion inicial que (1). El sistema gbuna aproximacion “viscosa”
del sistema hiperbolico (1), donde el parametro0 es llamad@oeficiente de viscosidad
Nos interesaremos en el caso en el que la viscosidad se a@axtero, es decir, el coefi-
ciente es pequefio9 e « 1. A éste problema se le llamareétodo de viscosidadEs un
hecho conocidoque el problema de Cauchy (15) con condicién inicial (2), giemplo,
enClN L, tiene una Gnica solucion clasiog, para cada > 0 que satisface el principio
del maximo,
Ul < C,
uniformemente ea > 0. Adicionalmente, vamos a suponer giye-> u a.e. cuande — 0.
Queremos, por ende, recuperar soluciones del sistemabbijmer (1) como limites de las
solucioness€ del sistema parabblico asociado (15). Estas soluciorisgeaxver [4]). De
este modo, podemos formular el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Supongamos que el sisteifig admite una fundn de entrofa E de clase
C?y convexa, asociada a flujos de enti@' |, para cadal < j < d. Sea @ la solucbn
a (15), suficientemente suave tal que satisface el principio dedimo,

Julleo < C, (16)
u¢ —> u, cuandoe — 0", a.e. en RY x [0, +00), (17)

donde C> 0 es una constante independientecd&ntonces u es una soldéci cebil de(1)
y adenas,

+00 d _
[ [ #E0+ S o VI @dxdts [ 4 OEW)dx =0, (1)
0 R =) RY
2Ver, por ejemplo, Friedman [2].
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para todag € C°(RY x R; Ry).

Prueba. Sea una funcion de prueb:@o(}Rd x R; R"). Dado queuc es solucion suave de
(15), multiplicando pot e integrando obtenemos

+00 d . oo
SUf + fhu) .dxdt:e/ - AU,
| [ > [

Dado quep tiene soporte compacto &f' x R, integrando por partes obtenemos

+oo d . +00
.u€ Lfl e 1€ - _ €
/o /quﬁt u +JZ=;¢XJ fl(u )dxdt+/Rd¢(x,0) u(x,0)dx E/o /]Rd Ag-u.

Dado queu¢ (x, 0) = up(x) y por el Lema 1.11, tomando el limite cuande> 0" obten-
emos

+00 d .
. L fl : —
/0 /quﬁt u+jZ=:l¢xJ f (u)dxdt+/Rd¢(x,O) Up(x)dx = 0.

Podemos aproximar cada funcidre C(} por funciones e, € C3°, porlo que laigualdad
se mantiene para cages C&. Esto prueba que es solucion débil de (1) y (2).

Similarmente, seéE, ) un par de entropia de cla€# con E convexa. Multiplicando
la ecuacion (15) poDE(u€) T y dado queu‘ es solucién suave tenemos que

DEU)Tuf + > DEU) T I (u)y = EU)+ D Pl (u)y
j=1 j=1
=eDE®US) T ALE.
Escribiendo
AEU€) = (Vu$) T D2E(u€)Vu + DEUS) T AU,
y usando el hecho de qiees estrictamente convexB{E es definida positiva) llegamos
a la desigualdad

B+ WUy < e AEUO).
j=1

Multiplicando por una funcion de pruelgac CgO(IRid x R;R;) cong > 0, e integrando
por partes efiRY x [0, +00), obtenemos

+00 ,
€ W€
| [ e >+j§:l¢xjw ) dxdtr | 4060 E(uo00)dx >

_6/0+00/Rd APE(U)dxdt

Tomando el limite cuande — 0", por el Lema 1.11 las integrales convergen en sentido
de distribuciones y obtenemos de esta forma la desigualddEsto concluye la prueba
del Teorema.

O
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Apéndice. Algunos resultados de Aalisis Real. Ver cualquier libro de Analisis Real,
por ejemplo, [1, 6].

Teorema 1.10(Convergencia dominada de Lebesgu@sumamos que las funciones f
son integrables y que, f—> f a.e. cuando > +oo. Supongamos tamém que| f,| < g
para cierta funcbn integrable g. Entonces f es integrable y

/fdy:lim/fndy

Lema 1.11. Supongamos que‘ }-0 C Q C R" es una suceséh de funcionesit RY — Q
uniformemente acotada

Ul < C,
con C> 0, y para todae > 0. Supongamos que 4> u a.e. cuande — 0*. Entonces

para toda funaddn continua G Q — RP, se tiene que Gi°) — G(u) en sentido de dis-
tribuciones, es decir, para todae Cg° (RY; RP),

/ﬂ§d¢-G(uf)dx—>/ﬂ§d¢-G(u)dx,
cuandoe — 0.

Prueba. Definimos

gé = G(ue) '¢9
para cada > 0. Por continuidad, claramengé — G(u) - ¢ cuandce — 0. También por
continuidad yu¢ acotada uniformemente para taddenemos que

g:=suplg‘ll <C,

conC > 0, cota uniforme e y enx € RY. Dado quep tiene soporte compactge tiene
soporte compacta es integrable, ya que,

/g=/sup||e(uf>-¢u < M/ dx < +00.
suppp

Asi, por el teorema de convergenca dominada de Lebesgue

[ — [img = [ew-s.

cuandoe — 0.
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