LECCION 5: ECUACIONES ESCALARES. SOLUCIONES CLASICAS Y
ROMPIMIENTO A TIEMPO FINITO

RAMON G. PLAZA

2. ECUACION ESCALAR EN UNA DIMENSION ESPACIAL

Consideramos en esta seccibn ecuaciones escalares eimersidn espacial de la
forma

u+ f(u)x =0, 1)
dondeu(x,t) € Q Cc R, Q abierto y acotaddx,t) € R x [0, +00), y la funcion de flujo,
f:Q— R,
es de clas€2(Q) y usualmente nolineal. Asociado a (1) tenemos el problen@adehy
con condicion inicial
u(x, 0) = up(x), (2)
dondeug es una funcién en una clase especifica, por ejenifo,CK, etc.

Ejemplos.
(1) Ecuacbn de Burgers:

ut + (%UZ)X = O,

dondef (u) = %uz es una funcion convexd,’(u) =1 > 0.
(2) Ecuacbn lineal (advecdin):

U +auyx =0,

dondea € R es constante. Aqui el flujo €5(u) = au.
(3) Flujo de tercer orden:

Ut + (%US)X =0,

dondef (u) = %u3 no es convexa. El comportamiento es muy diferente al caso
convexo, como veremos mas adelante.

En este curso nos concentraremos en los casos en lo$ @yees nolineal. Como
hemos visto en el caso de la ecuacion de Burgers (y como wsremel caso general),
la nolinealidad da lugar a fenbmenos interesantes, tale®ao existencia de soluciones
clasicas para todo tiempo y la formacion de choques, qusmngredecibles por la teoria
lineal.
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2.1. Existencia local de soluciones ékicas y rompimiento a tiempo finito. Considere-
mos el problema de Cauchy

ut+ f(u)x =0, (X,t) € R x (0, +00),
u=up, (X,t) e Rx {t =0}. (3)

Aqui f : Q CR — R es de clas€3. Escribiremos de aqui en adelante

a(u):= f'(u), (4)

para todau € Q.

Seau e C! una solucién clasica al problema de Cauchy (3). Defininasslirvas
caracteiisticasen una band® x [0, T], T > 0, como las curvas de la forma-> (X(1),1),
dondex resuelve

A

dx .
FTi a(u(x,t)). (5)

Notamos que sobre una curva caracteristica

LU, = U (RO,0 5 U RO, D = @)U+ RO,H =0,

ya queu es solucion clasica de (3). Por lo tanto, toda soluci@sich es constante a lo
largo de las curvas caracteristicas, y toma el vaigyp), donde(yp, 0) es la interseccion
de la curva cort = 0. Por lo tanto, la pendiente de la caracteristica en toddopes
a(uo(yo)) Yy las caracteristicas son lineas rectas de la forma

X(t) = Yo+ a(uo(yo))t. (6)

Lema 2.1. Asumamos quegle C1(R), acotada y con derivadagacotada erR. Defini-
mos

(7)

T 400 si a(up(x)) es creciente,
| = (infyer %((a(uo(x))))_1 en otro caso.

Entonces el problema de Cauct8) tiene unainica solucdn de clase € enRR x [0, T*),
y no tiene soludn C! en una banda #s grande, es decir, R x [0, T] con T > T*.

Prueba. Sea

a(X) 1= a(ug(x)), x e R.
Por el método de caracteristicas,uses solucionC! de (3) entonces par, f) € R x
(0, +00) dado, sed’ la caracteristica que pasa por dicho punto, a saber,

I:={(X(t),t) e Rx [0, +00) : X(t) = X+au(x, i)t —1)].
Dado queu es constante sobié seayg tal que(yo, 0) € ' y por lo tanto
u(x,t) = u(k(t),t) = u(yo, 0), = Uo(yo),
para todd. Asi, resolver (3) consiste, dad®, f), en hallar una solucioy a la ecuacion
Yo+ a(uo(Yo)t = X. (8)
Parat fijo, sea la funciorF; : R — R definida como
Fe(y) ==y+a(y)t.

Dado queug es continua yf esC?, Fi(y) es continua. Notemos también que coma@s
acotada, entonces

Fe(=o0) = lim_(y+a(uo(y))D) = £oo.
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Asi, por el teorema del valor medio, existe al menos un wajar R tal que
Fe(yo) =X,
y (8) tiene una solucibn. Sin embargo, pueden existir nohgc®nes a esta ecuacion

nolineal, lo cual impide la construccion de una solucitasica. Para garantizar que el
valor deyp encontrado es Unico, analicemos dos casos. Notamos que

d -
dy Fe(y) =1+a' (DL,

donde

a’(y) = a'(Uo(y))up(y).
Dado quef esC? y ug esCl, tenemos que: esCL. En el primer caso, si € C! es
creciente, entonces (y) > 0 para today € R y por lo tanto

d _

—Fe(y)=1+0a (V)T > 0,

dy t(Y) (y)

para toddf > 0. Asi, F; es estrictamente creciente y el valor encontradgdes Gnico,
gue denotamos com(X, t), el cual existe para tod, f) € R x (0, +00) dado. En este
caso definimo3 * := +oo y el valor de la solucibn clasica es

u(x, t) := uo(yo(X, ). )
En cualquier otro caso, existen valores yl@ara los cuales’(y) < 0 y claramente
T :=— (inf>(5R¢;c’(x))_1 > 0 es finito. Notamos también que

d L f
d—ny(y) =1+a' (Yt > 1—; >0,

para todat € [0, T*), por lo cualF; es estrictamente crecientetse [0, T*) y el valor
encontrado dgp es Unico. La solucion clasica se define igualmente pqrdst € [0, T*).
Para verificar que la solucion construida@s notamos que

G(x,t,y) = F(y) —X
satisfaceG (X, t, yo) = 0 y su derivada

dG d

—=1+—F 0,

dy + dy £(y) >
es estrictamente positiva para valored @40, T*). Por el teorema de la funcion implicita
existe una funcioy = y(X, t) de claseC! en unavecindad dg, f) tal queG (%, T, y(X, T)) =
Oy

o Gx_ 1
=g, 1+‘L—'§f’
o G a)

Gy 1+

Por unicidadyo = y(X,f), y esC! en una vecindad d&, f). De esta forma la solucién
construida (9) es de clag€? en una vecindad dg, t) para todo(x, ) e R x (0, T*). Para
verificar que es efectivamente solucion del problema deanotamos que

porlo que
u(x,0) = uo(y(X, 0)) = uo(X),
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esto es, la condicion inicial se satisface. Finalmentdodgueu esC! y como Uug es
acotada tenemos que

us+ f(Wx = up(y(X, D)y +auo(y(X, ) ug(y(X, ) yx
= up(y(x,0) (1 +dF/dy) "t (—a(uo(y(%, D)) +a(uo(y(%, 1)) = 0.

La solucibn construida es solucion clasica al probldm&auchy en la band&ax [0, T*).
Por construccion, dicha solucion es Unica. Para final&zedemostracion, debemos probar
la Gltima aseveracion y verificar que la solucidén no sedguextender mas alla de'.

SeaT > 0 tal que existe una solucion clasicaen la band&R x [0, T]. Si T* = 400
entonces claramente < T*. Supongamos, pues, ql€ < +oo. En este caso, existen
valores dey para los cualeg’(y) < 0. Seay € R uno de éstos valores y fijemonos en la
curva caracteristica que pasa (%r0), es decir,

X(t) = §+ta(y).

Dado queu es regular emR x [0, T], para cada punto de la caracteristica tal queT
tenemos que toma el valor constantay(y) sobre la curva. Consideremos

v :=a/(u)uy,
Derivando a con respecto aia lo largo de dicha caracteristica tenemos que

w _ &/ (U) (AR /D) U+ Uxt) + & (U) (AR /AU + Ut

= a'(U)a(U)uxx+a' (U)uxt +a" (U)a(u)ug +a” (u)uxur,
ya qued®/dt = a(u). Comou es solucion de clagg! de la ecuacion tenemos que
Ut +a(uyux =0,
gue implica, tras derivar con respecta,aque
Uxt 4 a(U)Uxx+ &' (U)uZ = 0.
Sustituyendo la ecuacion anterior en la expresion gayat tenemos que
do

dt (X))
Podemos resolver esta ecuacibn por separacion de \e@sjavicontrando que

(02112 2
= —a'(u)“uy = —o“.

1
Z=t+k,
[

dondek es una constante. El valor inicial dees

v(%(0),0) = 0(¥,0) = &' (Uo(¥))ux(¥, 0) = a'(Uo(9))ug(¥) = &'(¥) <0,
por lo tanto,

1
V=—""""7,
t+ (@' ()t
y v existe para tiempb < —(a’(¥)) "1 < T*, es decir, necesariamenfe< T*. d

Observacbn 2.2. Notamos que el teorema se aplica también a ecuacioneebnean
a’(u) = f”(u) =0, para las cuales tiempo de rompimientdlés= +oo, por lo que ten-
emos un resultado de existencia global para ecuacionesdseEl fenbmeno de rompimiento
de la solucibn a tiempo finito es exclusivo de ecuacioneseales, ya qué * < 4oo im-
plica quea’(x) = a’(uo(x))ug(x) < 0.
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Ejercicio 2.3. Supongamos qué es una funcion estrictamente convexd(u) > 6 > 0
para todau, y up esCl, acotada y con derivada acotada. Prueba que»sit) es una
solucibn clasica de (1) €R x [0, +00), entonces

1
Ux < = (10)
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