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Prefacio

Este libro tiene su origen en el curso “Sistemas Hiperbólicos de Leyes de Conserva-
ción” que he impartido en el Posgrado en Ciencias Matemáticas de la Universidad Nacional
Autónoma de México en diversas ocasiones en los últimos diez años. El objetivo del curso
es introducir al estudiante a temas de investigación relacionados con sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden en forma de divergencia conocidos como sistemas
hiperbólicos de leyes de conservación. Este libro constituye una guı́a para ello. Diversos mo-
delos matemáticos en las ciencias naturales (en particular, en mecánica de medios continuos)
están descritos por sistemas de este tipo. Su estudio constituye una rama importante del análi-
sis matemático y de la teorı́a de ecuaciones diferenciales, con diversas aplicaciones en fı́sica,
quı́mica y biologı́a, entre otras disciplinas.

Una de las razones por la que decidı́ escribir un libro introductorio sobre el tema es la
ausencia de un texto en castellano con los aspectos básicos de la teorı́a de leyes de conser-
vación. Los libros y series de notas que estudian sistemas de leyes de conservación son, o
bien muy técnicos (dirigidos a especialistas), o se reducen, en su defecto, a breves secciones
en textos dedicados la teorı́a general de ecuaciones diferenciales parciales. Mi intención es
subsanar esta omisión y establecer un puente entre los libros de ecuaciones en derivadas par-
ciales y los textos avanzados, a través de una introducción a la teorı́a a un nivel accesible para
el estudiante de posgrado o avanzado de las licenciaturas de fı́sica, matemáticas e ingenierı́a.

Este libro contiene una introducción rigurosa a la teorı́a matemática de sistemas hiperbóli-
cos de leyes de conservación y de sus propiedades más importantes, entre las cuales destacan
la formación de discontinuidades (ondas de choque), existencia y unicidad de soluciones
entrópicas, y la propagación de ondas con datos iniciales discontinuos. Para cumplir con este
objetivo, es necesario estudiar un heterogéneo conjunto de temas, que van desde el análisis
funcional abstracto hasta la termodinámica de fluidos compresibles, pasando por la teorı́a de
ecuaciones diferenciales parciales, sistemas dinámicos y álgebra lineal.

Como es habitual, el contenido de un libro refleja tanto las inclinaciones como las limi-
taciones de su autor. En este caso, algunos temas se mencionan sólo tangencialmente o bien
son omitidos en su totalidad. Por ejemplo, no hago mención alguna de los métodos numéri-
cos para leyes de conservación. Afortunadamente existen excelentes textos sobre el tema (cf.
[85, 114, 138, 139, 220]).
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Notación

Lista de acrónimos, sı́mbolos y notación usada en el texto.

A> Transpuesta de la matriz (o vector) A
A∗ Conjugada transpuesta de la matriz (o vector) A
L ∗ Adjunto formal del operador L : X → Y
Ck(X ;Y ) Espacio de funciones k-diferenciables en el espacio de Banach X que toma

valores en el espacio de Banach Y
Ck

0(X ;Y ) Espacio de funciones k-diferenciables con soporte compacto en X
c.d.s. Acrónimo de “casi donde sea”
δ k

j Delta de Kronecker con ı́ndices j,k ∈ N
∆ Operador de Laplace ∆ = ∑∂ 2

i
kerA Núcleo de la matriz (u operador) A
R(A) Rango de la matriz (u operador) A
∂Ω Frontera del conjunto Ω

Lp Espacio de funciones medibles tales que
∫ | f |p dµ <+∞

o(g) f = o(g) cuando x→ x0 si lı́mx→x0 | f (x)|/|g(x)|= 0
O(g) f = O(g) cuando x→ x0 si | f | ≤C|g| para x∼ x0
Ω ◦ Interior del conjunto Ω

Ω Cerradura del conjunto Ω

Rn Espacio euclideano de dimensión n
uxi , ∂xiu Derivada parcial ∂u/∂xi
W m,p, Hs Espacios de Sobolev
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Capı́tulo 1
Introducción

Coming soon...!
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Capı́tulo 2
Generalidades

En este capı́tulo se discuten los aspectos básicos de sistemas hiperbólicos de leyes de con-
servación. En la sección 2.1 se derivan las ecuaciones de campo resultantes a partir de un
principio de balance generalizado en forma integral. Algunos ejemplos, tales como las ecua-
ciones de Euler para la dinámica de fluidos compresibles, sistemas en teorı́a de elasticidad,
y modelos de tráfico, entre otros, se presentan en la sección 2.2. En la sección 2.3 se discu-
te el fenómeno de convección nolineal, que consiste en que soluciones clásicas a este tipo
de sistemas nolineales pueden dejar de existir en un tiempo finito (llamado también tiem-
po de rompimiento), a partir del cual se pueden formar singularidades. Por simplicidad, este
fenómeno se explicará en términos de un ejemplo concreto. Motivados por esta pérdida de
regularidad, en la sección 2.4 se introduce el concepto de solución débil, el cual extiende
la noción de solución clásica a una clase más amplia de soluciones que admiten disconti-
nuidades. También se deducen las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot, las cuales son
condiciones necesarias para soluciones débiles en una posible discontinuidad. Asimismo, se
discuten las limitaciones de la definición de solución débil en términos de su pérdida de uni-
cidad. En la sección 2.5 se definen las nociones de hiperbolicidad y simetrizabilidad de un
sistema, ası́ como la relación entre ambos conceptos. En vista de la pérdida de unicidad de so-
luciones débiles, en la sección 2.6 se introduce un concepto fundamental en la teorı́a de leyes
de conservación que es el de par de entropı́a. Se explica la desigualdad de entropı́a en sentido
distribucional y se revisa la relación entre la existencia de una función de entropı́a estricta-
mente convexa y la simetrizabilidad del sistema. En la sección 2.7 se discute el método de
aproximación viscosa de soluciones discontinuas mediante la incorporación de términos de
segundo orden, que llamaremos viscosos o de difusión. Estos sistemas pertenecen a la clase
de Kawashima-Shizuta [108, 206], la cual incluye a las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido compresible. Finalmente, se hace notar también que si existe un lı́mite de las solucio-
nes al sistema viscoso cuando el coeficiente de viscosidad tiende a cero, entonces éste es una
solución débil al sistema de leyes de conservación que satisface la desigualdad de entropı́a en
sentido distribucional.

3
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4 2 Generalidades

2.1. Leyes de conservación y leyes de balance

El espacio fı́sico será denotado por las variables x ∈ Rd , x = (x1, . . . ,xd)
>, con d ≥ 1.

En aplicaciones a la fı́sica de medios continuos, generalmente d = 1,2 ó 3. Adicionalmente
consideraremos la variable independiente t ∈ [0,+∞), en virtud de que nos interesa modelar
fenómenos dinámicos que evolucionan con respecto a un parámetro homogéneo que aso-
ciamos al tiempo. De este modo, el espacio-tiempo (o espacio ambiente) donde ocurren los
fenómenos estará denotado por las variables (x, t) ∈ Rd× [0,+∞).

Una ley de conservación o ley de balance se expresa en términos de n cantidades extensi-
vas conservadas, denominadas variables de estado, y se postula en función del balance entre
la producción de dichas cantidades en un subdominio arbitrario del espacio fı́sico, y del flujo
de las mismas a través de la frontera del subdominio. Ası́, sean u1, . . . ,un, con n≥ 1, las den-
sidades (por unidad de volumen) de las variables de estado, funciones de (x, t). Denotaremos
al campo vectorial (x, t) 7→ u(x, t) como el vector de densidades de variables de estado,

u(x, t) =

u1(x, t)
...

un(x, t)

 ∈ Rn.

De esta manera, la dimensión del espacio de variables de estado es n ≥ 1, mientras que la
dimensión del espacio fı́sico es d ≥ 1. Vamos a suponer que u ∈ Ω ⊆ Rn, donde Ω es un
conjunto abierto de Rn, conocido como el conjunto de variables de estado del sistema.

Para ilustrar el principio de balance sea D ⊂ Rd una región arbitraria del espacio fı́sico,
acotada y abierta con frontera ∂D suave y orientable, de manera que el teorema de la diver-
gencia es aplicable. Sea n̂ = (n1, . . . ,nd)

> ∈Rd , |n̂|= 1, el vector normal a ∂D que apunta al
exterior de D. La cantidad total de la variable uk, con 1 ≤ k ≤ n, en el volumen D a tiempo
t > 0 está dada por

∫
D uk(x, t)dx. De este modo, el vector,

U(t) =
∫

D
u(x, t)dx ∈ Rn,

representa la cantidad total (o “masa”) de las variables de estado en D a tiempo t > 0. La
producción de las cantidades u en D (o dicho de otra manera, la razón de cambio de U(t))
está balanceada por el flujo de las mismas a través de la frontera ∂D, el cual, suponemos,
está determinado por un campo F : Ω ⊆ Rn → Rn×d , u 7→ F(u), de la siguiente manera: la
cantidad de la densidad u que fluye a través de un elemento de superficie dS sobre ∂D cuya
normal exterior va en dirección n̂ está dada por−F(u)n̂dS de manera que la masa total de las
cantidades conservadas que fluye a través de la frontera es

−
∫

∂D
F(u)n̂dSx.

Para representar la función de flujo F escribimos

F(u) :=
(

f 1(u), . . . , f d(u)
)
∈ Rn×d
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2.1 Leyes de conservación y leyes de balance 5

como una matriz de dimensión n× d que tiene como columnas1 a las funciones de flujo
f j(u) ∈ Rn×1 con j = 1, . . . ,d. Vamos a suponer que cada una de las funciones f j : Ω → Rn

es de clase C2, usualmente nolineal. Adicionalmente suponemos que existe una interac-
ción del sistema con campos externos (por ejemplo, la fuerza de gravedad), cuyas den-
sidades por unidad de volumen se expresan mediante el campo vectorial (x, t) 7→ g(x, t),
g = (g1, . . . ,gn)

> ∈ Rn. En consecuencia, el principio de balance se expresa de la siguiente
forma integral,

d
dt

∫
D

udx =−
∫

∂D
F(u)n̂dSx +

∫
D

g(x, t)dx, (2.1)

para todo dominio D del espacio fı́sico arbitrario. Cada k-componente del vector (2.1) expresa
el balance de producción de la cantidad uk a través de D. En ausencia de campos externos, es
decir, cuando g≡ 0, obtenemos una ley o principio de conservación,

d
dt

∫
D

udx =−
∫

∂D
F(u)n̂dSx. (2.2)

Aplicando el teorema de la divergencia, para cada componente 1 ≤ k ≤ n del vector en
(2.1) se cumple que

∫
D

gk(x, t)dx =
d
dt

∫
D

uk dx+
∫

∂D

d

∑
j=1

n j f j
k (u)dSx

=
d
dt

∫
D

uk dx+
∫

D
div

 f 1
k (u)

...
f d
k (u)

 dx

=
d
dt

∫
D

uk dx+
∫

D

d

∑
j=1

( f j
k (u))x j dx,

es decir, ∫
D

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j dx =
∫

D
g(x, t)dx.

Dado que la región D es arbitraria, si suponemos que u y sus derivadas de primer orden
son continuas, por el teorema de localización (ver Apéndice A, teorema A.1), obtenemos las
ecuaciones de campo

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = g, (x, t) ∈ Rd× [0,+∞). (2.3)

Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma (2.3) es conocido como un
sistema de leyes de balance. Nótese que se trata de un sistema de primer orden en forma de
divergencia. Asimismo, en ausencia de campos externos, g≡ 0, obtenemos lo que se conoce

1 la componente (i, j) de F(u) está dada por f j
i (u), con 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤ i ≤ n. Aquı́ f j(u) =

( f j
1 (u), . . . , f j

n (u))> ∈ Rn.
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6 2 Generalidades

como un sistema de leyes de conservación:

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = 0, (x, t) ∈ Rd× [0,+∞). (2.4)

Nuestro objetivo principal es el estudio de las soluciones a sistemas de la forma (2.4).

Observación 2.1. En principio, el campo g que representa las fuerzas externas puede también
depender del valor de u en cada punto del espacio-tiempo. En este caso definimos

gk(x, t) := hk(x, t,u(x, t)),

para cada 1≤ k≤ n, donde las funciones hk son conocidas. A éstas funciones se les denomina
fuentes del sistema (2.3).

Observación 2.2. Como el lector ha advertido, una hipótesis fundamental consiste en supo-
ner que el campo de flujo F(u) depende únicamente de u. Al excluir la dependencia con
respecto al gradiente de u, o a derivadas de orden más alto, se excluyen efectos dispersivos o
difusivos, entre otros. El resultado es un sistema de ecuaciones de primer orden en forma de
divergencia. El término ley de conservación (o ley de balance) hace referencia, en eéste caso,
a sistemas en forma de divergencia únicamente. Cabe señalar, sin embargo, que el principio
de balance expresado aquı́ es general y que muchos modelos que incorporan dichos efectos
se pueden derivar aplicando el mismo principio.

2.2. Ejemplos

A continuación presentaremos algunos modelos que están expresados como sistemas de
leyes de conservación o leyes de balance, los cuales son importantes en mecánica de medios
continuos.

2.2.1. Ecuaciones de Euler para un fluido compresible

El paradigma de un sistema de leyes de conservación, conocido como el sistema del ecua-
ciones de Euler, modela la dinámica de un fluido compresible no viscoso que no conduce
calor, y que en coordenadas eulerianas se pueden escribir en la siguiente forma conservativa
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2.2 Ejemplos 7

ρt +
3

∑
j=1

(ρv j)x j = 0, (2.5)

(ρvi)t +
3

∑
j=1

(ρviv j)x j + pxi = 0, i = 1,2,3, (2.6)

(
ρ(e+ 1

2 |v|2)
)

t +
3

∑
j=1

(
ρv j(e+ 1

2 |v|2)+ pv j
)

x j
= 0, (2.7)

donde ρ > 0 es la densidad (por unidad de volumen) de masa del fluido, v= (v1,v2,v3)
> ∈R3

es el campo de velocidades, p es la presión termodinámica, e> 0 es la densidad (por unidad de
masa) de energı́a interna del fluido, y E := e+ 1

2 |v|2 es la densidad de energı́a total del mismo.
La ecuación (2.5) representa la ley de conservación de masa, mientras que las ecuaciones
(2.6) corresponden a las leyes de conservación de momento lineal en las tres direcciones del
espacio fı́sico. La ecuación (2.7) expresa conservación de la energı́a total.

El sistema de ecuaciones (2.5) - (2.7) se puede escribir en forma abreviada de la siguiente
manera,

ρt +div(ρv) = 0,
(ρv)t +div(ρv⊗ v)+∇p = 0,(

ρ(e+ 1
2 |v|2)

)
t +div(ρ(e+ 1

2 |v|2)v+ pv) = 0,

(2.8)

y está complementado por una ecuación de estado para el fluido de la forma,

p = p̂(ρ,e), (2.9)

que determina la presión en términos de las densidades de masa y de energı́a interna. La forma
de la función p̂ se establece mediante observaciones experimentales y debe ser consistente
con las leyes de la termodinámica. La invariancia de las ecuaciones (2.8) bajo traslaciones
galileanas requiere que p̂ no dependa del campo de velocidades (ver [85], capı́tulo 4).

Observamos que este sistema de ecuaciones tiene la forma de un sistema de leyes de
conservación (2.4), donde d = 3 es la dimensión del espacio fı́sico, y n = 5 el número de
variables de estado (o cantidades conservadas), las cuales son

u =


ρ

ρv1
ρv2
ρv3

ρ(e+ 1
2 |v|2)

=:


u1
u2
u3
u4
u5

 ∈ R5,

mientras que las funciones de flujo están dadas por
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8 2 Generalidades

F(u) =


ρv1 ρv2 ρv3

ρv2
1 + p ρv1v2 ρv1v3

ρv1v2 ρv2
2 + p ρv2v3

ρv1v3 ρv2v3 ρv2
3 + p

(ρ(e+ 1
2 |v|2)+ p)v1 (ρ(e+ 1

2 |v|2)+ p)v2 (ρ(e+ 1
2 |v|2)+ p)v3



=


u2 u3 u4

(u2)
2/u1 + p̂ u2u3/u1 u2u4/u1

u2u3/u1 (u3)
2/u1 + p̂ u3u4/u1

u2u4/u1 u3u4/u1 (u4)
2/u1 + p̂

u2u5/u1 +(u2/u1)p̂ u3u5/u1 +(u3/u1)p̂ u4u5/u1 +(u4/u1)p̂

 ∈ C2(Ω ;R5×3),

donde
p̂ = p̂

(
u1,u5/u1− 1

2 (u
2
2 +u2

3 +u2
4)/u2

1
)
.

El conjunto de variables de estado es

Ω = {u ∈ R5 : u1 > 0, u5/u1− 1
2 (u

2
2 +u2

3 +u2
4)/u2

1 > 0}
= {(ρ,ρv,ρ(e+ 1

2 |v|2)) ∈ R×R3×R : ρ > 0, e > 0}.

Existe una gran cantidad de referencias sobre las ecuaciones de Euler. Una buena intro-
ducción se puede encontrar en el libro de Courant y Friedrichs [40], ası́ como en el capı́tulo
18 del libro de Smoller [213].

Ecuaciones de Euler en una dimensión espacial

En este texto prestaremos especial atención a las ecuaciones de Euler en una dimensión
espacial, las cuales modelan la dinámica de un gas que fluye a través de un tubo y donde la
densidad, la velocidad y la energı́a son constantes a lo largo de secciones transversales del
mismo. El fenómeno es, por ende, esencialmente unidimensional. Especializando las ecua-
ciones (2.5) - (2.7) a una dimensión espacial, que denotaremos por x en la dirección del tubo,
obtenemos el siguiente sistema

ρt +(ρv)x = 0,

(ρv)t +(ρv2 + p)x = 0,(
ρ(e+ 1

2 v2)
)

t +(ρ(e+ 1
2 v2)v+ pv)x = 0.

(2.10)

Claramente, el sistema (2.10) es de la forma conservativa (2.4), donde d = 1 es la dimen-
sión del espacio fı́sico, y el número de cantidades conservadas es n = 3. Aquı́ el campo de
velocidades es escalar, v ∈ R, que representa la velocidad del gas en cada instante de tiempo
y en cada punto del tubo, en la dirección del mismo. En este caso las variables de estado son

u =

 ρ

ρv
ρ(e+ 1

2 v2)

=:

u1
u2
u3

 ,
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2.2 Ejemplos 9

y tenemos una función vectorial de flujo dada por

f (u) =

 ρv
ρv2 + p

ρ(e+ 1
2 v2)v+ pv

=

 u2
u2

2/u1 + p
u2(u3 + p)/u1

 ∈C2(Ω ;R3).

El conjunto de variables de estado es

Ω = {u ∈ R3 : u1 > 0, u3/u1− 1
2 u2

2/u2
1 > 0}

= {(ρ,ρv,ρ(e+ 1
2 v2)) ∈ R3 : ρ > 0, e > 0},

y la ecuación de estado es nuevamente p = p̂(ρ,e).
Nótese que el conjunto admisible de estados requiere la condición ρ > 0, la cual expresa,

en términos fı́sicos, que el modelo no contempla la ausencia de materia o de elementos de
fluido, es decir, el vacı́o.

Ecuaciones de Euler en variables lagrangianas

Al reescribir las ecuaciones de Euler (2.8) en variables lagrangianas obtenemos un sistema
muy complicado y poco aplicable si la dimensión del espacio fı́sico es d ≥ 2. Por esta razón
nos limitaremos al caso unidimensional d = 1. Usando la ley de conservación de masa en
(2.10),

ρt +(ρv)x = 0, (2.11)

podemos escribir un cambio de coordenadas (x, t) 7→ (y, t) que depende de la solución. En
efecto, la ecuación (2.11) implica que la forma diferencial dy = ρ dx−ρvdt es exacta. Ası́,
podemos definir la variable lagrangiana y(x, t) =

∫ x
ρ(ξ , t)dξ de manera única (módulo una

constante), de tal forma que yx = ρ y yt = −ρv. Definiendo el volumen especı́fico del gas
como τ := 1/ρ , para ρ > 0, y aplicando el cambio de variables, la ley de conservación de
masa (2.11) se transforma en

∂tτ = ∂yv.

De este modo, tras aplicar el cambio de variables, para cada ley de conservación en variables
eulerianas de la forma ∂tui +∂x fi = 0, obtenemos

∂t(τui)+∂y( fi− vui) = 0.

Tomando ui = ρv y fi = ρv2 + p, la ecuación de conservación de momento en (2.10) se
transforma en

∂tv+∂y p = 0.

Análogamente, tomando ui = ρe+ 1
2 ρv2 y fi = (ρe+ 1

2 ρv2 + p)v en la ecuación de conser-
vación de energı́a en (2.10), obtenemos

∂t(e+ 1
2 v2)+∂y(vp) = 0.
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10 2 Generalidades

En resumen, y reetiquetando la variable lagrangiana y por x por simplicidad en la notación,
obtenemos el sistema de ecuaciones de Euler en forma lagrangiana

τt − vx = 0,
vt + px = 0,

(e+ 1
2 v2)t +(vp)x = 0,

(2.12)

donde e+ 1
2 v2 es la densidad de energı́a total, y la ecuación de estado se puede reescribir en

términos del volumen especı́fico de la siguiente forma

p = p̃(τ,e) := p̂(1/τ,e),

donde p̂ es la función dada en (2.9). Naturalmente, el sistema (2.12) está escrito en forma
conservativa, donde las variables de estado y la función de flujo son

u = (τ,v,e+ 1
2 v2)> ∈ R3, y, f (u) = (−v, p̃(τ,e),vp̃(τ,e))> ∈C2(Ω ;R3),

respectivamente, y el conjunto admisible de variables de estado es

Ω = {(τ,v,e+ 1
2 v2) ∈ R3 : τ > 0, e > 0}.

Observación 2.3. El jacobiano de la transformación (x, t) 7→ (y, t) es ρ , el cual es siempre
positivo en Ω . Si ρ = 0 entonces el cambio de variables no es válido, y en este caso el
volumen especı́fico τ = ρ−1 se reduce a una masa de Dirac con norma igual a la longitud del
intervalo en donde se presenta el vacı́o. Las ecuaciones de Euler en formulación euleriana
(2.8) tampoco están bien definidas en el vacı́o, pues no es posible determinar la velocidad a
partir del momento lineal, que es la variable conservada.

2.2.2. Modelo de tráfico

Consideremos una autopista en un solo sentido, sin entradas ni salidas. Sea ρ = ρ(x, t) la
densidad de autos (número de autos por unidad de longitud) al instante t > 0 en la posición
x ∈ R de la autopista unidimensional. Supongamos que ρ está acotado, de modo que

0≤ ρ ≤ ρm,

donde la cota ρm > 0 está relacionada con el número máximo posible de autos en la autopista.
Asimismo, sea u la velocidad de los autos en la autopista. Supongamos que existe un lı́mite
de velocidad um > 0. Por conservación de la cantidad de autos tenemos la siguiente ecuación,

ρt +(ρu)x = 0,
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2.2 Ejemplos 11

que representa la conservación de “masa” de autos en la autopista, que se desplazan con
velocidad u. Podemos suponer que la velocidad depende de la densidad de autos, siendo ésta
decreciente con respecto a ρ (los autos van más lento cuando hay muchos autos). De este
modo podemos proponer una relación simple del tipo

u(ρ) = um (1−ρ/ρm) ,

en la que evidentemente u(0) = um y u→ 0 cuando ρ → ρ+
m . El modelo toma la siguiente

forma de una ley de conservación,

ρt +q(ρ)x = 0, (2.13)

con función de flujo q dada por

q(ρ) = ρum (1−ρ/ρm) . (2.14)

Claramente la variable conservada es la densidad de masa de autos ρ ∈ R, y el conjunto de
variables de estado es simplemente el intervalo Ω = [0,ρm] ⊂ R. Cabe señalar que, en rea-
lidad, el número total de autos en una autopista es una cantidad discreta, y que este modelo
es una aproximación continua y aplicable sólo cuando el número de autos es suficientemente
grande.

Observación 2.4. Es posible considerar términos difusivos (ver [229], pág. 72), y obtener un
modelo más preciso que tome en cuenta el hecho de que un conductor frena (o acelera) cuando
éste nota un aumento (o disminución) en la densidad de autos. De esta manera podemos
suponer que u(ρ)−um (1−ρ/ρm) tiene signo opuesto a ρx. Ası́, proponemos

u(ρ) = um (1−ρ/ρm)− ερx,

donde el coeficiente 0 < ε � 1 es pequeño. De esta manera, llegamos a la ecuación

ρt +q(ρ)x = ε(ρρx)x, (2.15)

donde la función de flujo q(ρ) también está dada por (2.14). Ésta ecuación constituye una
regularización de segundo orden a la ley de conservación. Notemos que la ecuación (2.15) no
está escrita en forma conservativa, aunque para su deducción hemos partido de un principio
de conservación como tal. Podemos pensar que (2.15) es una ley de conservación con flujo
efectivo q̂(ρ,ρx) = ρ û(ρ)− ερρx. En este caso, sin embargo, la dependencia de q̂ con res-
pecto a ρx cambia por completo la naturaleza de la ecuación, ya que (2.13) es una ecuación
hiperbólica mientras que la ecuación (2.15) es de tipo parabólico2. El nuevo término ε(ρρx)x
en (2.15) produce difusión de las ondas, y el coeficiente de difusión ε > 0 es una medida del
tiempo de respuesta del conductor para frenar o acelerar.

El modelo de tráfico representado por la ley de conservación escalar (2.13) es conocido
como el modelo de Lighthill-Whitham-Richards [142, 187], y se estudiará con más detalle en

2 una diferencia importante radica en que la ecuación (2.15) siempre tiene soluciones clásicas para todo t > 0
y todo dato inicial. Por eso le llamamos al término ε(ρρx)x una regularización de segundo orden.

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



12 2 Generalidades

la sección 3.6.1. El lector encontrará una discusión muy completa en el tercer capı́tulo del
libro de Whitham [229].

2.2.3. Ecuaciones de agua poco profunda

Las llamadas ecuaciones de agua poco profunda modelan la propagación de perturbacio-
nes (ondas) en agua o en otros fluidos incompresibles que responden a fuerzas gravitacionales
o rotacionales. La hipótesis fundamental consiste en suponer que la profundidad del fluido
es pequeña comparada con la longitud de las ondas. Para un fluido incompresible no viscoso
(por ejemplo, agua) que fluye sobre un plano, y suponiendo además por simplicidad que la
fuerza de gravedad es la única fuerza externa (no se considera la aceleración por rotaciones),
las ecuaciones de agua poco profunda tienen la siguiente forma conservativa

ηt +(ηu)x +(ηv)y = 0,

(ηu)t +
( 1

2 gη
2 +ηu2)

x +(ηuv)y = 0,

(ηv)t +(ηuv)x +
( 1

2 gη
2 +ηv2)

y = 0,

(2.16)

donde η =η(x,y, t)> 0 es la altura del fluido, y (u,v)(x,y, t)∈R2 es el campo de velocidades
bidimensional. La constante g> 0 es la constante de gravedad. En las unidades apropiadas las
cantidades conservadas son la masa del fluido (proporcional a η , ya que por incompresibili-
dad la densidad de masa es constante) y los momentos horizontal y vertical, proporcionales a
ηu y ηv, respectivamente. De esta manera las variables de estado y la función de flujo son

U =

 η

ηu
ηv

 ∈ R3, y F(U) =

 ηu ηv
ηu2 + 1

2 gη2 ηuv
ηuv ηv2 + 1

2 gη2

 ∈C2(Ω ;R3×2).

El conjunto de variables de estado es

Ω = {(η ,ηu,ηv) ∈ R3 : η > 0}.

Nótese que se han despreciado tanto la componente vertical de la velocidad como la depen-
dencia de los campos con respecto a la variable vertical.

Las ecuaciones de agua poco profunda constituyen el modelo más sencillo para describir la
estructura horizontal del océano y la atmósfera [177, 161]. Usualmente también se incorpora
a las ecuaciones un término correspondiente a la fuerza de Coriolis, asociada a la rotación
terrestre. Aunque las ecuaciones se pueden derivar a partir de simplificar las ecuaciones de
Navier-Stokes (o de Euler) bajo la hipótesis de que la longitud caracterı́stica de las ondas es
muy grande en comparación con la profundidad caracterı́stica (lo cual es una buena aproxima-
ción en el caso de flujos en geofı́sica; ver Stoker [214]), también es posible derivar el sistema
siguiendo primeros principios, bajo la hipótesis del balance hidrostático (es decir, suponiendo
que la presión es p = ρg(η − z), donde z es la variable vertical), ası́ como despreciando
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la velocidad vertical y la dependencia en z (ver [117]). Como referencias, el lector puede
también consultar los libros de Johnson [104] y Acheson [2], entre otros.

Ecuaciones de agua poco profunda en una dimensión

Para modelar ondas de agua en un canal, es posible simplificar el sistema (2.16) suponien-
do que el campo de velocidades u es escalar y en dirección del canal, la cual asociamos a la
dirección de x. De este modo, en el sistema (2.16) se excluye la dependencia con respecto
a y, y se desprecia la componente transversal de la velocidad, para obtener, ası́, el siguiente
modelo unidimensional

ηt +(ηu)x = 0,

(ηu)t +
( 1

2 gη
2 +ηu2)

x = 0.
(2.17)

Las variables conservadas son ahora U = (η ,ηu)> ∈ R2, con función de flujo f (U) =
(ηu, 1

2 gη2 +ηu2)> ∈C2(Ω ;R2). El conjunto admisible de estados es Ω = {(η ,ηu) ∈ R2 :
η > 0}.

2.2.4. Materiales hiperelásticos

Consideremos un sólido deformable que en reposo ocupa una configuración de referencia
Ω ⊂ R3. La formulación lagrangiana describe el movimiento de este sólido mediante un
mapeo

(x, t) 7→ X(x, t) ∈ R3, (x, t) ∈Ω × [0,+∞),

que denota la posición a tiempo t de una partı́cula del sólido que en tiempo t = 0 estaba en
x ∈ Ω . De esta forma definimos la velocidad local V : Ω → R3 y el tensor de deformación
U : Ω → R3×3 mediante

V = Xt , U = ∇xX ,

o componente a componente, Vj = ∂X j/∂ t, Ui j = ∂Xi/∂x j, para todo i, j = 1,2,3.
Un material es llamado hiperelástico si admite una densidad de energı́a interna dada

por una función W : R3×3 → R, que depende del gradiente de deformación solamente,
W =W (U), y si las fuerzas de deformación F se derivan de esta energı́a (principio de trabajo
virtual):

Fα =
3

∑
j=1

∂x j

∂W
∂Uα j

, α = 1,2,3.

Adicionalmente, y motivados por la fı́sica del fenómeno, vamos a requerir, por un lado, que
la densidad de energı́a sea invariante bajo rotaciones, es decir, que W (U) =W (RU) para to-
da rotación R ∈ R3×3, RT R = I, detR = 1. Por otro lado, el gradiente de deformación debe
satisfacer detU > 0, lo cual significa que el material no cambia de orientación. Suponien-
do, además, que el material no conduce calor, que el proceso es isentrópico, y que no hay
fuerzas externas, la dinámica está regida únicamente por las leyes de conservación de masa y
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momento. De esta manera, las ecuaciones de movimiento son las siguientes:

∂tUi j−∂x jVi = 0, i, j = 1,2,3 (2.18)

∂tVi−
3

∑
j=1

∂x j

∂W
∂Ui j

= 0, i = 1,2,3. (2.19)

Las primeras nueve ecuaciones (2.18) corresponden a ecuaciones de compatibilidad, dadas
las definiciones de U y V , y equivalen a conservación de masa. Las últimas tres ecuaciones
(2.19) expresan conservación de momento. Este sistema puede abreviarse de la siguiente
manera

Ut −∇xV = 0,
Vt −divxσ(U) = 0,

(2.20)

donde

σ(U) :=
∂W
∂U
∈ R3×3,

es el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff [36], definido componente a componente
como

σ(U)i j =
∂W
∂Ui j

, i, j = 1,2,3.

El sistema (2.20) es un sistema de leyes de conservación donde tenemos doce variables
de estado, determinadas por las nueve componentes del gradiente de deformación, más tres
componentes del campo local de velocidades. Por lo tanto, aquı́ n = 12 y d = 3. Las variables
de estado y los flujos están dados por

u = (U11,U21,U31,U12,U22,U32,U13,U23,U33,V1,V2,V3)
> ∈ R12,

y por,
f 1(u) =−(V1,V2,V3,0,0,0,0,0,0,σ(U)11,σ(U)21,σ(U)31)

>

f 2(u) =−(0,0,0,V1,V2,V3,0,0,0,σ(U)12,σ(U)22,σ(U)32)
>

f 3(u) =−(0,0,0,0,0,0,V1,V2,V3,σ(U)13,σ(U)23,σ(U)33)
>,

respectivamente. Tenemos, además, una restricción de origen fı́sico ya que, por la definición
de U , las derivadas mixtas de X deben ser iguales, es decir, ∂xkUi j = ∂x jUik, para todas i, j,k =
1,2,3. En forma abreviada escribimos esta constricción como

curl U = 0.

Observación 2.5. Las ecuaciones (2.20) son lineales cuando la función de densidad de ener-
gı́a W es cuadrática. Este tipo de modelos no es, sin embargo, realista. Aparte de estar definida
para U con det U > 0, usualmente también se requiere que W tienda a infinito cuando el
material se comprime a un sólo punto, es decir,

lı́m
|U |→0

W (U) = +∞.
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Esto impone la restricción de que los modelos en elasticidad sean, en esencia, nolineales.

Una buena referencia para teorı́a de elasticidad es el texto de Ciarlet [36]. Para modelos
más generales de medios continuos y un tratamiento un tanto más matemático recomiendo
consultar el libro de Dafermos [47].

2.2.5. Termoelasticidad adiabática unidimensional

Sea una barra elástica con sección transversal constante, la cual es idealizada como un
medio continuo unidimensional que ocupa el intervalo [0,L] (configuración de referencia)
cuando está en reposo. El movimiento longitudinal de la barra está determinada por la variable
lagrangiana X(x, t), que denota la posición de una partı́cula que a tiempo t = 0 ocupaba la
posición x ∈ [0,L]. Definimos el gradiente de deformación como u = Xx y la velocidad local
como v = Xt . Supondremos que el medio es homogéneo; que la densidad de masa de la barra
es constante, ρ0 = 1; y que u > 0. De este modo, el mapeo x 7→ X(x, t) es siempre invertible
para todo t ≥ 0. Un medio termoelástico es aquél para el cual, para cualquier partı́cula fija
x y para cualquier movimiento X , la energı́a interna e, el esfuerzo de Piola-Kirchhoff σ , la
temperatura θ , y el flujo de calor Q, están determinados por el valor en (x, t) del gradiente de
deformación u, la entropı́a especı́fica s, y el gradiente de temperatura ∇θ , mediante relaciones
constitutivas que tienen la siguiente forma:

e = ê(u,s),

σ = ρ0∂uê(u,s),

θ = ∂sê(u,s),

Q = Q̂(u,s,∇θ),

Si suponemos que la barra está constituı́da por un medio termoelástico que no conduce
calor (proceso adiabático en el que Q ≡ 0), y en ausencia de fuerzas externas, ası́ como de
fuentes de calor, las ecuaciones de conservación de masa, momento lineal y energı́a tienen la
siguiente forma conservativa (lagrangiana)

ut − vx = 0,
vt −σ(u,s)x = 0,(

e+ 1
2 v2)

t − (vσ(u,s))x = 0.

(2.21)

Las cantidades conservadas son U = (u,v,e+ 1
2 v2)> ∈Ω ⊂R3, con función de flujo dada por

f (U) =−

 v
σ(u,s)
vσ(u,s)

 ,

y donde el conjunto de variables de estado es Ω = {(v,u,e+ 1
2 v2) ∈ R3 : e > 0}. El sistema

(2.21) está complementado por la desigualdad de Clausius
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st ≥ 0, (2.22)

que expresa la segunda ley de la termodinámica. Para la derivación de las ecuaciones de
una barra termoelástica, el lector puede consultar Slemrod [211], y Jiang y Racke [102] (ver
también [47, 35]).

Barra hiperelástica unidimensional

El esfuerzo σ sobre la barra depende sólo del gradiente de deformación mediante σ(u) =
W ′(u), donde la función W (u) := ρ0ê(u) está determinada por las propiedades constitutivas
del material, y debe satisfacer W (0) = 0 y W ′(0) = σ(0)> 0. La primera condición significa
que el material en su configuración de referencia está libre de esfuerzos, mientras que la
segunda implica que el módulo de tensión de la barra es positiva. En puntos donde el gradiente
de deformación u y la velocidad local v son continuas y diferenciables, el movimiento de la
barra está determinada por el siguiente sistema de ecuaciones:

ut − vx = 0,
vt −σ(u)x = 0,

(2.23)

ya que suponemos que la barra está libre de fuerzas externas (tales como la gravedad) y que
el momento lineal y la masa se conservan. Aquı́ x∈ [0,L], t ≥ 0, y el sistema tiene claramente
forma conservativa. El lector notará inmediatamente que este sistema es un caso particular
de (2.20), en el caso de un material elástico unidimensional. Las cantidades conservadas y la
función de flujo son

U =

(
u
v

)
, y f (U) =−

(
v

σ(u)

)
,

respectivamente. El conjunto de variables de estado es Ω = {(u,v) ∈ R2 : u > 0}. Como
referencias el lector puede consultar [54, 101, 1].

2.2.6. El sistema p

Considérese el siguiente sistema de dos ecuaciones en forma conservativa

vt −wx = 0,
wt + p(v)x = 0,

(2.24)

donde (x, t) ∈ R× [0,+∞), y p : R → R es una función nolineal dada, de clase C2, que
satisface las condiciones p′ < 0, y p′′ > 0. Las variables de estado y función de flujo son

u =

(
v
w

)
∈ R2, y f (u) =

(
−w
p(v)

)
∈C2(R2;R2),
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2.2 Ejemplos 17

respectivamente. Este sistema de ecuaciones, conocido como sistema p, constituye el ejemplo
no trivial más simple de un sistema nolineal de leyes de conservación, razón por la cual es
de gran importancia teórica. Más aún, el sistema p ha sido ampliamente estudiado porque,
también, es el paradigma de varios modelos de origen fı́sico. Por ejemplo, consideremos las
ecuaciones de Euler en forma lagrangiana (2.12), y supongamos, además, que el proceso
es isentrópico. Como consecuencia la energı́a interna e es constante y la presión es función
solamente del volumen especı́fico τ . Bajo estas condiciones, el sistema (2.12) se reduce a
un sistema p de la forma (2.24), donde la presión (a densidad de energı́a constante) hace las
veces de la función p. Dicha función debe satisfacer las condiciones p′(τ)< 0 y p′′(τ)> 0.

Asimismo, claramente el modelo para una barra elástica unidimensional (2.23) tiene la
forma de un sistema p, donde la función p se define como p = −σ , siendo σ el esfuerzo.
Finalmente, nótese que la primera ecuación en (2.24) implica, en regiones simplemente co-
nexas de (x, t), que existe una función ψ = ψ(x, t) tal que ψx = v y ψt = w. Sustituyendo en
la segunda ecuación de (2.24) obtenemos la siguiente ecuación de onda nolineal para ψ ,

ψtt + p(ψx)x = 0,

cuya velocidad de propagación, c =
√
−p′(ψx), depende de ψx Esta clase de ecuaciones ha

sido ampliamente estudiada a partir del trabajo fundamental de Fermi, Pasta y Ulam [58]. Por
su importancia, el sistema p es estudiado en diversos textos (véanse, por ejemplo, [213, 197,
128]), y sigue siendo objeto de intensa investigación.

2.2.7. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o con permisividades magnética µ0 = 1 y eléctrica
ε0 = 1, tienen la siguiente forma

Bt +∇×E = 0, (2.25)
Et −∇×B =−J, (2.26)

∇ ·E = ρ, (2.27)
∇ ·B = 0, (2.28)

en donde los campos vectoriales E = (E1,E2,E3)
> ∈ R3 y B = (B1,B2,B3)

> ∈ R3 repre-
sentan el campo eléctrico y el campo magnético, respectivamente. La corriente eléctrica está
determinada por el campo J = (J1,J2,J3)

>. Las ecuaciones de evolución (dependientes del
tiempo), a saber, (2.25) y (2.26), corresponden a las leyes de Faraday y de Ampère, res-
pectivamente. Las ecuaciones (2.27) y (2.28) son las leyes de Gauss eléctrica y magnética.
Observamos que este sistema no tiene forma conservativa. Sin embargo, podemos escribir las
leyes de Faraday y de Ampère como un sistema de leyes de balance de la forma

ut +divF(u) = J̃,

donde el vector de variables de estado u está dado por
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u = (B1,B2,B3,E1,E2,E3)
> ∈ R6,

con funciones de flujo,

F(u) =


0 E3 −E2
−E3 0 E1
E2 −E1 0
0 −B3 B2

B3 0 −B1
−B2 B1 0

 ∈ R6×3,

y donde las fuentes del sistema están determinadas por el campo

J̃ = (0,0,0,J1,J2,J3)
> ∈ R6.

Las leyes de Gauss en forma de divergencia, que no involucran derivadas temporales,
cierran el sistema como constricciones a los campos. Notemos que estas ecuaciones son li-
neales, ya que los flujos F son funciones lineales de las variables de estado. Como referencia,
recomiendo ver el libro de Jackson [100].

2.2.8. Magnetohidrodinámica (MHD)

El siguiente sistema de ecuaciones en forma conservativa modela el movimiento de un
fluido en presencia de un campo electromagnético. Suponemos que dicho campo electro-
magnético ejerce una fuerza sobre el fluido, de tal manera que la aceleración se ve afectada
por el campo. Igualmente el movimiento mismo del fluido contribuye a la evolución del cam-
po. El sistema de ecuaciones tiene la siguiente forma:

ρt +div(ρv) = 0

(ρvi)t +div(ρviv)+(p+ 1
2 |B|2)xi −div(BiB) = 0, i = 1,2,3,

( 1
2 ρ|v|2 +ρe+ 1

2 |B|2)t +div( 1
2 vρ|v|2 + vρe+ pv+E×B) = 0,

Bt +∇×E = 0,

(2.29)

donde, al igual que en las ecuaciones de Euler, tenemos que ρ > 0 es la densidad de ma-
sa del fluido, v = (v1,v2,v3) ∈ R3 es el campo de velocidades, e > 0 es la densidad de
energı́a interna, p es la presión termodinámica, E = (E1,E2,E3)

> ∈ R3 es el campo eléctri-
co, y B = (B1,B2,B3)

> ∈ R3 denota al campo magnético. Las ecuaciones (2.29) representan
conservación de masa, momento, energı́a y la ley de Faraday, respectivamente.

Este sistema está complementado, además, por dos leyes constitutivas. Por un lado tene-
mos la ecuación de estado del fluido, p = p̂(ρ,e), y por el otro, consideramos la ley aproxi-
mada E = B× v, la cual es una aproximación a equilibrio local ya que E+ v×B ≈ 0 si la
velocidad es pequeña. Claramente, este sistema de ecuaciones representa un sistema de leyes
de conservación con cantidades conservadas

u =
(
ρ,ρv1,ρv2,ρv3,ρ(

1
2 |v|2 + e)+ 1

2 |B|2,B1,B2,B3
)> ∈ R8,
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y con funciones de flujo determinadas por

f j(u) =



ρv j

ρv1v j +(p+ 1
2 |B|2)δ

j
1 +B1B j

ρv2v j +(p+ 1
2 |B|2)δ

j
2 +B2B j

ρv3v j +(p+ 1
2 |B|2)δ

j
3 +B3B j

ρv j(
1
2 |v|2 + e)+ pv j +(E×B) j

(∇×E)1
(∇×E)2
(∇×E)3


∈ R8,

para cada j = 1,2,3. Aquı́ δ k
l es la delta de Kronecker, y (∇×E)i es la componente i del

rotacional de E.
En referencia a las ecuaciones de la magnetohidrodinámica, el lector puede consultar el

octavo volumen de la serie de Fı́sica Teórica de Landau y Lifshitz [122] (véanse también
[59, 224]).

2.2.9. Electroforesis

Se conoce como electroforesis al proceso utilizado para separar n componentes quı́micos
ionizados en una solución acuosa mediante la aplicación de un campo eléctrico. Si u j ≥
0 denota la concentración del ion j, y la constante c j > 0 es su movilidad electroforética
(definida como el producto c j = µ jJ, donde J > 0 es la corriente eléctrica aplicada por el
experimentalista, y µ j > 0 es la movilidad del ion), el sistema de ecuaciones toma la siguiente
forma conservativa:

∂tu j +∂x

(
c ju j

∑
n
i=1 ui

)
= 0, j = 1, . . . ,n, (2.30)

donde las movilidades electroforéticas satisfacen 0 < c1 < c2 < .. . < cn. Las variables con-
servadas son las concentraciones de las n especies iónicas,

u =

u1
...

un

 ∈ Ω ,

con función de flujo f ∈C2(Ω ;Rn) dada por

f (u) =
1

∑
n
i=1 ui

c1u1
...

cnun

 .
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El conjunto de variables de estado es Ω = {u ∈Rn : ∑u j > 0, u j ≥ 0, j = 1, . . . ,n}. Para una
deducción de éste y otros modelos relacionados el lector puede consultar Fife y Geng [60]
(véase también Alekseyevskaya [6]). El sistema (2.30) pertenece a una clase especial de sis-
temas llamados ricos o semi-Hamiltonianos, los cuales están dotados de algunas propiedades
interesantes que veremos más adelante (ver Serre [197, 198] y Freistühler [67]).

2.3. Convección nolineal

Los ejemplos de la sección anterior son una muestra de la gran variedad de fenómenos
que pueden ser modelados mediante sistemas de ecuaciones de la forma (2.4) o (2.3). En la
mayorı́a de ellos, las funciones de flujo asociadas son funciones nolineales de u. Por diversas
razones, la aparente simplicidad de sistemas en forma de conservación (2.4) contrasta con la
enorme dificultad de los problemas asociados a ellos, tales como el problema de Cauchy, los
problemas mixtos (es decir, con condiciones iniciales y de frontera), o el estudio del compor-
tamiento asintótico de las soluciones. Cabe mencionar que no existe una teorı́a satisfactoria
de existencia de soluciones al problema de Cauchy, ya que incluso con datos iniciales regu-
lares, es posible encontrar una solución regular (o clásica) que deja de existir para tiempos
finitos. Esta particularidad de los sistemas hiperbólicos nolineales de primer orden se conoce
como convección nolineal. Para ilustrar este fenómeno, estudiaremos un ejemplo concreto.

Consideremos la ecuación diferencial parcial más simple posible,

ut +aux = 0, (2.31)

donde u ∈ R, a ∈ R es una constante distinta de cero, y (x, t) ∈ R× [0,+∞). El problema de
Cauchy asociado consiste en resolver (2.31) en el dominio x ∈ R, t > 0, bajo una condición
inicial dada,

u(x,0) = u0(x). (2.32)

Una solución clásica de (2.31)-(2.32) es una solución de clase C1 para t > 0, continua para
t ≥ 0, que satisface (2.31) puntualmente. Si u0 es diferenciable, es fácil probar que la solución
clásica está determinada únicamente por

u(x, t) = u0(x−at), (2.33)

para todo x y t. Es decir, los datos iniciales se propagan (sin cambio en su forma) a la derecha
si a > 0, o a la izquierda si a < 0. La solución u(x, t) es constante a lo largo de las curvas
caracterı́sticas, soluciones a la ecuación

x′(t) = a,

x(0) = x0,

es decir, a lo largo de lı́neas rectas de la forma x(t) = at + x0. (Ver figura 2.1 para el caso en
que a > 0.)
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.

t

xx

+ata>0

u(x,t) = u (x−at)

x(t) = x

0

0

0
u (x)

u (x−at)
0

0

Figura 2.1 Curvas caracterı́sticas para a > 0 (izquierda). La condición inicial u0(x) se propaga sin cambios
a la derecha con velocidad a > 0 (derecha).

Dicho de otro modo, dados (x, t) en R× [0,+∞), existe x0(x, t) = x−at tal que u(x, t) =
u0(x0(x, t)) es la solución al problema. Notemos que si diferenciamos u(x, t) a lo largo de las
curvas caracterı́sticas obtenemos

d
dt

u(x(t), t) = x′(t)ux +ut = aux +ut = 0,

por lo que el mapeo t 7→ u(x0 + at, t) es constante con valor u0(x0). Observamos que clara-
mente (2.33) es la única solución a (2.31) - (2.32) y que ésta existe para todo tiempo t ≥ 0.

Podemos también suponer que la velocidad es una función de la posición, es decir, consi-
derar la ecuación

ut +(a(x)u)x = 0,

donde a(x) es una función suave. Esta ecuación puede interpretarse como la relación que
gobierna la concentración de cierta sustancia u con velocidad variable a(x). En este caso,
podemos escribir (∂t + a(x)∂x)u = −a′(x)u, lo cual sugiere definir las curvas caracterı́sticas
como soluciones a

x′(t) = a(x),

x(0) = x0,

para cierto x0 ∈ R. Notamos que sobre las curvas caracterı́sticas, la solución u satisface la
ecuación diferencial ordinaria

d
dt

u(x(t), t) =−a(x(t))u,

u(x(0),0) = u0(x0).

Aquı́ u no es constante a lo largo de las curvas caracterı́sticas, pero el problema se reduce a
resolver dos ecuaciones diferenciales ordinarias. En ambos casos se puede probar (ver [56,
103]) que si u0 es suficientemente regular, por ejemplo, u0 ∈Ck(R) para k > 0, entonces la
solución u es igualmente suave en el espacio y en el tiempo, es decir, u ∈Ck(R× (0,+∞)) y
existe para todo tiempo t ≥ 0.
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Figura 2.2 Incluso con con-
diciones iniciales suaves, las
soluciones de la ecuación no-
lineal (2.34) dejan de existir
a tiempo finito. En la gráfica,
dos caracterı́sticas se inter-
sectan a tiempo t = 2 > T∗,
donde T∗ > 0 es el tiempo
de rompimiento, produciendo
una solución multivaluada.

−1 1

T
*

u=1 u=0

t

x

¿Qué sucede, sin embargo, si consideramos que la velocidad depende de u, es decir, si
a= a(u)? Veamos el caso más simple, en el que a depende de u linealmente, a saber, a(u) = u.
La ecuación toma la forma

ut +uux = 0. (2.34)

Esta ecuación se conoce como ecuación de Burgers no viscosa [32]. Nuevamente, nos in-
teresa resolver el problema de Cauchy con condición inicial (2.32). Si buscamos una curva
caracterı́stica sobre la cual la solución permanece constante, llegamos al sistema de ecuacio-
nes

x′(t) = u,

u′(t) = 0,

con condiciones iniciales x(0) = x0 y u(0) = u0(x0) para x0 dado. La solución a este sistema
de ecuaciones es una lı́nea recta dada por x(t) = u0(x0)t + x0, a lo largo de la cual el valor de
u es constante. En efecto, si diferenciamos u(x, t) a lo largo de dicha caracterı́stica, tenemos
que

d
dt

u(x(t), t) = x′(t)ux +ut = uux +ut = 0.

Como anteriormente, el problema de Cauchy se reduce, dados (x, t) en R× (0,+∞), a en-
contrar x0 tal que x = u0(x0)t + x0. Por el teorema de la función implı́cita, para encontrar x0
requerimos que

d
dx0

(u0(x0)t + x0) = u′0(x0)t +1 6= 0.

Esto es posible si t es pequeño y u′0(x0) es acotado. Pero para t suficientemente grande po-
demos llegar a una contradicción. Tomemos por ejemplo u0 tal que u0(−1) = 1 y u0(1) = 0.
Como se puede apreciar en la figura 2.2, el valor de u es constante (y con valores distintos)
a lo largo de dos lı́neas rectas que, eventualmente, se intersectan. Es posible demostrar que
si u′0(x) es negativa para alguna x entonces existe un tiempo finito T∗ > 0 (llamado tiempo de
rompimiento), y determinado por

T∗ =
−1

mı́nu′0(x)
> 0,

a partir del cual las caracterı́sticas se intersectan y la solución es multivaluada.
Por ejemplo, consideremos una condición inicial de la forma
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u0(x) = e−(x−
1
2 )

2
. (2.35)

Dado que u′0 < 0 en algunos intervalos, por la observación anterior la solución clásica cons-
truı́da por el método de caracterı́sticas sólo existe antes de un tiempo finito de rompimiento
T∗ > 0. La figura 2.3 muestra la solución de (2.34) con condición inicial (2.35) normalizada,
para tiempos positivos.
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(a) Ecuación de Burgers no viscosa
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(a) Solución a la ecuación de Burgers no viscosa (2.34) para distintos
valores de t > 0
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Figura 2.3 Solución a la ecuación de Burgers no viscosa (2.34) con condición inicial (2.35). En la figura
(a) se aprecia la solución para tiempos t = 0,0,1,0,2,0,3,0,4. Nótese que a partir de cierto tiempo de rom-
pimiento T∗ ∈ (0,15,0,2), la solución se vuelve discontinua y se convierte en un frente que se propaga a la
derecha con cierta velocidad positiva. La figura (b) muestra las caracterı́sticas de la ecuación en el plano (x, t);
notablemente, éstas se intersectan a partir del tiempo de rompimiento T∗. La figura (c) muestra la malla móvil
en (x, t); se aprecia la aparición de una discontinuidad para tiempos mayores a T∗
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Como se muestra en la figura 2.3, la solución clásica existe para tiempos suficientemente
pequeños. A partir del tiempo de rompimiento T∗ ∈ (0,15,0,2), la solución se convierte en un
frente discontinuo que se propaga hacia la derecha con cierta velocidad positiva. Esta solución
discontinua se conoce como onda de choque, en analogı́a a lo que sucede en dinámica de
gases, la cual se dice que “se genera” a partir del tiempo de rompimiento. En el estudio
de fluidos compresibles, y en general para sistemas de leyes de conservación, muchas de
las soluciones que tienen significado fı́sico son discontinuas. Es importante señalar que este
fenómeno de formación de singularidades es particular de las ecuaciones nolineales. Como
veremos más adelante en la sección 3.1 para ecuaciones escalares, el método de caracterı́sti-
cas se puede aplicar para probar la existencia local de soluciones clásicas y para calcular el
tiempo de rompimiento.

Observación 2.6. A pesar de que se ha descrito el fenómeno de rompimiento a tiempo fi-
nito para un caso particular, éste es distintivo de sistemas generales nolineales de la forma
(2.4). Por ejemplo, en el caso de una ecuación escalar en varias dimensiones espaciales, con
u ∈ Ω ⊂ R, es posible aplicar el método de caracterı́sticas para verificar que la solución es
constante a lo largo de curvas integrales t 7→ x(t) = (x1(t), . . . ,xd(t))> del sistema de ecua-
ciones

dx j

dt
= a j(u(x, t)), j = 1, . . . ,d,

donde a j(u) = (d/du) f j(u), y, asimismo, probar que existe un tiempo finito de rompimiento
determinado por

T∗ =
−1

mı́nx∈Rd (diva(u0(x)))
,

si se cumple la condición

diva(u0(x̃))< 0, para cierto x̃ ∈ Rd , (2.36)

con a(u) = (a1(u), . . . ,ad(u))> : Ω → Rd . En otro caso, la solución clásica existe para todo
tiempo (ver Majda [160], teorema 3.1).

En el caso de sistemas, determinar las condiciones suficientes para la formación de discon-
tinuidades y calcular el tiempo de rompimiento es un poco más complicado. Cabe destacar,
sin embargo, que la formación de singularidades es un fenómeno ampliamente reportado (ver
la nota bibliográfica al final del capı́tulo). También es posible restringir la clase de funciones
para las condiciones iniciales de manera que existan soluciones clásicas globales a sistemas
particulares, como es el caso de las ecuaciones de Euler para un gas ideal, tal y como lo
muestra Grassin [89]. Esto indica que en el caso de sistemas no existe una condición sencilla
sobre los datos iniciales, como sucede en el caso escalar (condición (2.36)), que determine la
formación de discontinuidades a tiempo finito.

Observación 2.7. La ecuación de Burgers no viscosa (2.34) se puede escribir (cuando la
solución es clásica) como una ley de conservación de la forma

ut +
( 1

2 u2)
x = 0, (2.37)
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donde la función de flujo está dada por la función nolineal f (u) = 1
2 u2. Al igual que los

sistemas prototipo (2.4), claramente ésta ecuación expresa un principio fundamental de con-
servación de la cantidad u a lo largo de un conjunto en R, para la cual la pérdida o ganancia
de esta cantidad a lo largo de la frontera de dicho conjunto está controlada por una función
de flujo 1

2 u2. La ecuación de Burgers no viscosa (2.34) es el paradigma de una ley de con-
servación escalar y reviste gran importancia, pues es la aproximación escalar de la ley de
conservación de momento en el sistema de Euler para un gas compresible.

2.4. Soluciones débiles y condiciones de Rankine-Hugoniot

Las observaciones de la sección anterior nos indican que en el estudio de soluciones glo-
bales de la ecuación (2.34) (y en general, para sistemas hiperbólicos nolineales de primer
orden), es necesario extender nuestra definición de solución, debido al fenómeno de convec-
ción nolineal. Éste último provoca que, incluso con condiciones iniciales suaves, la solución
clásica puede existir sólo hasta un tiempo finito, a partir del cual ésta se “rompe” y se forman
singularidades. Por ende, la nueva clase de soluciones debe admitir soluciones discontinuas.
En esta sección se definirá el concepto de solución débil, y se discutirán las clásicas condi-
ciones de salto que expresan el principio de conservación.

2.4.1. Definición de solución débil

Consideremos el problema de Cauchy para un sistema general de leyes de conservación
en varias dimensiones espaciales,

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = 0, (2.38)

u(x,0) = u0, (2.39)

en (x, t)∈Rd× [0,∞), u ∈Ω ⊂Rn, f j : Ω →Rn. Supongamos que u es una solución clásica,
por ejemplo, de clase C1. Tomemos una función de prueba

φ ∈C∞
0 (Rd×R;Rn),

es decir, φ es la restricción de una función de clase C∞ con soporte compacto en un conjunto
abierto O ⊂ Rd ×R. Multiplicando (2.38) por φ e integrando en el espacio y en el tiempo
obtenemos

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



26 2 Generalidades

Figura 2.4 Función de prue-
ba φ con soporte compacto
(que se denota como supp φ ),
que intersecta a {t ≥ 0} dentro
de la curva en la figura. G(t)
es un subconjunto abierto de
Rd que contiene propiamente
al soporte de φ para cada t > 0
fijo.

t

x

G(t)

φsupp

0 =
∫ +∞

0

∫
Rd

ut ·φ +
d

∑
j=1

f j(u)x j ·φ dxdt

=
∫ +∞

0

∫
Rd
(u ·φ)t +

d

∑
j=1

( f j(u) ·φ)x j dxdt −
∫ +∞

0

∫
Rd

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt.

Sea G(t) ⊂ Rd , abierto y acotado para cada t > 0 fijo, tal que el soporte de φ con t fijo
está contenido enteramente en G(t). Por lo tanto, φ = 0 sobre la frontera ∂G(t) tal y como se
muestra en la figura 2.4. Entonces, por el teorema de la divergencia tenemos que

0 =
∫
Rd
(u ·φ)

∣∣∣t=+∞

t=0
dx+

∫ +∞

0

∫
∂G(t)

 f 1(u) ·φ
...

f d(u) ·φ

 · n̂dSx dt+

−
∫ +∞

0

∫
Rd

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt.

=−
∫
Rd

φ(x,0) ·u0(x)dx−
∫ +∞

0
u ·φt +

d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt.

Por lo tanto llegamos a la relación integral

∫ +∞

0

∫
Rd

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt +
∫
Rd

φ(x,0) ·u0(x)dx = 0. (2.40)

Definición 2.8. Una función3 u∈ L∞(Rd× [0,+∞);Ω) es una solución débil de (2.38)-(2.39)
si u satisface (2.40) para toda función de prueba φ ∈C∞

0 (Rd×R;Rn).
3 aquı́ L∞ denota el espacio de funciones esencialmente acotadas. En general, si X es un espacio vectorial, M
es una σ -álgebra y µ una medida, el espacio L∞(X ,M ,µ) se define como
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Observación 2.9. (a) Por construcción, toda solución clásica es débil. Notamos que si u es
solución débil, entonces u satisface (2.40) en sentido de distribuciones.

(b) Si tomamos φ con soporte contenido en un conjunto abierto O ⊂{t ≥ t0 > 0} (es decir,
lejos de t = 0), entonces

∫ +∞

0

∫
Rd

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt = 0. (2.41)

(c) Si u es solución débil de clase C1 en alguna región abierta R⊂Rd×R+, entonces u es
una solución clásica en R. En efecto, tomando cualquier φ ∈C∞

0 con soporte en {t > 0}∩R
como en el punto anterior e integrando por partes la ecuación (2.41), obtenemos

∫
R

φ ·
(
ut +

d

∑
j=1

f j(u)x j

)
dxdt = 0,

lo cual implica que

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = 0,

en el interior de la región R.
(d) Si ahora tomamos una solución débil, de clase C1 y consideramos R = Rd × (0,+∞),

multiplicando la ecuación anterior por una función general de prueba φ ∈ C∞
0 (Rd ×R;Rn)

obtenemos, al integrar por partes,

0 =
∫

∞

0

∫
Rd
(ut +

d

∑
j=1

f j(u)x j) ·φ dxdt

=−
∫
Rd

φ(x,0) ·u(x,0)dx−
∫

∞

0

∫
Rd

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt.

Comparando con (2.40), podemos concluir que∫
Rd

φ(x,0) · (u(x,0)−u0(x))dx = 0,

para toda φ ∈C∞
0 , por lo que u(x,0) = u0(x) c.d.s. en Rd , y la condición inicial se satisface

puntualmente excepto en un conjunto de medida cero. Por lo tanto, la noción de solución
débil extiende la noción de solución clásica.

L∞ = { f : ‖ f‖∞ <+∞},

‖ f‖∞ := ı́nf{s f (E) : E ∈M ,µ(E) = 0},
s f (E) := sup{| f (x)| : x /∈ E};

consultar, por ejemplo, [12, 190]. En este texto basta con pensar en L∞ como el espacio de funciones medibles
acotadas.
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(e) Claramente, la definición de solución débil admite soluciones discontinuas. Observe-
mos que el principio básico de conservación (2.2) está expresado en forma integral y admite
también posibles discontinuidades de u. De este modo, el lector puede verificar directamente
mediante un argumento similar que toda solución débil de (2.38) y (2.39) satisface la ecuación
(2.2) para todo tiempo positivo t > 0 y para todo dominio arbitrario D del espacio fı́sico.

(f) Una clase de soluciones débiles que es importante considerar es la clase de soluciones
C1 por pedazos, es decir, con un número contable de discontinuidades (en este caso, hiper-
superficies Σk, k ∈ N, en el espacio ambiente (x, t) ∈ Rd × (0,+∞)), fuera de las cuales la
solución es de clase C1, pero discontinua a través de cada superficie Σk. Sin embargo, no toda
discontinuidad es admisible, como veremos a continuación.

2.4.2. Condiciones de salto de Rankine-Hugoniot

Las clásicas condiciones de salto de Rankine-Hugoniot fueron establecidas originalmente
en el estudio de la dinámica de gases [97, 186], y describen los saltos en las variables termo-
dinámicas a través de una posible discontinuidad (por ejemplo, una onda de choque). A partir
de la noción de solución débil, vamos a derivar éstas condiciones de salto necesarias sobre
una posible discontinuidad de una solución u para un sistema general de leyes de conserva-
ción de la forma (2.4). Dichas condiciones establecen una relación (sobre la discontinuidad)
entre u y el flujo F(u) que expresa, precisamente, el principio de conservación.

Asumamos que u es una solución que es C1 por pedazos, y sea Σ una discontinuidad, es
decir, una hipersuperficie orientable (en el espacio-tiempo (x, t) ∈ Rd×R) de la forma

Σ = {(x, t) ∈ Rd×R+ : ψ(x, t) = 0},

con normal n̂ = (n1, . . . ,nd ,nt)
> ∈ Rd+1, |n̂| = 1. Por ejemplo, si Σ está definida por una

función diferenciable ψ , entonces las componentes espacial, n̂x = (n1, . . . ,nd)
>, y temporal,

n̂t , de n̂ = (n̂x, n̂t)
> están dadas por

n̂x =
∇xψ√

|∇xψ|2 +ψ2
t
, n̂t =

ψt√
|∇xψ|2 +ψ2

t
.

Dado que Σ es orientable, la hipersuperficie divide el espacio-tiempo en dos regiones y
suponemos por convención que n̂ apunta en la dirección “derecha” de la superficie; ver figura
2.5.

Por lo tanto, definimos para cada (x, t) en Σ ,

uR := lı́m
ε→0+

u((x, t)+ ε n̂),

uL := lı́m
ε→0+

u((x, t)− ε n̂),
(2.42)

como los valores lı́mite a cada lado (derecho e izquierdo, respectivamente) de la frontera. Sea
un punto P ∈ Σ y consideremos una bola D centrada en P con radio pequeño, de manera que
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Figura 2.5 Hipersuperficie Σ en el espacio (x, t); n̂ es la normal unitaria a Σ que por convención apunta al
lado “derecho” de la superficie. Los valores uR y uL en cada punto P de Σ se definen como los lı́mites de
u del lado derecho e izquierdo, respectivamente, en dirección de n̂ cuando (x, t) tiende al punto P. La bola
D tiene centro en P, y D = DR ∪DL donde DR y DL denotan las componentes derecha e izquierda de D,
respectivamente.

u es C1 fuera de Σ ∩D, y D está lejos de {t = 0}. Sean DR y DL dos componentes de D a cada
lado de la frontera Σ , tales que D = DL∪DR∪ (Σ ∩D) como se observa en la figura 2.5.

Sea φ ∈C∞
0 (D). Si u es solución débil entonces, por la fórmula (2.41), tenemos que

∫
DL∪DR

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt = 0.

Dado que u es de clase C1 en el interior de DL y DR, y φ ≡ 0 en ∂D, obtenemos, por el
teorema de la divergencia,

IR :=
∫

DR

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt

=
∫

DR

(φ ·u)t +
d

∑
j=1

(φ · f j(u))x j dxdt−
∫

DR

φ · (ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j)dxdt

=
∫

∂DR


φ · f 1(u)

...
φ · f d(u)

φ ·u

 · n̂dSx,t = −
∫

Σ∩D


φ · f 1(u)

...
φ · f d(u)

φ ·u

 · n̂dSx,t ,

donde −n̂ es la normal exterior a DR sobre Σ ∩D. Si hacemos lo mismo con la integral sobre
DL, donde ahora es n̂ la normal exterior a su frontera, obtenemos
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IL :=
∫

DL

u ·φt +
d

∑
j=1

f j(u) ·φx j dxdt =
∫

Σ∩D


φ · f 1(u)

...
φ · f d(u)

φ ·u

 · n̂dSx,t .

De este modo,

0 = IR + IL =
∫

Σ∩D
(nt(uR−uL)+

d

∑
j=1

n j( f j(R)− f j(uL))) ·φ dSx,t ,

lo cual se cumple para toda bola arbitraria D con centro en Σ y para toda φ con soporte
compacto en D. Por lo tanto llegamos a las siguientes ecuaciones que se cumplen en cada
punto de Σ ,

n̂t [u]+
d

∑
j=1

n̂ j[ f j(u)] = 0, (x, t) ∈ Σ (2.43)

donde, para toda (x, t) ∈ Σ , definimos el salto para cualquier función g(u) como

[g(u)] := g(uR)−g(uL). (2.44)

Las condiciones de salto (2.43) son conocidas como las condiciones de Rankine-Hugoniot.
Éstas expresan el principio de conservación (2.40) a través de la frontera, y constituyen res-
tricciones para las posibles discontinuidades de una solución débil.

Observación 2.10. (a) En el caso de una dimensión espacial (d = 1), Σ es una curva de la
forma Σ = {(x, t) ∈ R×R+ : x = x̌(σ), t = ť(σ),σ ∈ I ⊆ R}, donde x̌ y ť son funciones
derivables del parámetro σ en un intervalo I. El vector normal unitario es

n̂ =
1

(x̌′(σ)2 + ť ′(σ)2)1/2

(
ť ′(σ)
−x̌′(σ)

)
=

(
n̂x
n̂t

)
∈ R2,

de tal forma que las condiciones de Rankine-Hugoniot (2.43) a lo largo de Σ se escriben
como

−x̌′(σ)[u]+ ť ′(σ)[ f (u)] = 0, (x, t) ∈ Σ .

Si es posible reparametrizar la curva en términos de t (por ejemplo, si ť ′(σ) 6= 0 para toda
σ ∈ I), de modo que Σ = {(x, t) ∈ R×R+ : x = x̂(t), t ∈ I ⊆ R, entonces las condiciones de
salto se leen

− s[u]+ [ f (u)] = 0, sobre Σ , (2.45)

donde s = dx̂/dt es la velocidad de propagación de la discontinuidad. Notemos que la ecua-
ción (2.45) implica que los vectores [ f (u)] y [u] son colineales sobre cada punto de Σ . Tam-
bién respresenta una ecuación diferencial para la dinámica de la discontinuidad.
(b) En el caso de una ecuación escalar en una dimensión espacial d = 1,n = 1,

ut + f (u)x = 0, (2.46)
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con u ∈R, f : R→R, la velocidad de la discontinuidad está dada puntualmente por dx̂/dt =
s = [ f (u)]/[u], si [u] 6= 0.
(d) Frentes planos. El ejemplo más simple de una solución discontinua es el de un plano
que separa dos valores constantes de las variables de estado. Sea n̂ ∈ Rd un vector no nulo,
|n̂|= 1, que define una dirección de propagación. La discontinuidad Σ tendrá la forma

Σ = {(x, t) ∈ Rd× [0,+∞) : x · n̂− st = 0},

es decir, tenemos un frente plano que se propaga con velocidad s ∈ R en dirección n̂. La
solución discontinua

u(x, t) =

{
uR , x · n̂ > st,
uL , x · n̂ < st,

(2.47)

donde uR y uL son constantes, uL 6= uR, es conocida como un frente plano, y tiene forma de
onda viajera (discontinua), ya que depende sólo de ξ = x · n̂− st. Sobre la discontinuidad Σ

se satisfacen las condiciones de Rankine-Hugoniot

− s[u]+
d

∑
j=1

n j[ f j(u)] = 0, (2.48)

las cuales determinan la velocidad de propagación. A este tipo de soluciones discontinuas
también se les conoce como ondas de choque, si satisfacen criterios adicionales que estu-
diaremos más adelante (conocidos como condiciones de entropı́a). Por la observación 2.9
(c) y dado que (2.47) es constante por pedazos, la solución (2.47) satisface trivialmente la
ecuación diferencial a cada lado del frente plano, y si el frente satisface las relaciones de
Rankine-Hugoniot (2.48), la solución discontinua (2.47) es una solución débil de la ecuación
(2.38).

Para una ley de conservación escalar en una dimensión espacial del tipo (2.46), la solución
débil en forma de onda plana es

u(x, t) =

{
uL, x < st,
uR, x > st,

(2.49)

con uL 6= uR ∈R constantes, y donde la única velocidad de propagación posible está dada por

s =
[ f (u)]
[u]

=
f (uR)− f (uL)

uR−uL
. (2.50)

2.4.3. No unicidad de soluciones débiles

Una consecuencia importante de extender la noción de solución clásica a la de solución
débil es la pérdida de unicidad de ésta última. Analizaremos un ejemplo sencillo para ilustrar
este hecho; sea la ecuación de Burgers no viscosa en una dimensión espacial,
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x

u
0

1

0

(x)

(a) Condición inicial (2.52).

x

t x=t/2

u=0u=1

(b) Solución discontinua (2.53).

Figura 2.6 (a) Condición inicial (2.52), y (b) solución en forma de onda de onda discontinua (2.53). La lı́nea
en azul representa la discontinuidad {x = 1

2 t} que se propaga con velocidad s = 1
2 . Las lı́neas en rojo son

las curvas caracterı́sticas de la forma x = ut + x0, donde la pendiente de la recta es u = 1 a la izquierda del
choque, y u = 0 a su derecha. Nótese que las caracterı́sticas aparentan “entrar” a la discontinuidad.

ut +( 1
2 u2)x = 0, (2.51)

con (x, t) ∈ R× [0,+∞), y con función de flujo f (u) = 1
2 u2. Consideremos el problema de

Cauchy asociado con condición inicial

u0(x) =

{
0 , x > 0,
1 , x < 0.

(2.52)

En este caso, tenemos que uL = 1 y uR = 0. El problema de Cauchy con condición inicial
discontinua (2.52) (constante para x < 0 y para x > 0) se conoce como problema de Riemann.
Como vimos, un frente (u onda de choque) de la forma (2.47) que separa valores constantes y
que se propaga con velocidad s es una solución débil siempre y cuando la velocidad satisfaga

s =
[ f (u)]
[u]

=
f (uR)− f (uL)

uR−uL
=

1
2 (0)

2− 1
2 (1)

2

0−1
=

1
2
.

De esta manera, una solución débil tipo onda de choque está dada por

u(x, t) =

{
0 , x > 1

2 t,
1 , x < 1

2 t.
(2.53)

La solución es constante para x > 1
2 t y toma el valor u ≡ 0; igualmente, en la región x < 1

2 t
ésta toma el valor u ≡ 1. La discontinuidad está dada por la lı́nea recta {x− 1

2 t = 0}. Es
claro que esta solución es una solución débil (en este caso, discontinua) de (2.51) - (2.52). La
solución (2.53) con su condición inicial (2.52) están representados en la figura 2.6.

Como vimos en la sección 2.3, la solución es constante a lo largo de curvas caracterı́sticas
de la forma
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x

u
0

1

0

(x)

(a) Condición inicial (2.54).

x

t x=t/2

u=0 u=1

(b) Solución débil discontinua (2.55).

Figura 2.7 (a) Condición inicial (2.54), y (b) la solución débil discontinua (2.55). La lı́nea en azul representa
la discontinuidad {x= 1

2 t} que se propaga con velocidad s= 1
2 . Las lı́neas en rojo son las curvas caracterı́sticas

de la forma x = ut + x0, donde ahora la pendiente de la recta es u = 0 a la izquierda de la discontinuidad, y
u = 1 a su derecha. Nótese que las caracterı́sticas, en este caso, aparentan “salir” de la discontinuidad. Éste es
un caso de una onda de choque sin significado fı́sico.

x(t) = ut + x0,

donde la pendiente u es el valor de la solución (en este caso, constante) a cada lado de la
discontinuidad. Por lo tanto las curvas caracterı́sticas son de la forma x = x0 a la derecha de
la discontinuidad, y de la forma x = t + x0 a la izquierda de la misma. Se puede apreciar en
la figura 2.6 que las caracterı́sticas aparentan “entrar” en la discontinuidad.

Consideremos ahora la misma ley de conservación (2.51) pero ahora con condición inicial
invertida,

u0(x) =

{
1 , x > 0,
0 , x < 0,

(2.54)

es decir, donde ahora uL = 1 y uR = 0. Notamos que una onda de choque se propaga con la
misma velocidad

s =
[ f (u)]
[u]

=
f (uR)− f (uL)

uR−uL
=

1
2 (1)

2− 1
2 (0)

2

1−0
=

1
2
,

y que tiene la siguiente forma

u(x, t) =

{
1 , x > 1

2 t,
0 , x < 1

2 t.
(2.55)

Sin embargo, ahora las curvas caracterı́sticas tienen pendiente u = 0 del lado izquierdo del
choque, y u = 1 del lado derecho del mismo, de modo que las rectas aparentan “salir” de la
discontinuidad x = 1

2 t como se aprecia en la figura 2.7.
La solución (2.55) es una solución débil del problema (2.51) con condiciones iniciales

(2.54). Vamos a construir otra solución débil al mismo problema. Consideremos ahora la
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Figura 2.8 Solución en for-
ma de onda de rarefacción
(2.56) con condiciones inicia-
les (2.54), las mismas que en
la figura 2.7. Nótese que la
solución es continua para todo
(x, t) ∈ R× (0,+∞), a pesar
de que los datos iniciales son
discontinuos. La solución es
constante para x < 0 y para
x > t, mientras que en el inter-
valo 0 ≤ x ≤ t toma el valor
autosimilar u(x, t) = x/t, el
cual está representado como
el “ventilador” en la figura.

t

x

u=x/t

x=t

u=0 u=1

función

u(x, t) =


0 , x < 0,
x/t , 0≤ x < t,
1 , t < x,

(2.56)

para todo x∈R, t > 0. Esta nueva función satisface trivialmente la ecuación diferencial (2.51)
en en el interior de las regiones donde está definida, ya que es constante para x < 0 y x ≥ t,
mientras que para 0 < x < t,

ut +
( 1

2 u2)
x = ∂t(x/t)+∂x

( 1
2 x2/t2)=−x/t2 + x/t2 = 0.

La solución (2.56) está representada en la figura 2.8. La condición inicial (2.54) se satisfa-
ce por construcción. Otra observación importante es que esta solución es continua en R×
(0,+∞) a pesar de que los datos iniciales son discontinuos. Una solución de este tipo (2.56)
es llamada una onda de rarefacción.

Vamos a demostrar que esta onda de rarefacción es solución débil al mismo problema.
Aunque la prueba es un ejercicio sencillo de cálculo, es incluı́da aquı́ para convencer al lector
de que la generalización inmediata de este tipo de ondas al caso de sistemas también cons-
tituyen soluciones débiles (lo cual se puede probar fácilmente con un argumento similar).

Proposición 2.11. La onda de rarefacción (2.56) es una solución débil de (2.51) con condi-
ción inicial (2.54).

Demostración. Tomemos una función de prueba φ ∈C∞
0 (R×R;R) y definamos

I :=
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

uφt +
1
2 u2

φx dxdt +
∫ +∞

−∞

u0(x)φ(x,0)dx =: Î + I0,

donde Î es la integral en todo R× [0,+∞) e I0 es la segunda integral en R×{t = 0}. El
soporte de φ intersecta R× [0,+∞) en una región Ω que se divide en tres componentes Ω =
Ω1∪Ω2∪Ω3 tal como se muestra en la figura 2.9. De este modo, tenemos que Î = I1+ I2+ I3,
donde
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I j =
∫

Ω j

uφt +
1
2

u2
φx dxdt, j = 1,2,3.

Dado que u ≡ 0 en el interior de Ω1, claramente se tiene que I1 = 0. Por el teorema de la
divergencia en el dominio Ω j tenemos que

I j =
∫

∂Ω j

φ

( 1
2 u2

u

)
·
(

nx
nt

)
dSx,t −

∫
Ω j

φ(ut +(
1
2

u2)x)dxdt,

para todo j = 1,2. Dado que en el interior de cada Ω j la función satisface la ecuación dife-
rencial ut +( 1

2 u2)x = 0 (u es constante en el interior de Ω3, y u = x/t es solución en el interior
de Ω2), la segunda integral es cero, obteniendo ası́

I j =
∫

∂Ω j

φ

( 1
2 u2

u

)
· n̂ j dSx,t ,

para todo j = 1,2; aquı́ n̂ j = (n̂x
j, n̂t

j)
> es la normal exterior a ∂Ω j. En vista de que φ ≡ 0

sobre ∂Ω , las integrales de lı́nea se reducen a

I2 =
∫

Ω∩{x=0}
φ

( 1
2 u2

u

)
· n̂2 dSx,t +

∫
Ω∩{x=t}

φ

( 1
2 u2

u

)
· n̂2 dSx,t ,

I3 =
∫

Ω∩{t=0}
φ

( 1
2 u2

u

)
· n̂3 dSx,t +

∫
Ω∩{x=t}

φ

( 1
2 u2

u

)
· n̂3 dSx,t .

Sobre {x = 0}∩Ω , del lado de Ω2, u toma el valor u|{x=0}∩Ω2 = (x/t)|x=0 ≡ 0. Sobre {x =
t}∩Ω , del lado de Ω2, u toma el valor u|{x=t}∩Ω2 = (x/t)|x=t = 1, y la normal exterior es
n̂2 = (nx

2, nt
2)
> = (1/

√
2,−1/

√
2)>. Por ende,

I2 =
∫

Ω∩{x=t}
φ

( 1
2
1

)
·
(

1
−1

)
dSx,t√

2
=−

∫
Ω∩{x=t}

φ
dSx,t

2
√

2

Análogamente, sobre {x = t} ∩Ω , del lado de Ω3, u toma el valor u ≡ 1 y la normal
exterior es n̂3 = −n̂2 = (−1/

√
2, 1/
√

2)>. Sobre {t = 0} ∩Ω , del lado de Ω3, u toma el
valor u≡ 1 y la normal exterior es n̂3 = (0,−1)>. Por lo tanto

Figura 2.9 Intersec-
ción entre el soporte
de φ ∈ C∞

0 (R×R;R) y
R× [0,+∞). La región se
divide en tres componentes
Ω = Ω1 ∪Ω2 ∪Ω3 con nor-
males exteriores n1,n2 y n3
respectivamente.

x

t

u=1

x=t
u=x/t

Ω

Ω

Ω

n
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2
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I3 =
∫

Ω∩{x=t}
φ

( 1
2
1

)
·
(
−1
1

)
dSx,t√

2
+
∫

Ω∩{t=0}
φ

( 1
2
1

)
·
(

0
−1

)
dSx,t

=
∫

Ω∩{x=t}
φ

dSx,t

2
√

2
−
∫

Ω∩{t=0}
1 ·φ dSx,t .

De esta manera
Î = I1 + I2 + I3 =−

∫
Ω∩{t=0}

1 ·φ dSx,t .

Parametrizando en {t = 0} por dSx,t = dx, y dado que la condición inicial es tal que u0 = 1
para x > 0 y u0 = 0 para x < 0, reconocemos que

Î =−
∫ +∞

0
u0(x)φ(x,0)dx−

∫ 0

−∞

u0(x)φ(x,0)dx =−
∫ +∞

−∞

u0(x)φ(x,0)dx =−I0,

ya que φ se anula fuera de Ω . Ası́, hemos probado que I = Î + I0 = 0 para toda función de
prueba φ ∈ C∞

0 (R×R;R), es decir, la onda de rarefacción (2.56) es una solución débil de
(2.51) con condición inicial (2.54). ut

Como corolario a esta observación obtenemos que las soluciones débiles no son únicas,
ya que tanto la onda de rarefacción (2.56), como la onda de choque discontinua (2.55) son
soluciones débiles de (2.51) con condición inicial (2.54). Más aún, es posible construir un
número infinito de soluciones débiles del mismo problema. En efecto, sea cualquier α ∈ [0,1]
y definamos las funciones (parametrizadas por α)

uα(x, t) =


0 , x < α

2 t,
α , α

2 t ≤ x < αt,
x/t , αt ≤ x < t,
1 , t ≤ x.

(2.57)

Es posible demostrar que uα es una solución débil de (2.51) y (2.54) para cada α ∈ [0,1] (ver
ejercicio 2.1).

La definición de solución débil es, por lo tanto, muy general. El siguiente ejemplo muestra
un número infinito de soluciones incluso con condiciones iniciales suaves. Consideremos
nuevamente la ecuación de Burgers no viscosa (2.51), pero ahora con condición inicial trivial
u0 ≡ 0. Existe una solución clásica trivial a este problema dada por u(x, t)≡ 0. Sin embargo,
para cada β > 0, la siguiente función

uβ (x, t) =


0 , x <−β t,
−2β , −β t < x < 0,
2β , 0 < x < β t,
0 , β t < x,

(2.58)

es una solución débil no trivial del mismo problema de Cauchy, como el lector puede verificar
directamente (ejercicio 2.2).
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Observación 2.12. En este punto, es preciso hacer un comentario sobre la importancia de
mantener la forma conservativa de las ecuaciones en lo que respecta a soluciones débiles.
Consideremos una onda de choque para la ecuación de Burgers (2.51) en forma conservativa,
que conecta a dos estados constantes uL y uR, uL 6= uR, y que se propaga con una velocidad
determinada por la condición de Rankine-Hugoniot

s = 1
2 (uL +uR). (2.59)

Multiplicando la ecuación de Burgers (2.51) por u obtenemos una nueva ley de conservación
para 1

2 u2 dada por ( 1
2 u2)

t +
( 1

3 u3)
x = 0. (2.60)

Si las soluciones son clásicas, las ecuaciones (2.51) y (2.60) son equivalentes. La ecuación
(2.60) no es, sin embargo, válida para soluciones débiles de (2.51). De otra manera, una onda
de choque que conecta a los mismos estados uL y uR tendrı́a una velocidad dada por

s =
1
3 (u

3
R−u3

L)
1
2 (u

2
R−u2

L)
=

2
3

u2
R +uRuL +u2

L
uR +uL

,

contradiciendo (2.59). Es decir, una onda de choque no conserva u y 1
2 u2 simultáneamente.

Como hemos visto, la definición de solución débil es poco restrictiva, ya que no garantiza
unicidad. Por lo tanto, es necesario considerar nuevos criterios de admisibilidad que restrinjan
la clase de soluciones débiles, y que, posiblemente, garanticen su unicidad. En la siguiente
sección discutiremos algunos de estos criterios, los cuales serán estudiados con detalle en el
capı́tulo 3, sección 3.2.

2.4.4. Condiciones de entropı́a

La no unicidad de soluciones débiles no es admisible ni desde el punto de vista matemáti-
co, ni desde el punto de vista fı́sico. Para tener una teorı́a aceptable es necesario que la so-
lución encontrada (si es el caso) sea única y continua con respecto a los datos iniciales, es
decir, que el problema de Cauchy esté bien planteado, o que satisfaga:

1. Para datos iniciales dados en un cierto espacio Y , el problema de Cauchy admite una
solución en el espacio Z que está contenido en L∞(R;Y ).

2. Dicha solución es única.
3. El mapeo Y → Z que lleva los datos iniciales a la solución es un mapeo continuo.

Si un problema satisface los puntos anteriores, se dice que está bien planteado en el sentido
de Hadamard [92].

A la fecha, no se ha podido demostrar que el problema de Cauchy para un sistema general
de leyes de conservación de la forma (2.4) está bien planteado en el sentido de Hadamard,
es decir, no se cuenta con una teorı́a matemática completa. Sin embargo, como veremos más
adelante, para garantizar unicidad de la solución en el caso escalar (y en el caso de algunos
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sistemas) vamos a requerir la imposición de condiciones adicionales que en numerosos casos
están motivadas por problemas de la fı́sica, esto es, sus definiciones provienen de meca-
nismos para seleccionar, de entre las numerosas posibles soluciones débiles a un sistema,
aquélla solución que sea fı́sicamente admisible. En el caso de la ecuación de Burgers no
viscosa, por ejemplo, es preciso encontrar condiciones que nos permitan distinguir entre las
soluciones débiles (2.55) (onda discontinua) y (2.56) (onda de rarefacción), las cuales tienen
la misma condición inicial (2.54). Hemos denominado a la solución discontinua (2.55) como
una onda sin significado fı́sico (ver figura 2.7), ya que no satisface ninguno de los criterios que
mencionaremos a continuación y que estudiaremos con más detalle en el capı́tulo siguiente.

Observemos los frentes representados en las figuras 2.6 y 2.7. Aunque ambos son disconti-
nuidades que se propagan con la misma velocidad, notamos que tienen propiedades geométri-
cas diferentes. En la figura 2.6 se observa que las caracterı́sticas aparentan “entrar” en la dis-
continuidad, mientras que en la figura 2.7 las caracterı́sticas “salen” de la misma. Esta obser-
vación tiene la siguiente interpretación. Si las caracterı́sticas salen del frente, la discontinui-
dad es inestable bajo perturbaciones, en el sentido de que existen puntos (x, t) ∈R× (0,+∞)
tales que si dibujamos la caracterı́stica que pasa por dichos puntos “de regreso” en el tiempo,
nos cruzamos con la discontinuidad, violando ası́ la unicidad de la solución. Sin embargo,
en el caso en el que las caracterı́sticas entran en la discontinuidad, para cada punto fuera de
ella, la caracterı́stica que pasa por dicho punto no intersecta ninguna otra para tiempos me-
nores y corta al eje {t = 0} en algún punto (x0,0). Estas observaciones motivan la siguiente
definición.

Definición 2.13 (condición de entropı́a de Lax [124], versión escalar). Una discontinuidad
propagándose con velocidad s que satisface la condición de Rankine-Hugoniot se dice que
satisface la condición de entropı́a de Lax si

f ′(uR)≤ s≤ f ′(uL). (2.61)

Notemos, en particular, que la onda de choque (2.53) satisface la condición de entropı́a de
Lax,

0 = uR = f ′(uR)< s =
1
2
< 1 = uL = f ′(uL),

mientras que (2.55), no:

f ′(uL) = uL = 0 < s =
1
2
< 1 = uR = f ′(uR).

Por otra parte, si f es estrictamente convexa, f ′′(u)> 0, entonces (2.61) se reduce a pedir que
uL > uR. Otra condición de entropı́a es la siguiente:

Definición 2.14 (condición de entropı́a de Lax-Oleı̆nik [124, 176]). u es una solución
entrópica si todas las discontinuidades satisfacen

f (u)− f (uR)

u−uR
≤ s≤ f (u)− f (uL)

u−uL
, (2.62)

para todo u entre uL y uR.
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La condición (2.62) es más general que (2.61), ya que la primera implica la segunda. De
hecho, si f es convexa entonces ambas condiciones son equivalentes. En el caso convexo
tenemos otra condición de entropı́a, muy útil en aplicaciones, la cual se debe a Oleı̆nik [175,
176]:

Definición 2.15 (condición de entropı́a de Oleı̆nik). Si f es estrictamente convexa, f ′′ > 0,
se dice que u es una solución entrópica si existe una constante C > 0 tal que para toda a > 0
y toda t > 0, x ∈ R, se tiene que

u(x+a, t)−u(x, t)
a

<
C
t
. (2.63)

La condición de Oleı̆nik se puede interpretar geométricamente de la siguiente manera. Si
fijamos t > 0 y tomamos x real que va de−∞ a +∞, un posible salto o discontinuidad en u sólo
puede ser decreciente, es decir, en dirección de la discontinuidad. Ésta propiedad en la que
los saltos pueden tener sólo una dirección, nos recuerdan cantidades con significado fı́sico,
como la entropı́a, que sólo pueden experimentar cambios con signo definido. Naturalmente,
la solución (2.53) para la ecuación de Burgers no viscosa satisface la condición de Oleı̆nik,
ya que,

1
t
>

u(x+a, t)−u(x, t)
a

=

{
0 , si x+a < 1

2 t ó 1
2 t ≥ x

−1/a , si x < 1
2 t ≤ x+a,

para toda t > 0 y toda a > 0; mientras que la solución débil (2.55) viola la condición (2.63):
en efecto, tomemos a = ε con 0 < ε � 1 suficientemente pequeño y sea el punto (x, t) =
(1− 1

2 ε,2). La condición (2.63) implica que

u(x+a, t)−u(x, t) = u(1+ 1
2 ε,2)−u(1− 1

2 ε,2) = 1≤ 1
2Cε;

tomando ε → 0+ obtenemos una contradicción.

Observación 2.16. Las condiciones de entropı́a descritas en esta sección fueron definidas
sólo para leyes de conservación escalares (n = 1). El la sección 3.2 se discuten con mayor
detalle dichas condiciones y, en particular, se demuestra que son equivalentes entre sı́ en el
caso estrictamente convexo, es decir, cuando f ′′(u) ≥ δ > 0 para todo u. La consecuencia
más importante de imponer una condición de entropı́a es la unicidad de la solución débil al
problema de Cauchy en la clase de soluciones entrópicas.

2.5. Hiperbolicidad y simetrizabilidad

De la teorı́a de ecuaciones diferenciales parciales, es un hecho conocido que la hiperboli-
cidad de un sistema de ecuaciones lineales de primer orden es necesaria para que el problema
de Cauchy esté bien planteado (ver [103, 56]). De la misma manera, para obtener existencia
de soluciones a sistemas de leyes de conservación es necesario definir lo que entendemos por
hiperbolicidad del sistema (2.4). En el caso de una ecuación escalar lineal de la forma (2.31),
con a > 0 constante, vimos que ésta admitı́a una solución (de hecho, la solución) en forma
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de onda viajera (2.33), donde u0 es la condición inicial. Igualmente, podemos preguntarnos
bajo qué condiciones un sistema nolineal de leyes de conservación de la forma (2.4) admite
soluciones en forma de onda viajera. Nos interesa que la solución sea de clase C1 fuera de una
discontinuidad, por lo que podemos suponer que u es una solución suave. De este modo, lejos
de una eventual discontinuidad, la solución debe satisfacer el siguiente sistema cuasilineal,

ut +
d

∑
j=1

A j(u)ux j = 0, (2.64)

donde A j(u) = D f j(u) : Ω → Rn×n denota la matriz jacobiana de f j con respecto de u, es
decir,

A j(u) =

∂u1 f j
1 (u) · · · ∂un f j

1 (u)
...

...
∂u1 f j

n (u) · · · ∂un f j
n (u)

 ∈ Rn×n.

Vamos a usar esta notación por el resto del capı́tulo. Supongamos que existen soluciones a
(2.4) en forma de onda viajera, a saber,

u(x, t) = ū(x ·ξ − st), (2.65)

donde ū : R→ Rn es una función continuamente diferenciable en una variable, ξ ∈ Rd\{0}
es la dirección de propagación de la onda, y s ∈ R es su velocidad. Tenemos, por lo tanto, un
frente plano de la forma x · ξ − st = 0 en el espacio tiempo que se propaga con velocidad s.
Sustituyendo (2.65) en el sistema cuasi-lineal (2.64) obtenemos

− sū′(x ·ξ − st)+
d

∑
j=1

ξ jA j(ū(x ·ξ − st))ū′(x ·ξ − st) = 0. (2.66)

Definamos la matriz

A(u,ξ ) :=
d

∑
j=1

ξ jA j(u). (2.67)

La ecuación (2.66) sugiere que ū′ debe ser un vector propio de la matriz A(ū,ξ ) con valor
propio s. En otras palabras, para tener velocidades reales de propagación, los valores pro-
pios de A(u,ξ ) deben ser reales. Por ende, la definición de hiperbolicidad de un sistema de
n ecuaciones estará relacionada con la posibilidad de encontrar n ondas (o frentes) distintos
que se propagan en cualquier dirección ξ del espacio fı́sico con una cierta velocidad carac-
terı́stica determinada por un valor propio (real) de la matriz A(u,ξ ). El vector propio asociado
especifica la dirección de la amplitud de dicha onda.
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2.5.1. Sistemas hiperbólicos

Definición 2.17. El sistema de leyes de conservación (2.4) es llamado hiperbólico en un es-
tado u ∈Ω , si para todo ξ ∈Rd , ξ 6= 0, la matriz A(u,ξ ) definida en (2.67) es diagonalizable
sobre R. En ese caso, los valores propios de A(u,ξ ) son reales y semi-simples, que denotamos
como

λ1(u,ξ )≤ . . .≤ λn(u,ξ ).

Si los valores propios son, además, todos distintos, entonces decimos que el sistema es es-
trictamente hiperbólico en u. Si el sistema es hiperbólico (respectivamente, estrictamente
hiperbólico) para todo estado u ∈ Ω entonces se dice que es hiperbólico (respectivamente,
estrictamente hiperbólico) en todo Ω . Los valores propios λ j(u,ξ ) de un sistema hiperbólico
son llamados también velocidades caracterı́sticas del sistema en el estado u∈Ω en dirección
ξ ∈ Rd , ξ 6= 0.

Observación 2.18. Un valor propio de una matriz A se denomina semi-simple si sus multi-
plicidades algebraica y geométrica coinciden4. Por lo tanto, A es diagonalizable sobre R si y
sólo si sus valores propios son todos reales y semi-simples. La condición de semi-simplicidad
de los valores propios de un sistema hiperbólico tiene una interpretación fı́sica, pues garantiza
que para cada valor propio con multiplicidad algebraica, digamos, k≥ 0, es posible encontrar
k vectores propios linealmente independientes; dicho de otro modo, existen k ondas diferentes
asociadas a dicha velocidad caracterı́stica, tal y como lo sugiere la ecuación (2.66). En este
sentido, un bloque simple de Jordan no es hiperbólico, pues es imposible completar una base
de vectores propios asociados al valor propio. De este modo, la definición de hiperbolicidad
se puede reformular como la propiedad de A(u,ξ ) de tener todos sus valores propios reales y
una base de n vectores propios linealmente independientes.

Observación 2.19 (hiperbolicidad estricta). Si el sistema es estrictamente hiperbólico en-
tonces existen vectores propios r1(u,ξ ), . . . ,rn(u,ξ )∈Rn×1 que generan todo Rn y satisfacen

A(u,ξ )r j(u,ξ ) = λ j(u,ξ )r j(u,ξ ),

para toda 1 ≤ j ≤ n, y todo u ∈ Ω ,ξ ∈ Rd ,ξ 6= 0, en donde λ j 6= λk si j 6= k. Dado que
toda matriz real y su adjunta tienen el mismo espectro, introducimos los vectores propios
izquierdos, l j(u,ξ ) ∈ R1×n, tales que,

l j(u,ξ )A(u,ξ ) = λ j(u,ξ )l j(u,ξ ),

para toda 1≤ j ≤ n, y todo u ∈Ω ,ξ ∈Rd ,ξ 6= 0. En este caso también se cumple la relación

lk(u,ξ )r j(u,ξ ) = 0, si k 6= j,

en virtud de que λk(lkr j) = lkAr j = lkλ jr j = λ j(lkr j) implica que (λk−λ j)lkr j = 0, o sim-
plemente, lkr j = 0, si k 6= j. Del mismo modo, l j(u,ξ )r j(u,ξ ) 6= 0 para todo u,ξ y j.

4 recordemos que la multiplicidad geométrica es la dimensión del núcleo de A−λ I, mientras que la multipli-
cidad algebraica es el orden de λ como raı́z del polinomio caracterı́stico (véase [130]).
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La siguiente proposición garantiza que la definición de hiperbolicidad es invariante bajo
cambios suaves de coordenadas.

Proposición 2.20. Sea u ∈ Ω . Sea Φ : Ω → Rn un difeomorfismo suave sobre su rango (es
decir, una función inyectiva y sobre, con derivadas continuas), con inversa Φ−1. Entonces, el
sistema (2.4) es hiperbólico si y sólo si w=Φ(u) satisface el sistema hiperbólico cuasi-lineal

wt +
d

∑
j=1

Ã j(w)wx j = 0, (2.68)

en Rd× [0,+∞), donde Ã j(w) = DuΦ(Φ−1(w))A j(Φ−1(w))DwΦ−1(w) y A j(u) = Du f j(u),
para todo u ∈Ω , w ∈Φ(Ω).

Demostración. Sea u ∈ Ω . La hiperbolicidad del sistema (2.4) en u está relacionada con la
hiperbolicidad del sistema cuasi-lineal

ut +
d

∑
j=1

A j(u)ux j = 0.

Φ es invertible y suave. Por lo tanto, si w = Φ(u) entonces tenemos que ut = DwΦ−1(w)wt ,
y ux j = DwΦ−1(w)wx j . Sustituyendo,

DwΦ
−1(w)wt + ∑

j=1
A j(Φ−1(w))DwΦ

−1(w)wx j = 0.

En vista de que (DwΦ−1(w))−1 = DuΦ(Φ−1(w)), si multiplicamos la ecuación anterior por
DuΦ(Φ−1(w)) se obtiene (2.68). Para verificar que el sistema cuasi-lineal (2.68) es un sis-
tema hiperbólico si y sólo si el sistema (2.4) es hiperbólico, basta con hacer notar que las
matrices A(u,ξ ) y

Ã(w,ξ ) =
d

∑
j=1

ξ jÃ j(w),

son similares, dado que Ã(Φ(u),ξ ) = DuΦ(u)A(u,ξ )(DuΦ(u))−1; por lo tanto, tienen el
mismo espectro, y si una es diagonalizable sobre R, la otra también. Los valores propios de
Ã(w,ξ ) están dados por λ j(Φ

−1(w),ξ ), donde λ j(u,ξ ) denota un valor propio de A(u,ξ ).
Por lo tanto, el sistema (2.68) es también hiperbólico. ut

Observación 2.21. En la práctica, esta proposición es muy útil, ya que en muchos casos es
más fácil verificar hiperbolicidad de un sistema cuasi-lineal equivalente que hacerlo directa-
mente, como veremos en algunos ejemplos concretos.
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2.5.2. Ejemplos de sistemas hiperbólicos

Existe una gran cantidad de sistemas hiperbólicos que aparecen frecuentemente en mecáni-
ca de medios continuos. A continuación presentaremos sólo algunos de ellos, los cuales serán
estudiados en secciones subsecuentes.

Ejemplo 2.22 (ecuación escalar). Toda ley de conservación escalar

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = 0

(donde cada función de flujo f j : Ω → R1 es una función escalar y u ∈ R), es hiperbólica.
Aquı́ existe una única velocidad caracterı́stica real dada por

λ (u,ξ ) =
d

∑
j=1

ξ j(d/du) f j(u), ξ ∈ Rd\{0}.

Ejemplo 2.23 (el sistema p). Recordemos sistemas de la forma (2.24) donde p : R→ R es
una función nolineal dada, que satisface p′(v)< 0, p′′(v)> 0, y donde v,w∈R y x∈R, t ≥ 0,
llamados sistemas p. La función de flujo es

f (u) =
(
−w
p(v)

)
donde u = (v,w)> es el vector de variables de estado. La matriz jacobiana del sistema está
dada por

D f (v,w) = A(v,w) =
(

0 −1
p′(v) 0

)
.

Claramente det(A(v,w)−λ I) = λ 2 + p′(v) = 0, por lo que los valores propios son

λ1(v,w) =−
√
−p′(v)< 0 < λ2(v,w) = +

√
−p′(v),

Dado que p′(v) < 0, los valores propios son reales, distintos, y por lo tanto el sistema es
estrictamente hiperbólico. Es fácil comprobar que los vectores propios de A asociados a λ1 y
a λ2 son

r1(v,w) =
(

1√
−p′(v)

)
, y r2(v,w) =

(
1

−
√
−p′(v)

)
,

respectivamente. Los vectores propios izquierdos son

l1(v,w) =
(√
−p′(v), 1

)
, y l2(v,w) =

(
−
√
−p′(v), 1

)
.

Ejemplo 2.24 (ecuaciones de Euler en una dimensión). El sistema de ecuaciones de Euler
para un fluido compresible en una dimensión (2.10) también es un sistema hiperbólico si se
cumplen ciertas hipótesis sobre la función de estado del fluido p = p̂(ρ,e). Supongamos que
la función p̂ satisface:
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p̂ > 0, p̂ρ > 0, p̂ρ > 0. (2.69)

Vamos a aplicar la proposición 2.20 y verificar la hiperbolicidad de (2.10) probando que
un sistema cuasilineal (equivalente para soluciones clásicas) es hiperbólico. Después de al-
gunas manipulaciones algebraicas, es posible escribir (2.10) como el sistema cuasi-lineal
equivalente

ρt + vρx +ρvx = 0,

vt + vvx +
px

ρ
= 0,

et + vex +
pvx

ρ
= 0,

(2.70)

donde px = p̂ρ ρx + p̂eex. El sistema (2.70) tiene la forma Ut +A(U)Ux = 0 donde

U =

ρ

v
e

 , y A(U) =

 v ρ 0
1
ρ

p̂ρ v 1
ρ

p̂e

0 1
ρ

p̂ v

 .

En consecuencia tenemos que

det(A(U)−λ I) = (v−λ )
(
(v−λ )2−ρ

−2 p̂e p̂
)
− p̂ρ(v−λ )

= (v−λ )
(
(v−λ )2−ρ

−2 p̂e p̂− p̂ρ

)
.

Denotemos
c2 = p̂ρ +

p̂ p̂e

ρ2 > 0, (2.71)

la cual es una cantidad positiva en virtud de (2.69). A la raı́z positiva c > 0 se le conoce como
velocidad del sonido. De este modo los valores propios de A(U), o velocidades caracterı́sticas
del sistema, son

λ1 = v− c < λ2 = v < λ3 = v+ c,

por lo cual el sistema es estrictamente hiperbólico.

Observación 2.25 (gas politrópico ideal). Un ejemplo de ecuación de estado que satisface
(2.69) es el de un gas ideal y politrópico. La presión termodinámica de un gas ideal está dada
por p = Rρθ , donde R > 0 es una constante y θ es la temperatura. Si el volumen del gas es
constante, el aumento en la energı́a interna es proporcional al aumento en la temperatura, por
lo que

de
dθ

= cv > 0.

La cantidad cv es el calor especı́fico a volumen constante. Si la presión se mantiene cons-
tante y el gas se expande mientras se añade energı́a, parte de la energı́a hace trabajo en la
expansión, y la otra parte contribuye al aumento en energı́a interna. Por lo tanto,

d(e+ p/ρ)

dθ
= cp,
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donde d(p/ρ) es el trabajo de expansión del gas. La cantidad cp es el calor especı́fico a
presión constante. Para un gas politrópico se asume que cv y cp son constantes, por lo que

e = cvθ , e+
p
ρ
= cpθ .

Se define la razón γ de calores especı́ficos, también conocida como constante adiabática,
como

γ :=
cp

cv
> 1,

la cual es constante y mayor que uno para gases politrópicos5. De este modo, sustituyendo la
ecuación de estado tenemos que

e = cvθ = cpθ/γ = (e+ p/ρ)/γ.

Resolviendo para p obtenemos

p = p̂(e,ρ) = (γ−1)ρe. (2.72)

Claramente p̂ satisface (2.69) ya que γ > 1. Una ecuación de estado de este tipo es llamada
una ley gama para un gas politrópico ideal (ver [40]).

La demostración de hiperbolicidad (mas no la hiperbolicidad estricta) de las ecuaciones
de Euler en una dimensión (ejemplo 2.24) es extrapolable a varias dimensiones espaciales y
se deja al lector como ejercicio (véase el ejercicio 2.3).

Ejemplo 2.26 (hiperelasticidad). Otro sistema de ecuaciones en mecánica de medios conti-
nuos que es hiperbólico si se cumplen ciertas condiciones sobre la relación constitutiva del
material, es el sistema que modela la dinámica de un material hiperelástico (2.20). Como se
vió en la sección 2.2.4, si denotamos U j como la columna j del gradiente de deformación U ,
y σ j como la columna j del tensor de esfuerzos σ = ∂W/∂U , las cantidades conservadas son

u = (U1,U2,U3,V )> ∈ R12,

con funciones de flujo asociadas,

f 1(u) = (V,0,0,σ1(U))>, f 2(u) = (0,V,0,σ2(U))>, f 3(u) = (0,0,V,σ3(U))>,

y donde f j ∈R12 para toda j = 1,2,3. Para cada par de ı́ndices 1≤ i, j≤ 3, i, j fijos, definimos
a las matrices B j

i (U) ∈ R3×3 componente a componente como

(B j
i (U))lk =

∂ 2W
∂Ul j∂ki

,

para cada 1≤ l,k ≤ 3, es decir,

5 por ejemplo, para un gas monoatómico, γ = 5/3; para un gas diatómico, γ = 7/5.
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B j
i (U) =

WU1 jU1i WU1 jU2i WU1 jU3i

WU2 jU1i WU2 jU2i WU2 jU3i

WU3 jU1i WU3 jU2i WU3 jU3i

 .

Es posible demostrar (véase [71]) que las matrices jacobianas A j(u) = D f j(u) ∈ R12×12,
j = 1,2,3, están dadas por

A1(U) =−


0 0 0 I
0 0 0 0
0 0 0 0

B1
1(U) B1

2(U) B1
3(U) 0

 ,

A2(U) =−


0 0 0 0
0 0 0 I
0 0 0 0

B2
1(U) B2

2(U) B2
3(U) 0

 ,

A3(U) =−


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 I

B3
1(U) B3

2(U) B3
3(U) 0

 ,

donde cada elemento de las matrices es un bloque de 3× 3, e I denota a la matriz identidad
de 3×3. Definimos ahora el tensor acústico:

N(ξ ,U) :=
3

∑
i, j=1

ξiξ jB
j
i (U) ∈ R3×3,

para cada ξ ∈ R3 y cada U ∈ R3×3
+ .

Definición 2.27 (condición de Legendre-Hadamard). Decimos que la función de densidad
de energı́a W satisface la condición de Legendre-Hadamard en U si el tensor acústico es
definido positivo para todo ξ ∈ R3, ξ 6= 0, es decir, si

η
>N(ξ ,U)η > 0,

para todo η ∈ R3, η 6= 0.

Lema 2.28. Si W satisface la condición de Legendre-Hadamard en un estado U ∈ R3×3
+ ,

y además, los valores propios del tensor acústico N(ξ ,U) son semi-simples, entonces el
sistema (2.20) es hiperbólico en U.

Demostración. Para cada ξ ∈ R3, sea

A(ξ ,U) =
3

∑
j=1

ξ jA j(U).
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Por inspección de las expresiones de A j(U), notamos que éstas tienen un bloque de ceros
de dimensión 9×9, y ceros en la diagonal. Por ende, λ = 0 es un valor propio múltiple de A.
Supongamos, por lo tanto, que λ 6= 0 es un valor propio de A, es decir,

A(ξ ,U)

(
Ũ
Ṽ

)
= λ

(
Ũ
Ṽ

)
, (2.73)

para cierto (Ũ ,Ṽ )> := (Ũ1,Ũ2,Ũ3,Ṽ )> ∈ R12. Haciendo las operaciones correspondientes
vemos que

A1(U)

(
Ũ
Ṽ

)
=


−Ṽ
0
0

−∑
3
i=1 B1

i (U)Ũi

 ,

A2(U)

(
Ũ
Ṽ

)
=


0
−Ṽ
0

−∑
3
i=1 B2

i (U)Ũi

 ,

A3(U)

(
Ũ
Ṽ

)
=


0
0
−Ṽ

−∑
3
i=1 B3

i (U)Ũi

 ,

y, por lo tanto, la ecuación espectral (2.73) se puede escribir como

ξiṼ +λŨi = 0, i = 1,2,3,
3

∑
i, j=1

ξ jB
j
i (U)Ũi +λṼ = 0.

(2.74)

Multiplicando la segunda ecuación de (2.74) por λ 6= 0 y sustituyendo la primera obtene-
mos

−
3

∑
i, j=1

ξ jξiB
j
i (U)Ṽ +λ

2Ṽ = 0,

lo cual implica que N(ξ ,U)Ṽ = λ 2Ṽ , es decir, λ 2 es un valor propio del tensor acústico,
con vector propio Ṽ . Dado que W satisface la condición de Legendre-Hadamard, los valores
propios de N(ξ ,U) son todos reales y estrictamente positivos, por lo que

λ =±
√

κ,

donde κ > 0 es un valor propio de N(ξ ,U). De este modo los valores propios de A son

λ0(ξ ,U) = 0,

con multiplicidad algebraica igual a seis, y seis valores propios reales
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λ
+
j (ξ ,U) :=+

√
κ j > 0,

λ
−
j (ξ ,U) :=−√κ j < 0,

para j = 1,2,3, donde κ j son los valores propios (semi-simples) de N(ξ ,U). Claramente,
λ0 = 0 también es semi-simple ya que el núcleo de A(ξ ,U) está generado por

(Ũ ,Ṽ ) = (Ũ1,Ũ2,Ũ3,0), donde
3

∑
i, j=1

ξ jB
j
i (U)Ũi = 0,

el cual tiene dimensión igual a seis (véase Dafermos [47], sección 3.3.3). De este modo,
los valores propios del sistema son todos reales y semi-simples, y el sistema es hiperbólico
(nótese, sin embargo, que no es estrictamente hiperbólico). ut

2.5.3. Existencia local

La definición de hiperbolicidad no garantiza que el problema de Cauchy para (2.64) esté
bien planteado, ni siquiera localmente en el tiempo, ni con condiciones iniciales suficiente-
mente suaves (ver Serre [197]). Esta definición es, sin embargo, ampliamente utilizada por su
invariancia bajo cambios suaves de coordenadas (proposición 2.20), y porque, para la clase
especial de sistemas simétricos, el problema de Cauchy está bien planteado localmente. No se
demostrará aquı́ el siguiente teorema, pero remitimos al lector a consultar el artı́culo original
de Kato [105].

Teorema 2.29 (Kato). Sea el problema de Cauchy para el sistema hiperbólico cuasi-lineal

ut +
d

∑
j=1

A j(u)ux j = 0,

u(x,0) = u0(x),

(2.75)

donde u(x, t) ∈ Rn y cada A j(u) es simétrica para todo u y toda j. Si u0 ∈ Hs(Rd ;Rn) con
s> d/2+1, entonces existe un intervalo de tiempo finito [0,T ], con T > 0, tal que el problema
de Cauchy (2.75) tiene una única solución clásica u ∈C1([0,T ];Hs(Rd ;Rn)).

Dado que en el caso de soluciones clásicas los sistemas (2.4) y (2.64) son equivalen-
tes, la proposición 2.29 garantiza la existencia local y la unicidad de soluciones clásicas al
sistema hiperbólico original de leyes de conservación (2.4), siempre y cuando cada matriz
jacobiana A j = D f j, de cada función de flujo f j, con j = 1, . . . ,d, sea simétrica. Por la
invariancia de la hiperbolicidad bajo transformaciones suaves en las variables independientes,
basta con encontrar un cambio de coordenadas que “simetrice” al sistema original, con el fin
de obtener existencia local de soluciones clásicas. Esto motiva el concepto de simetrizabilidad
que exploraremos a continuación.
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2.5.4. Sistemas simetrizables

Recordamos la notación para las matrices jacobianas de las funciones de flujo: A j(u) =
D f j(u), para todo u ∈Ω , j = 1, . . . ,d.

Definición 2.30. El sistema (2.4) es simétrico si las matrices jacobianas de los flujos son
simétricas, es decir, si A j(u)> = A j(u) para todo u ∈Ω , j = 1, . . . ,d.

Definición 2.31. El sistema (2.4) es simetrizable si para todo u ∈ Ω existe una matriz real
S(u) definida positiva y simétrica (y por ende, invertible), tal que las matrices

Â j(u) := S(u)A j(u), j = 1, . . . ,d,

son simétricas para todo u ∈ Ω . A la matriz S(u) se le conoce como un simetrizador del
sistema (2.4).

Lema 2.32. Si el sistema (2.4) es simetrizable entonces es hiperbólico.

Demostración. Supongamos que (2.4) es simetrizable con simetrizador S(u). Denotemos

Â(u,ξ ) := S(u)A(u,ξ ), A(u,ξ ) :=
d

∑
j=1

ξ jA j(u),

para u ∈ Ω , ξ ∈ Rd . De esta forma, Â es una matriz real y simétrica; por lo tanto, sus
valores propios son reales. Dado que S(u) es definida positiva, real y simétrica, tenemos
que w∗S(u)w > 0 para todo w ∈ Cn, w 6= 0. Sea w ∈ Cn un vector propio de A con valor
propio λ ∈ C, w 6= 0. Entonces tenemos que Aw = S−1Âw = λw, o bien, Âw = λSw. Sea
r := w∗Sw > 0. Entonces,

λ r = w∗(λSw) = w∗Âw = (Âw)∗w = (λSw)∗w = λ
∗w∗Sw = λ

∗r.

Dado que r 6= 0 tenemos que λ = λ ∗, esto es, λ ∈R. Ası́ A(ξ ,u) = S(u)−1Â(u,ξ ) tiene valo-
res propios reales. Por otro lado, dado que S > 0 y además, es simétrica, entonces existe una
única S1/2 > 0, también simétrica, tal que S = S1/2S1/2. Dado que SA es simétrica, también
M := S1/2AS−1/2 es simétrica:

M> = (S−1/2SAS−1/2)> = (S−1/2)>(SA)>(S−1/2)> = S−1/2SAS−1/2 = M.

Toda matriz simétrica es diagonalizable, por lo que existe O invertible que diagonaliza a M.
De este modo OS1/2 diagonaliza a A cuyo espectro es real. Por lo tanto el sistema original es
hiperbólico. ut

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.33. Un sistema simétrico es aquél conocido como la ecuación de Burgers com-
pleja [194],
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vt +
1
2 (w

2− v2)x = 0,
wt +(vw)x = 0,

(2.76)

el cual es un sistema de 2×2 para u = (v,w)> ∈ R2 y con función de flujo f (u) = ( 1
2 (w

2−
v2), vw)> = ( f1(v,w), f2(v,w))> ∈ R2. Calculando el jacobiano de f obtenemos

D f (u) =
(
−v w
w v

)
,

el cual es simétrico. El sistema (2.76) resulta de considerar la ecuación escalar

ūt + f̃ (u)x = 0, (2.77)

donde u es una función compleja de (x, t), u(x, t) = v(x, t)+ iw(x, t), ū denota el conjugado
complejo de u, y f̃ (u) es la función de variable compleja definida por

f̃ (u) = 1
2 (w

2− v2)− ivw =: f1(v,w)+ i f2(v,w).

Nótese que f̃ es analı́tica ya que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, f1w =− f2v y
f1v = f2w. Tomando las partes real e imaginaria de la ecuación (2.77) obtenemos el sistema
(2.76). Ecuaciones del tipo (2.77) aparecen en modelos de recuperación de petróleo (véase,
por ejemplo, [194]).

Es posible generalizar este principio y obtener una familia de sistemas simétricos siguien-
do el argumento de Lax [129]: sea f = f (z) una función analı́tica de variable compleja,
z = x+ iy ∈ C, y sea u = u(z, t) una función compleja de (z, t) ∈ C× [0,+∞). Consideremos
la ecuación diferencial parcial

∂t ū+∂z f (u) = 0, (2.78)

donde ∂z denota al operador ∂z =
1
2 (∂x − i∂y). Si denotamos nuevamente u = v(x,y, t) +

iw(x,y, t) y f = f1(v,w) + i f2(v,w), la ecuación (2.78) es equivalente al sistema de 2× 2
en dos variables espaciales(

v
w

)
t
+ 1

2

(
f1(v,w)
− f2(v,w)

)
x
+ 1

2

(
f2(v,w)
f1(v,w)

)
y
= 0.

Calculando los jacobianos de las funciones de flujo obtenemos

A1 = 1
2

(
f1v f1w
− f2v − f2w

)
, A2 = 1

2

(
f2v f2w
f1v f1w

)
,

los cuales son claramente simétricos gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Ejemplo 2.34. Consideremos el sistema de ecuaciones de Euler para un gas compresible en
el caso barotrópico [229],

ρt +(ρv)x = 0,

(ρv)t +(ρv2 + p)x = 0,
(2.79)
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que es un caso especial de las ecuaciones de Euler (2.10), en el que la energı́a interna e per-
manece constante. Aquı́ ρ > 0, v y p son la densidad, velocidad y presión, respectivamente.
Supongamos que p = p̂(ρ) es la ecuación de estado barotrópica, donde p̂ : R+→ R es una
función diferenciable que satisface la condición p̂′(ρ) > 0 (caso particular de la condición
p̂ρ > 0 en (2.69) para e constante). Las variables conservadas y la función de flujo del sistema
(2.79) son

u =

(
ρ

ρv

)
=:
(

u1
u2

)
, y f (u) =

(
ρv

ρv2 + p̂(ρ)

)
=

(
u2

u2
2/u1 + p̂(u1)

)
, (2.80)

respectivamente. Por lo tanto el jacobiano de f está dado por

A(u) = D f (u) =
(

0 1
−u2

2/u2
1 + p̂′(u1) 2u2/u1

)
=

(
0 1

−v2 + p̂′(ρ) 2v

)
. (2.81)

Definiendo la matriz

S(u) =
(

p̂′(ρ)+ v2 −v
−v 1

)
,

obtenemos un simetrizador del sistema (2.79). En efecto, claramente S(u) es simétrica y
además

S(u)A(u) =
(
−v(p̂′(ρ)− v2) p̂′(ρ)− v2

p̂′(ρ)− v2 v

)
es una matriz simétrica. S(u) es definida positiva ya que para todo η ∈ R2, η 6= 0, la forma
cuadrática

η
>S(u)η = η

2
1 p̂′(ρ)+(vη1−η2)

2 > 0,

es estrictamente postiva para todo (ρ,v) con ρ > 0. El sistema (2.79) es simetrizable y, por
ende, hiperbólico.

Es posible demostrar que todo sistema hiperbólico en una dimensión espacial (d = 1)
es simetrizable (ejercicio 2.6). El siguiente ejemplo debido a Lax [125] muestra que para
dimensiones d ≥ 2, no todo sistema hiperbólico es simetrizable, por lo cual la implicación
inversa del lema 2.32 es, en general, falsa.

Ejemplo 2.35 (Lax). Consideremos el siguiente sistema lineal de la forma

ut +A0ux +B0uy = 0, (2.82)

donde las matrices A0 y B0 son simétricas y constantes, dadas por

A0 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , B0 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

y u∈R3, es decir, tenemos un sistema con n = 3 y d = 2. El sistema es hiperbólico, simétrico
y lineal, con la propiedad de que cada combinación lineal de la forma ξ1A0 + ξ2B0 con ξ =
(ξ1,ξ2) ∈ R2, |ξ | = 1 tiene como valores propios a −1, 0 y 1, lo cual puede ser verificado
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fácilmente. Dado que el conjunto de matrices con valores propios reales y distintos es abierto,
se deduce que para cualquier matriz real C∈R3×3 y para cada ε > 0 suficientemente pequeño,
todas las combinaciones lineales de A0 y B := B0 + εC también tienen valores propios reales
y distintos. Por lo tanto todos los sistemas de la forma

ut +A0ux +(B+ εC)uy = 0,

con ε > 0 pequeño, son estrictamente hiperbólicos. La idea es mostrar que para una C apro-
piada, el sistema no es simetrizable.

Argumentando por contradicción, supongamos que existe un simetrizador S, definido po-
sitivo, simétrico, tal que SA0 y SB son simétricas. En particular, SA0S−1 y SBS−1 son simétri-
cas. Sea Q la matriz unitaria, con Q>Q = I, que diagonaliza a SA0S−1. Definamos T := S−1Q
y A := T−1A0T . De este modo, A = Q−1SA0S−1Q es diagonal. Siendo A y A0 similares y
diagonales, tienen los mismos valores propios y además, podemos suponer sin pérdida de
generalidad6 que A = A0. Ası́, concluı́mos que

T−1A0T = A0,

es decir, A0 y T conmutan. De aquı́ se sigue que T tiene los mismos vectores propios que A0
y que, por lo tanto, T también es diagonal. De este modo denotamos

T = diag(t1, t2, t3), B =

b11 · · · b13
...

. . .
...

b31 · · · b33

 .

Por otro lado sabemos que SBS−1 es simétrica. Ası́, siendo Q unitaria tenemos que
T−1BT = Q>SBS−1Q es simétrica. En virtud de que T es diagonal, es fácil verificar que
T−1BT es simétrica si y sólo si

b21b32b13 = b12b23b31.

Dado que B = B0 + εC, esta condición es equivalente a

c32c13 + εc21c32c13 = c23c31 + εc12c23c31.

Es posible, sin embargo, escoger C de modo que esta condición no se satisface: por ejem-
plo, tomando c32c13 6= c23c31 y ε suficientemente pequeño obtenemos una contradicción. En
conclusión, el sistema es hiperbólico, pero no es simetrizable.

Esta elegante demostración se debe a Lax [125], y constituye el ejemplo clásico de que
hiperbolicidad no implica simetrizabilidad (ver [18]).
6 los valores propios no necesariamente están en el mismo orden, pero es posible escribir A en la forma de A0
mediante una transformación unitaria trivial de cambio de base que se incorpora a T .
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2.6. Entropı́a y flujo de entropı́a

En esta sección se introducirá un concepto fundamental en la teorı́a de leyes de conser-
vación: el de par de entropı́a. La definición de entropı́a que manejaremos se debe a Lax
[128, 127] y es un tanto contra-intuitiva, ya que corresponde a una entropı́a matemática, la
cual, usualmente, es el negativo de la entropı́a fı́sica (por ejemplo, la entropı́a termodinámica
en el caso de las ecuaciones de Euler) de los sistemas bajo consideración.

2.6.1. Definición de función de entropı́a

Consideremos un sistema de leyes de conservación de la forma (2.4) con (x, t) ∈ Rd ×
[0,+∞), u(x, t) ∈Ω ⊆Rn, Ω abierto y acotado, f j : Ω → Rn de clase C2, j = 1, . . . ,d, y con
condición inicial,

u(x,0) = u0(x), (2.83)

en t = 0. En diversos ejemplos en mecánica, las soluciones clásicas a sistemas del tipo (2.4)
satisfacen una ecuación suplementaria de la forma

E(u)t +
d

∑
j=1

Ψ
j(u)x j = 0, (2.84)

donde E : Ω→R es una función estrictamente convexa y Ψ : Ω→Rd×1, Ψ = (Ψ 1, . . . ,Ψ d)>

es un vector de funciones de flujo, donde cada Ψ j es una función escalar. A la función E(u) se
le conoce como función de entropı́a, y a las funciones Ψ se les denomina flujos de entropı́a.

Supongamos que u es una solución de clase C1 de (2.4). Podemos entonces preguntar-
nos, ¿bajo qué condiciones satisface u una ley de conservación adicional de la forma (2.84)?
Vamos a denotar a los gradientes de E y de Ψ j como

DE(u) = (Eu1 , . . . ,Eun)
> ∈ Rn×1, y, DΨ

j(u) = (Ψ j
u1
, . . . ,Ψ j

un)
> ∈ Rn×1,

respectivamente, para cada j = 1, . . . ,d y todo u ∈ Ω . Si u es solución de clase C1 de (2.4)
entonces multiplicando por DE> por la izquierda obtenemos

0 = DE(u)>(ut +
d

∑
j=1

A j(u)ux j) = E(u)t +
d

∑
j=1

DE(U)>A j(u)ux j .

Por lo tanto si se cumplen las relaciones

DE(u)>A j(u) = DΨ
j(u)>, j = 1, . . . ,d, (2.85)

para todo u ∈Ω , entonces la ley de conservación (2.84) se satisface.

Definición 2.36 (par de entropı́a). Una función real y convexa E : Ω → R de clase C1 es
denominada función de entropı́a del sistema (2.4) si existen d funciones Ψ j : Ω → R, j =
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1, . . . ,d, de clase C1, llamadas flujos de entropı́a tales que se satisfacen (2.85) para todo
u ∈ Ω . Al par (E,Ψ) se le conoce como par de entropı́a. Nótese que, en particular, toda
solución clásica de (2.4) satisface la ecuación (2.84).

Observación 2.37. (a) La relación (2.84) no es cierta para soluciones débiles de (2.4), ya
que si u tiene una discontinuidad Σ , (2.84) induce una relación adicional de salto de tipo
Rankine-Hugoniot de la forma

nt [E(u)]+
d

∑
j=1

n j[Ψ
j(u)] = 0,

sobre Σ . En general, soluciones débiles no son de clase C1, debido a la formación de ondas de
choque, y la igualdad (2.84) no es válida. La idea, para soluciones débiles, es la de sustituir
(2.84) por la desigualdad

E(u)t +
d

∑
j=1

Ψ
j(u)x j ≤ 0, (2.86)

en R× (0,+∞), en el sentido distribucional.
(b) En aplicaciones concretas, muchas veces la entropı́a matemática E(u) es el negativo de

la entropı́a fı́sica. La desigualdad (2.86) significa que dicha entropı́a evoluciona en el tiempo
de acuerdo al flujo Ψ , pero que también puede tener saltos de un solo signo.

(c) Análogamente a la definición de solución débil, dado un par de entropı́a (E,Ψ) pode-
mos extender la desigualdad (2.86) a una desigualdad de tipo integral. Multiplicando (2.86)
por una función de prueba7

ϕ ∈D+ := {ϕ ∈C∞
0 (Rd×R;R) : ϕ ≥ 0},

e integrando por partes, tal como lo hicimos para definir soluciones débiles, llegamos a la
relación integral

∫ +∞

0

∫
Rd

ϕtE(u)+
d

∑
j=1

ϕx jΨ
j(u)dxdt +

∫
Rd

ϕ(x,0)E(u0)dx ≥ 0. (2.87)

(d) Notemos que las ecuaciones (2.85) son un sistema de n ecuaciones diferenciales (para
cada j), con dos funciones desconocidas: E y Ψ j, el cual no tiene solución en general por es-
tar sobredeterminado. No obstante, existen importantes ejemplos de sistemas para los cuales
existen soluciones no triviales a (2.85), por ejemplo, las ecuaciones de Euler para gases com-
presibles. Existe también una clase general de ecuaciones donde existe siempre una solución
a (2.85) y, en consecuencia, contamos con una función de entropı́a: los sistemas simétricos
(ver lema 2.40 a continuación).

Observación 2.38. Tal vez el lector se pregunte: ¿cuál es la relación entre las “condiciones
de entropı́a” para ecuaciones escalares que se definieron en la sección 2.4.4 con el concepto

7 nótese que la clase de funciones de prueba que consideramos para la definición de solución débil es C∞
0 (R×

R;Rn), mientras que en (2.87) las funciones de prueba son funciones escalares no negativas (para conservar
el sentido de la desigualdad).
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de par de entropı́a de la definición 2.36? En el caso escalar, ambas definiciones son práctica-
mente equivalentes, y la relación entre ellas se estudiará detalladamente en la sección 3.2 del
siguiente capı́tulo.

2.6.2. Entropı́a e hiperbolicidad

En esta sección vamos a relacionar los conceptos de entropı́a con la clase de sistemas si-
metrizables. Comenzaremos estudiando el caso particular de los sistemas simétricos, y para
ello necesitamos un lema elemental de cálculo.

Lema 2.39 (Lema de Poincaré). Si el sistema (2.4) es simétrico entonces existen funciones
g j : Ω → R de clase C1, j = 1, . . . ,d, tales que

Dg j(u) = f j(u), j = 1, . . . ,d, (2.88)

para todo u ∈Ω .

Demostración. Basta con probar que si ψ : Ω ⊆ Rn → Rn, de clase C1 es tal que Dψ(u)
es simétrico, entonces podemos construir g : Ω → R de clase C1 tal que Dg(u) = ψ(u).
Definimos

g(u) =
∫ u j

u∗
ψ j(u1, . . . , ũ j, . . . ,un)dũ j.

De esta manera, gu j = ψ j, y para k 6= j, dado que Dψ(u) es simétrico, tenemos que

∂g
∂uk

=
∫ u j

u∗

∂ψ j

∂uk
(u1, . . . , ũ j, . . . ,un)dũ j

=
∫ u j

u∗

∂ψk

∂u j
(u1, . . . , ũ j, . . . ,un)dũ j

= ψk(u1, . . . ,u j, . . . ,un)+C,

con C constante, la cual podemos elegir C = 0. Por lo tanto, Dg(u) = ψ(u), y g es de clase
C1. ut

Lema 2.40. Para un sistema simétrico, la función convexa E(u) = 1
2 |u|2 es una función de

entropı́a asociada a los flujos de entropı́a Ψ j(u) = −g j(u)+ u> f j(u), j = 1, . . . ,d, donde
g j : Ω → R es tal que Dg j = f j.

Demostración. Dado que el sistema es simétrico, aplicando el lema de Poincaré concluimos
que existen d funciones g j : Ω → R tales que Dg j(u) = f j(u) para cada j = 1, . . . ,d. Clara-
mente, DE(u) = u. Por lo tanto

DΨ
j(u)> =−Dg j(u)>+ f j(u)>+u>A j(u) = DE(u)>A j(u), j = 1, . . . ,d; u ∈Ω .

ut
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Proposición 2.41 (Friedrichs-Lax [76]). Supongamos que (2.4) es un sistema de leyes de
conservación donde u toma valores en Ω ⊂ Rn, abierto, acotado y conexo. Si existe una
función de entropı́a E : Ω → R de clase C2 y estrictamente convexa, entonces el sistema es
simetrizable. Asimismo, si E : Ω → R es una función estrictamente convexa de clase C2 tal
que las matrices D2E(u)A j(u), j = 1, . . . ,d, son simétricas para todo u ∈ Ω , entonces E es
una función de entropı́a del sistema (2.4).

Demostración. Primero supongamos que E es una función de entropı́a estrictamente convexa
y de clase C2. Entonces existen flujos de entropı́a Ψ j : Ω → R, j = 1, . . . ,d, tales que las
condiciones (2.85) se cumplen para todo u ∈ Ω . Componente a componente, las relaciones
(2.85) se escriben como

n

∑
l=1

∂E
∂ul

∂ f j
l

∂uk
=

∂Ψ j

∂uk
,

para todo 1≤ k≤ n y todo 1≤ j≤ d. Diferenciando con respecto a um, para cierto 1≤m≤ n,
tenemos

n

∑
l=1

∂ 2E
∂um∂ul

∂ f j
l

∂uk
=

∂ 2Ψ j

∂um∂uk
−

n

∑
l=1

∂E
∂ul

∂ 2 f j
l

∂um∂uk
=: G j

k,m(u). (2.89)

Dado que Ψ j y f j son de clase C2 en un dominio conexo, las matrices G j (cuya com-
ponente (k,m) está definida por (2.89)) son simétricas. Por lo tanto, G j

k,m = G j
m,k, y el lado

izquierdo de la ecuación (2.89) también es simétrico, es decir,

n

∑
l=1

∂ 2E
∂um∂ul

∂ f j
l

∂uk
=

n

∑
l=1

∂ 2E
∂uk∂ul

∂ f j
l

∂um
,

o lo que es lo mismo, (D2E(u)D f j(u))> =D2E(u)D f j(u), para todo u∈Ω y toda 1≤ j≤ d.
Ası́, S(u) = D2E(u) es un simetrizador para las ecuaciones (2.4). El sistema es, por lo tanto,
simetrizable.

Ahora supongamos que las matrices D2E(u)A j(u) son simétricas. Definimos las funciones

g j(u) = DE(u)>D f j(u) : Ω → R1×n.

Dado que las matrices D2E(u)D f j(u) son simétricas, tenemos que para toda 1≤ m,k ≤ n,

∂g j
k

∂um
=

∂

∂um

(
n

∑
l=1

∂E
∂ul

∂ f j
l

∂uk

)
=

n

∑
l=1

∂ 2E
∂um∂ul

∂ f j
l

∂uk
+

∂E
∂ul

∂ 2 f j
l

∂um∂uk

=
n

∑
l=1

∂ 2E
∂uk∂ul

∂ f j
l

∂um
+

∂E
∂ul

∂ 2 f j
l

∂uk∂um
=

∂

∂uk

(
n

∑
l=1

∂E
∂ul

∂ f j
l

∂um

)
=

∂g j
m

∂uk
.

Por el lema de Poincaré, existen flujos de entropı́a Ψ j : Ω → R tales que DΨ j = g j, o equi-
valentemente, DE(u)>D f j(u) = DΨ j(u)>. Por lo tanto (E,Ψ) es un par de entropı́a para el
sistema (2.4). ut
Observación 2.42. Nótese que la existencia de una función de entropı́a E estrictamente con-
vexa implica que el sistema es simetrizable, y en consecuencia, hiperbólico. Aquı́ convexidad
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estricta significa que la matriz Hessiana de E es definida positiva, D2E(u) > 0, simétrica, y
por ende actúa como simetrizador del sistema.

Lema 2.43. Una condición necesaria y suficiente para que el sistema (2.4) posea una función
de entropı́a E estrictamente convexa de clase C2, es la existencia de una transformación dos
veces diferenciable en las variables de estado u =Θ(w), Θ : Rn→Ω , tal que el sistema para
w tiene la forma simétrica

DwΘ(w)wt +
d

∑
j=1

A j(Θ(w))DwΘ(w)wx j = 0, (2.90)

con DwΘ > 0 definido positivo y simétrico, y con A j(Θ(w))DwΘ(w) simétrico para todo
1≤ j ≤ d y todo w.

Demostración. Si E es una función de entropı́a estrictamente convexa, por la proposición
2.41 la matriz hessiana D2E actúa como simetrizador del sistema. De este modo, el cambio
de variables buscado es simplemente w = DuE(u).

Supongamos ahora que existe una transformación u = Θ(w), Θ : Rn → Ω , que satisface
las hipótesis del lema. Por lo tanto las matrices DwΘ , y A jDwΘ , j = 1, . . . ,d, son simétricas.
Además, el simetrizador DwΘ es definido positivo. Por el lema de Poincaré existen funciones
q : Rn→ Rn y g j : Rn→ Rn, tales que

Dwq(w) =Θ(w) = u, Dwg j(w) = f j(Θ(w)) = f j(u), j = 1, . . . ,d. (2.91)

Dado que DwΘ es definido positivo, la función q es estrictamente convexa, lo cual implica, a
su vez, que el mapeo w 7→ Dwq es inyectivo. Por lo tanto podemos escribir w = Θ−1(u) =:
w(u). Definimos

E(u) = w(u)>u−q(w(u)), Ψ
j(u) = w(u)> f j(u)−g j(w(u)), j = 1, . . . ,d.

Derivando y aplicando (2.91) obtenemos,

DuE(u)> = w(u)>+u>Duw(u)−Dwq(w(u))>Duw(u) = w(u)>,

DuΨ
j(u)> = w(u)>Du f j(u)+ f j(u)>Duw(u)−Dwg j(w(u))>Duw(u)

= w(u)>Du f j(u),

para todo 1≤ j ≤ d, es decir, se cumplen las relaciones (2.85). Más aún, dado que DuE(u) =
w(u), y por ende, DuE(Θ(w)) = w para cada w, por invertibilidad del mapeo obtenemos
D2

uE(Θ(w))DwΘ(w) = I, es decir, D2
uE(u) = (DwΘ)−1(w(u)). Esto implica que D2

uE es de-
finido positivo (ya que DwΘ es definido positivo). Esto concluye la demostración. ut

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.44. (El sistema p.) Consideremos nuevamente el sistema p de la forma (2.24),
donde suponemos que p′(v)< 0. Sea P =

∫ v p una primitiva de p, tal que P′ = p. La matriz
jacobiana del sistema es
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D f (v,w) = A(v,w) =
(

0 −1
p′(v) 0

)
.

Multiplicando la primera ecuación de (2.24) por −p(v), la segunda por w, y sumándolas, se
obtiene ( 1

2 w2−P(v)
)

t +(p(v)w)x = 0.

Esta ecuación sugiere que el par (E,Ψ), definido por

E(v,w) = 1
2 w2−P(v), Ψ(v,w) = p(v)w,

es un par de entropı́a de (2.24). En efecto, si multiplicamos DE(v,w)> = (−p(v), w)> por
la izquierda de la matriz jacobiana A(v,w) obtenemos DΨ(v,w)> = (wp′(v), p(v))> y se
satisface (2.85). Notamos que la matriz Hessiana de E,

D2E(v,w) =
(
−p′(v) 0

0 1

)
,

es diagonal con entradas positivas, y por lo tanto es definida positiva y la función E es estric-
tamente convexa.

2.7. Aproximación viscosa

En muchas situaciones de origen fı́sico, los efectos debidos a disipación por viscosidad o
conducción de calor son importantes. Dichos efectos se incorporan a las ecuaciones mediante
términos de segundo orden que denominaremos viscosos. En el caso de un sistema genérico
de leyes de conservación de la forma (2.4), el sistema viscoso asociado tiene la forma general

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j =
d

∑
i,k=1

(Bik(ε̄,u)uxk)xi , (2.92)

donde, para cierto m≥ 1,
ε̄ = (ε1, . . . ,εm)

> ∈ Rm
+,

denota al vector de coeficientes de difusión e incluye a todos los parámetros de disipación,
εi > 0, como pueden ser el coeficiente de viscosidad cinemática y el coeficiente de conducción
de calor, entre otros. Las matrices de n×n,

Bik ∈C2(Rm×Ω ;Rn×n), i,k = 1, . . . ,d,

son conocidas como tensores de viscosidad. Cuando los coeficientes de disipación tienen a
cero, |ε̄| → 0+, debemos obtener el sistema hiperbólico original (2.4), por lo cual general-
mente se requiere que los tensores de viscosidad satisfagan la siguiente condición:

Bik(0,u) = 0, ∀u ∈Ω , i,k = 1, . . . ,d.
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Un caso muy estudiado por su relevancia teórica, pero que no necesariamente tiene una
interpretación fı́sica, es cuando

Bik(ε,u)≡ εδ
k
i I,

para todo par 1 ≤ i,k ≤ d, para todo u ∈ Ω , con ε > 0 escalar, y donde I denota a la matriz
identidad de n×n. Este caso se conoce como modelo de viscosidad idéntica o artificial. Tras
sustituir en (2.92) se obtiene el sistema

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = ε∆u, (2.93)

es decir, el lado derecho del sistema (2.92) se convierte en el operador de Laplace. El sistema
de ecuaciones es estrictamente parabólico o estrictamente disipativo, ya que el operador de
Laplace es fuertemente elı́ptico. Asimismo, podemos generalizar este modelo si considera-
mos tensores de viscosidad que satisfacen la condición de elipticidad sobre el sı́mbolo del
operador, esto es, que el tensor

d

∑
i,k=1

ξiξkBik(u, ε̄) > 0 (2.94)

sea definido positivo para todo u ∈ Ω y para todo ξ ∈ Rd , ξ 6= 0. A este caso se le conoce
como modelo de viscosidad estrictamente parabólica. Claramente, el modelo con viscosidad
idéntica es estrictamente parabólico. Si suponemos hiperbolicidad de los términos de primer
orden, a los sistemas de la forma (2.92) donde los tensores de viscosidad satisfacen la condi-
ción (2.94) se les conoce como sistemas hiperbólico-parabólicos o estrictamente disipativos.

Existen, sin embargo, numerosos modelos de origen fı́sico que no cumplen la condición
de parabolicidad estricta, como, por ejemplo, el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes para
un fluido viscoso compresible que conduce calor:

ρt +div(ρv) = 0,

(ρv)t +div(ρv⊗ v)+∇p = divx

(
µ(divxv)I +λ

(
∇xv+(∇xv)>

))
,(

ρ(e+ 1
2 |v|2)

)
t +div(ρ(e+ 1

2 |v|2)v+ pv) = divx

(
µ(divxv)v+λ

(
∇xv+(∇xv)>

)
v
)
+κ∆θ ,

(2.95)
donde, al igual que en el caso de las ecuaciones de Euler (ver sección 2.2.1), las variables ρ , v,
p y e denotan densidad de masa, campo de velocidades, presión y densidad de energı́a interna,
respectivamente. Al considerar los efectos debidos a la viscosidad y la conducción de calor,
se introducen los parámetros µ > 0 y λ > 0 como coeficientes de viscosidad cinemática y
volumétrica, respectivamente, y κ > 0 es el coeficiente de conductividad térmica. La variable
θ = θ(x, t) denota a la temperatura absoluta. Para una derivación completa de las ecuaciones
de Navier-Stokes recomiendo consultar el libro de Dafermos [47].

El sistema de Navier-Stokes se puede escribir de la forma (2.92) (ver Zumbrun [234, 235]).
Sin embargo, notamos que la primera ecuación (la de conservación de masa) no contiene
términos disipativos. Es decir, esta ecuación es siempre hiperbólica. Esto implica que los
tensores de viscosidad tienen un núcleo (ya que el primer renglón de cada uno de ellos debe
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ser cero) y por lo tanto no satisfacen la condición de parabolicidad estricta. Para incluir este
tipo de modelos se sustituye la condición (2.94) por la condición de que el tensor

d

∑
i,k=1

ξiξkBik(u, ε̄) ≥ 0 (2.96)

sea definido semi-positivo para todo u ∈ Ω y para todo ξ ∈ Rd , ξ 6= 0. A este caso se le
conoce como modelo con viscosidad real o parcialmente parabólica (también se les llama,
en ocasiones, sistemas incompletamente parabólicos [91]). En la sección 2.7.2 discutiremos
una condición adicional sobre los sistemas con viscosidad real, la cual es necesaria para
garantizar que éstos sean disipativos en cierto sentido.

La motivación para el estudio de los sistemas de la forma (2.92) proviene de la mecánica de
medios continuos y tiene un fuerte significado fı́sico. En la naturaleza, todo material tiene una
respuesta viscosa y conduce calor, en cierta medida. Los sistemas de leyes de conservación
son modelos aproximados de sistemas con disipación. El lector se preguntará el porqué se
dedica tanta atención a los sistemas hiperbólicos, los cuales, al final, son aproximaciones de
sistemas con disipación más realistas. La respuesta radica, una vez más, en consideraciones
de origen fı́sico. Por ejemplo, en caso de la dinámica de un gas compresible los efectos
por disipación son difı́ciles de cuantificar ya que los coeficientes de viscosidad son muy
pequeños. Las soluciones (posiblemente discontinuas) a las ecuaciones de Euler aproximan
bien las soluciones “reales” a las ecuaciones de Navier-Stokes en el caso compresible si los
efectos de viscosidad son despreciables. Por lo tanto, en el lı́mite de onda larga (es decir, lejos
de una discontinuidad), la dinámica está gobernada por las soluciones al sistema hiperbólico.
Entender la estructura hiperbólica de dichas soluciones es crucial. También existen razones
de tipo práctico. En una implementación numérica de las soluciones a (2.92), por ejemplo,
el término de disipación (usualmente muy pequeño) es incapaz de estabilizar el algoritmo
numérico.

Las soluciones “viscosas” al sistema (2.92) dependen fuertemente de la elección de los
tensores de viscosidad Bik. ¿Hay más de una solución viscosa? ¿Cuál de ellas es la correcta?
Determinar la forma de los tensores de viscosidad es, por ende, un asunto fundamental que
está relacionado con la unicidad de soluciones débiles al sistema original de leyes de con-
servación. Al estudio de las soluciones viscosas cuando el coeficiente de viscosidad tiende
a cero, y la relación de dicho lı́mite (si existe) con soluciones débiles del sistema de leyes
de conservación se le conoce como método de aproximación viscosa. Para ilustrarlo, primero
estudiaremos el caso más simple posible: el de la ecuación de Burgers con viscosidad.

2.7.1. La ecuación de Burgers y la transformación de Hopf-Cole

La ecuación nolineal con difusión más simple que se conoce es la ecuación de Burgers

ut +uux = εuxx, (2.97)
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donde ε > 0 es constante, la cual se obtiene agregando un término lineal de difusión a la
ecuación de transporte nolineal. En virtud de que las soluciones son regulares (ver la teorı́a
de regularidad parabólica de Friedman [72]), (2.97) es equivalente a la ecuación

ut +
( 1

2 u2)
x = εuxx,

que es la regularización con viscosidad artificial (laplaciano) de la ley de conservación (2.51)
(ecuación de Burgers no viscosa). La ecuación (2.97) es también una versión simplificada del
modelo para un fluido viscoso. Como en el caso de la ecuación del calor, el coeficiente de
difusión ε > 0 debe ser positivo para que el problema de valores iniciales esté bien planteado.

Las soluciones más simples a la ecuación (2.97) tienen forma de onda viajera u(x, t) =
v(x− st), donde s ∈ R es la velocidad de propagación. Denotamos a la variable galileana
como ξ = x− st, con ′ = d/dξ . Sustituyendo en (2.97) obtenemos la ecuación diferencial

−sv′+ vv′ = εv′′.

Integrando en ξ obtenemos
k− sv+ 1

2 v2 = εv′, (2.98)

donde k es una constante de integración. Dado que estamos interesados en soluciones acota-
das, éstas deben aproximarse cuando ξ →±∞ a las raı́ces v del polinomio del lado izquierdo
de la ecuación (2.98). Para que dichas raı́ces sean reales se requiere que s2 > 2k. Suponiendo
que esto se cumple, escribimos la ecuación como

2εv′ = (v−uL)(v−uR), (2.99)

donde uL = s+
√

s2−2k > uR = s−
√

s2−2k. Por lo tanto, buscamos soluciones acotadas
de (2.99) con lı́mites asintóticos v(ξ )→ uR,uL cuando ξ →±∞. Podemos suponer, por ende,
que uR < v < uL. Es importante hacer notar que la velocidad de la onda viajera es el promedio
de los lı́mites asintóticos,

s = 1
2 (uR +uL),

la cual coincide con la velocidad determinada por las condiciones de Rankine-Hugoniot de la
solución débil discontinua a la ecuación de Burgers no viscosa (ver expresión (2.59)), dada
por la onda de choque:

ũ(x, t) =

{
uL, x < st,
uR, x > st,

(2.100)

con s = 1
2 (uL +uR). Por lo tanto, la onda “viscosa”, solución de la ecuación de Burgers, viaja

con la misma velocidad de propagación que la onda de choque (discontinua) de la ley de
conservación (ecuación de Burgers no viscosa).

Integrando la ecuación (2.99) obtenemos

2ε

uL−uR
ln
( ul− v

v−uR

)
= ξ −α,
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con α ∈ R una constante de integración que representa una traslación de la onda viajera
(u(x, t) = v(x− st +α) también es solución para cualquier α ∈ R). Resolviendo para v obte-
nemos

v(ξ ) = uR +
uL−uR

1+ exp
(
(uL−uR)ξ

2ε

)
= uR +

1
2
(uL−uR)

(
1− tanh

( (uL−uR)ξ

2ε

))
,

que representa el perfil de la onda con lı́mites v(ξ )→ uL si ξ →−∞, y v(ξ )→ uR si ξ →+∞.
El resultado es una solución de tipo onda viajera con forma explı́cita

u(x, t) = uR +
1
2
(uL−uR)

(
1− tanh

( (uL−uR)(x− st)
2ε

))
, (2.101)

monótona decreciente en la variable ξ = x− st, que viaja a la derecha con velocidad s =
1
2 (uR +uL), y que conecta a los estados uL con uR de izquierda a derecha.

En la figura 2.10 se muestran los distintos perfiles de v(ξ ) = u(x− st), tomando uR = 0,
uL = 1, para diferentes valores del coeficiente de difusión ε = 1,0,5,0,25,0,05. Notamos
que cuando ε → 0+, la onda viajera tiende a la onda de choque no viscosa (2.100). A las
soluciones (2.101) para cada ε > 0 se les conoce como perfiles viscosos de la onda de choque
(2.100).

La ecuación de Burgers (2.97) está dotada de una propiedad muy notable, a saber, la exis-
tencia de una transformación nolineal que la convierte en la ecuación del calor con difusión
ε > 0. (Es decir, es una transformación que convierte una ecuación nolineal en una ecuación
lineal.) Descubierta independientemente por Hopf [94] y Cole [37] dicha transformación se
conoce como la transformación de Hopf-Cole, en su honor, y tiene la forma

u =−2ε
wx

w
. (2.102)

En efecto, es posible demostrar que w = w(x, t) satisface la ecuación del calor

wt = εwxx. (2.103)

De esta forma tenemos el siguiente lema cuya demostración se deja al lector como ejercicio
(ejercicio 2.11).

Lema 2.45. Si w = w(x, t) > 0 es una solución positiva de la ecuación del calor (2.103)
entonces la función u = u(x, t), definida por la transformación de Hopf-Cole (2.102), es so-
lución de la ecuación de Burgers (2.97).

El enunciado inverso del lema también es cierto, es decir, cada solución de la ecuación de
Burgers proviene de una solución positiva de la ecuación del calor. Para confirmar esto, sea

Ũ(x, t) =
∫ x

0
u(y, t)dy,

donde u = u(x, t) es solución de la ecuación de Burgers. Integrando esta última obtenemos
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Figura 2.10 Perfil de las soluciones de tipo onda viajera de la ecuación de Burgers, para diferentes valores
del coeficiente de difusión ε > 0. Los estados asintóticos son uL = 1 y uR = 0, por la izquierda y por la
derecha, respectivamente. El eje de las abcisas corresponde a la variable galileana ξ = x− st mientras que
el eje de las ordenadas representa al perfil u = u(x− st) determinado por la ecuación (2.101). Se observa
que cuando ε → 0+ el perfil se aproxima a la onda de choque (no viscosa) ũ = ũ(x, t), dada por la ecuación
(2.100), con uR = 0, uL = 1 y s = 1

2 .

Ũt +
1
2Ũ2

x = εŨxx + c(t),

donde c(t) es una constante de integración que depende de t. Definimos ahora

U(x, t) = Ũ(x, t)−
∫ t

0
c(τ)dτ.

De este modo nos deshacemos de la constante de integración, ya que Ux = u y U satisface la
ecuación

Ut = εUxx− 1
2U2

x .

Ası́, definiendo w = w(x, t) = exp(−U(x, t)/2ε), ésta es una solución positiva de la ecuación
del calor, como el lector puede verificar fácilmente.

Consideremos ahora el problema de Cauchy para la ecuación de Burgers (2.97) con condi-
ción inicial u(x,0) = u0(x) conocida. Gracias a la transformacón de Hopf-Cole, este problema
se reduce a resolver la ecuación de calor (2.103) con condición inicial

w(x,0) = w0(x) = exp
(
− 1

2ε

∫ x

0
u0(y)dy

)
. (2.104)

Por el principio del máximo para la ecuación del calor, la solución w = w(x, t) es positiva
para todo t > 0 ya que la condición inicial es positiva. La solución está determinada por el
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núcleo del calor mediante la fórmula

w(x, t) =
1√

4πεt

∫ +∞

−∞

e−(x−y)2/(4εt)w0(y)dy.

Aplicando nuevamente la transformación de Hopf-Cole obtenemos la solución al problema
de Cauchy para (2.97) con condición inicial u(x,0) = u0(x):

u(x, t) =

∫ +∞

−∞

(x− y
t

)
exp
(
G(x, t,y)

)
dy∫ +∞

−∞

exp
(
G(x, t,y)

)
dy

, (2.105)

donde

G(x, t,y) =− 1
2ε

∫ y

0
u0(ζ )dζ − (x− y)2

4εt
.

Para ilustrar la relación entre las soluciones de tipo onda viajera y la solución general al
problema de Cauchy, consideremos como condición inicial

u(x,0) =

{
uL, x < 0,
uR, x > 0,

con uL > uR. En este caso tenemos que

G(x, t,y) =− (x− y)2

4εt
−


−uLy

2ε
, y < 0,

−uRy
2ε

, y > 0.

La solución puede escribirse de la siguiente forma (ejercicio 2.12):

u(x, t) = uR +
uL−uR

1+h(x, t)exp
(
(uL−uR)(x− st)

2ε

) , (2.106)

donde s = 1
2 (uR +uL), y

h(x, t) =

∫ +∞

−(x−uRt)/
√

4εt
e−θ 2

dθ∫ +∞

(x−uLt)/
√

4εt
e−θ 2

dθ

.

Para x/t fijo, con uR < x/t < uL, h(x, t)→ 1 si t→+∞, por lo que la solución al problema
de Cauchy con condición inicial de salto tiende a la onda viajera (2.101) que conecta a ambos
estados con la misma velocidad de propagación.
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2.7.2. La clase de Kawashima-Shizuta

La elección de los tensores de viscosidad Bik que satisfacen la condición de parabolicidad
estricta (2.94) está fuertemente motivada desde el punto de vista matemático, en virtud de
que el término parabólico induce disipación estricta y el problema de Cauchy para el sistema
(2.92) está bien planteado [47]. El sistema de Navier-Stokes en el caso compresible, sin em-
bargo, es un ejemplo motivado por la fı́sica que nos obliga a prestar atención a sistemas con
viscosidad real. En estos casos, establecer la existencia y unicidad de la solución al problema
de Cauchy es más complicado, y la condición (2.96) de semi-positividad no es suficiente.
Por lo tanto, es necesario caracterizar a los tensores de viscosidad que, a pesar de tener un
núcleo, disipan en cierto sentido a las ondas hiperbólicas asociadas a los campos caracterı́sti-
cos del sistema no viscoso subyacente (2.4), mediante la incorporación de una condición de
acoplamiento genuino. Los sistemas que satisfacen dicha condición, ası́ como otras condi-
ciones estructurales que detallaremos a continuación, se dice que pertenecen a la clase de
Kawashima-Shizuta [107, 108, 206]. Las hipótesis que definen esta clase de sistemas son las
siguientes:

Hipótesis 1 (Regularidad). f j ∈ C2(Ω ;Rn), Bik ∈ C2(Ω ;Rn×n), para todo 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤
i,k ≤ d.

Hipótesis 2 (Simetrizabilidad). Existe un simetrizador S0 ∈C2(Ω ;Rn×n), simétrico, definido
positivo, tal que S0(u)A j(u) y S0(u)Bik(u) son simétricas para todo u∈Ω y para cualesquiera
0 ≤ j ≤ d, 1 ≤ i,k ≤ d. Además, la matriz ∑

d
i,k=1 S0(u)Bik(u)ξiξk es definida semi-positiva

para toda ξ ∈ Rd , ξ 6= 0, u ∈Ω .

Hipótesis 3 (Acoplamiento genuino). Para todo u ∈Ω y todo ξ ∈Rd , ξ 6= 0, no existe vector
propio de ∑

d
j=1 ξ jA j(u) en ker(∑d

i,k=1 ξiξkBik(u)).

Hipótesis 4 (Estructura de bloque). Para todo u ∈ Ω y todo ξ ∈ Rd , ξ 6= 0, el núcleo de
∑

d
i,k=1 ξiξkBik(u) es independiente de u.

La hipótesis 1 simplemente expresa que las funciones f j,Bik son suficientemente suaves.
La hipótesis 2 garantiza, por un lado, que el sistema no viscoso subyacente (2.4) es simetriza-
ble, y por ende, hiperbólico. También nos indica que los tensores de viscosidad son definidos
semi-positivos. La hipótesis 3 es la más importante, pues implica que, al menos a nivel lineal,
las ondas hiperbólicas del sistema (2.4) en cualquier dirección son apropiadamente atenuadas
por los términos de viscosidad. La hipótesis 4 es una condición suficiente para que el sistema
hiperbólico-parabólico se pueda escribir en forma normal (ver Kawashima y Shizuta [108]
para mayor información); asimismo, constituye una hipótesis de tipo técnico que juega un
rol importante en el análisis de estabilidad de los perfiles viscosos de ondas de choque (ver
Zumbrun [234, 235], y Mascia y Zumbrun [169, 167, 168]).

En la literatura, es común que se refieran a la hipótesis 3 simplemente como la condición de
Kawashima (ver Dafermos [47] y Villani [223]). Dicha condición apareció en la tesis doctoral
de Kawashima [107] y fue posteriormente estudiada por Kawashima y Shizuta [108, 206].
Para ilustrar su significado fı́sico, consideremos el sistema no viscoso (2.4). Por la discusión
en la sección 2.5, ondas viajeras del sistema hiperbólico que se propagan en dirección N ∈Rd ,
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N 6= 0, están asociadas a los campos caracterı́sticos de la matriz A(u,N) = ∑N jA j(u,N). Sea
u∗ ∈ Ω un estado constante fijo, y sea N cualquier dirección de propagación. Denotemos a
un vector propio de A(u∗,N) como rl(u∗,N) ∈ Rn, para cierto 1≤ l ≤ n, y a su valor propio
como λ (u∗,N) ∈ R. Entonces la onda plana

Φ(x, t) = ϕ(x ·N−λl(u∗,N)t)rl(u∗,N),

donde ϕ : R→ R es cualquier función escalar suave, es solución del siguiente sistema linea-
lizado alrededor del estado u∗,

ut +
d

∑
j=1

A j(u∗)ux j = 0.

A esta solución le llamamos onda hiperbólica. Está asociada al campo caracterı́stico 1≤ l≤ n
y se propaga en dirección de N. Linealizamos el sistema viscoso (2.92) alrededor del estado
u∗ ∈Ω . El resultado es el sistema lineal

ut +
d

∑
j=1

A j(u∗)ux j =
d

∑
i,k=1

(
Bik(u∗, ε̄)uxk

)
xi
. (2.107)

Sustituyendo la onda viajera obtenemos

ϕ
′(θ)

(
−λl(u∗,N)rl(u∗,N)+A(u∗,N)rl(u∗,N)

)
= ϕ

′′(θ)
d

∑
i,k=1

Bik(u∗, ε̄)NiNkrl(u∗,N),

donde θ = θ(x, t) = x ·N−λl(u∗,N)t es el tren de onda. Claramente el lado izquierdo es cero.
Ası́, notamos que si la condición de acoplamiento genuino (hipótesis 3) es violada para cierto
vector propio rl(u∗,N), entonces el sistema (2.107) admite soluciones de tipo onda viajera
hiperbólicas que no son atenuadas por la difusión, ya que el lado derecho es cero en ese caso
(independientemente de la función ϕ). Si incluso a nivel lineal los tensores de viscosidad
no disipan las ondas del sistema hiperbólico, no podemos esperar que el sistema nolineal
sea efectivamente disipativo. Cabe mencionar que el sistema de Navier-Stokes para el caso
compresible, ası́ como otros sistemas de origen fı́sico (magnetohidrodinámica con viscosidad
o sistemas con relajación) pertenecen a la clase de Kawashima-Shizuta (ver [108, 206, 234]
y las referencias que ahı́ se mencionan).

2.7.3. El lı́mite de aproximación viscosa

A continuación vamos a explorar la relación entre las soluciones a un sistema viscoso
(2.92) y a su lı́mite (si existe) cuando los coeficientes de viscosidad tienden a cero. Demos-
traremos que si dicho lı́mite existe entonces debe ser una solución débil al sistema de leyes
de conservación que, además, satisface la desigualdad de entropı́a (2.87). En otras palabras,
la condición de entropı́a y la existencia de una solución que sea el lı́mite de una aproxima-
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ción viscosa, son conceptos que están claramente relacionados entre sı́. De esta manera, el
lı́mite de aproximación viscosa, si existe, nos permite seleccionar la solución débil de (2.38)
y (2.39) fı́sicamente admisible en cierto sentido.

El lı́mite con viscosidad idéntica

Para cada ε > 0 consideremos el problema de Cauchy para el sistema parabólico con
viscosidad idéntica,

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = ε∆u,

u(x,0) = u0(x),

(2.108)

es decir, resolver el sistema (2.93) con la misma condición inicial (2.39) que el sistema
hiperbólico subyacente de leyes de conservación (2.38). Por la teorı́a de regularidad pa-
rabólica (véase Friedman [72]), es un hecho conocido que si la condición inicial satisface
u0 ∈C1(Rd ;Ω)∩L∞(Rd ;Ω) entonces el problema de Cauchy (2.108) tiene, para cada ε > 0,
una única solución clásica uε = uε(x, t), con uε ∈C2(Rd × (0,+∞)∩C(Rd × [0,+∞)), que
satisface el principio del máximo,

‖uε‖L∞(Rd×(0,+∞)) ≤C,

uniformemente en ε > 0, para cierta constante C > 0.
Adicionalmente, vamos a suponer que uε → u c.d.s. en Rd×(0,+∞) cuando ε→ 0. Final-

mente supondremos que el sistema hiperbólico subyacente (2.38) admite un par de entropı́a
(E,Ψ), con E de clase C2, estrictamente convexa.

Teorema 2.46. Bajo las hipótesis anteriores, el lı́mite

u(x, t) = lı́m
ε→0

uε(x, t), c.d.s. en (x, t) ∈ Rd× (0,+∞),

es una solución débil del sistema hiperbólico (2.38) con condición inicial (2.39) que, además,
satisface la desigualdad de entropı́a

∫ +∞

0

∫
Rd

ϕtE(u)+
d

∑
j=1

ϕx jΨ
j(u)dxdt +

∫
Rd

ϕ(x,0)E(u0(x))dx ≥ 0, (2.109)

para toda ϕ ∈D+ = {ϕ ∈C∞
0 (Rd×R;R) : ϕ ≥ 0}.

Demostración. Sea una función de prueba φ ∈ C∞
0 (Rd ×R;Rn). Dado que uε es solución

suave de (2.108), multiplicando por φ e integrando obtenemos

∫ +∞

0

∫
Rd

φ ·uε
t +

d

∑
j=1

φ · f j(uε)x j dxdt = ε

∫ +∞

0

∫
Rd

φ ·∆uε dxdt.

Dado que φ tiene soporte compacto en Rd×R, integrando por partes se tiene que
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0

∫
Rd

φt ·uε +
d

∑
j=1

φx j · f j(uε)dxdt +
∫
Rd

φ(x,0) ·uε(x,0)dx =−ε

∫ +∞

0

∫
Rd

∆φ ·uε dxdt.

Como la condición inicial de la solución viscosa es uε(x,0) = u0(x), y por el lema A.3 (ver
Apéndice A), tomando el lı́mite cuando ε → 0+ se obtiene

∫ +∞

0

∫
Rd

φt ·u+
d

∑
j=1

φx j · f j(u)dxdt +
∫
Rd

φ(x,0) ·u0(x)dx = 0.

Además, por el principio del máximo claramente se tiene que ‖u‖L∞ ≤C. Esto demuestra que
u es solución débil de (2.38) y (2.39).

Similarmente, sea (E,Ψ) un par de entropı́a de clase C2 con E estrictamente convexa.
Multiplicando el sistema de ecuaciones en (2.108) por DE(uε)> y dado que uε es solución
suave, tenemos que

DE(uε)>uε
t + ∑

j=1
DE(uε)> f j(uε)x j = E(uε)t + ∑

j=1
Ψ

j(uε)x j = εDE(uε)>∆uε .

Escribiendo
∆E(uε) = (∇uε)>D2E(uε)∇uε +DE(uε)>∆uε ,

y usando el hecho de que E es estrictamente convexa (D2E es definida positiva) llegamos a
la desigualdad

E(uε)t + ∑
j=1

Ψ
j(uε)x j ≤ ε∆E(uε).

Multiplicando por una función de prueba ϕ ∈ C∞
0 (Rd ×R;R) con ϕ ≥ 0, e integrando por

partes en Rd× [0,+∞), obtenemos∫ +∞

0

∫
Rd

ϕtE(uε)+∑
j=1

ϕx jΨ
j(uε) dxdt+

∫
Rd

ϕ(x,0)E(u0(x))dx≥−ε

∫ +∞

0

∫
Rd

∆ϕE(uε)dxdt.

Por el lema A.3, las integrales convergen en sentido de distribuciones cuando ε → 0+, y de
esta forma obtenemos la desigualdad (2.109). Esto concluye la prueba del teorema.

ut

El lı́mite con viscosidad real

Análogamente al caso con viscosidad idéntica, consideremos el problema de Cauchy pa-
ra el sistema con viscosidad real (2.92) que pertenece a la clase de Kawashima-Shizuta (ası́
aseguramos que el sistema es disipativo en cierto sentido), y nos planteamos el problema de
convergencia de las soluciones viscosas cuando ε → 0. Éste es un asunto delicado: si la su-
cesión viscosa converge fuertemente podrı́amos esperar, equivocadamente, que la familia es
compacta. Asimismo, si la sucesión converge en un sentido muy débil entonces podrı́amos
perder información, al tomar el lı́mite, sobre la solución al sistema hiperbólico. Para rela-

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



2.7 Aproximación viscosa 69

cionar el lı́mite (si existe) con la solución débil y entrópica del sistema no viscoso original
debemos especificar un criterio suficiente bajo el cual los tensores de viscosidad disipan en-
tropı́a. Para mayor información sobre condiciones necesarias (mı́nimas) que garantizan el
establecimiento de dicha relación, remitimos al lector al artı́culo de Serre [201].

Por simplicidad, supongamos que los tensores de viscosidad tienen la forma

Bik(ε̄,u) = εBik(u), 1≤ i,k ≤ d, ε ∈ R, ε > 0,

para todo u ∈ Ω , donde los tensores Bik ∈C2(Ω ;Rn×n) son tales que el sistema pertenece a
la clase de Kawashima-Shizuta. Notamos que ε > 0 es un escalar, que contiene, en módulo,
a las intensidades de todos los coeficientes de viscosidad del sistema. Ası́, consideremos el
siguiente problema de Cauchy:

ut +
d

∑
j=1

f j(u)x j = ε

d

∑
i,k=1

(
Bik(u)uxk

)
xi
,

u(x,0) = u0(x),

(2.110)

donde u0 ∈ C1(Rd ;Ω)∩L∞(Rd ;Ω). También vamos a suponer que el dato inicial tiene un
lı́mite cuando |x| →+∞:

u0(x)→ u∗ ∈Ω , exponencialmente rápido si |x| →+∞, (2.111)

donde u∗ ∈Ω es un estado constante.
A continuación observamos que, si (E,ψ) es un par de entropı́a asociado al sistema hi-

perbólico subyacente (2.38), con E de clase C2 estrictamente convexa, y si uε = uε(x, t) es
una solución suave del problema de Cauchy (2.110), entonces

E(uε)t +
d

∑
j=1

ψ
j(uε)x j = DE(uε)>uε

t +
d

∑
j=1

DΨ
j(uε)>uε

x j

= DE(uε)>
(

uε
t +

d

∑
j=1

A j(uε)uε
x j

)
= ε DE(uε)>

d

∑
i,k=1

(
Bik(uε)uε

xk

)
xi

= ε

d

∑
i,k=1

(
DE(uε)>Bik(uε)uε

xk

)
xi
− ε

d

∑
i,k=1

uε
xi
>D2E(uε)Bik(uε)uε

xk

(2.112)

Para asegurar disipación, el segundo término de (2.112) debe ser no negativo, por lo cual
requerimos que la forma cuadrática asociada a D2EBik sea definida semipositiva. Para que
dicho término sea el término dominante, vamos a imponer la siguiente condición suficiente:

Definición 2.47 (condición de disipación de entropı́a). Para cualesquiera vectores ωi ∈Rd ,
1≤ i≤ d, y para todo u ∈Ω , se debe cumplir
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d

∑
i,k=1

ωi
>D2E(u)Bik(u)ωk ≥ θ

d

∑
i=1

∣∣∣ d

∑
k=1

Bik(u)ωk

∣∣∣2, (2.113)

donde θ > 0 es una constante uniforme.

Observación 2.48. Nótese que, en el caso con viscosidad idéntica Bik = δ k
i , la condición

(2.113) se reduce a
d

∑
i=1

ω
>
i D2E(u)ωi ≥ θ

d

∑
i=1
|ωi|2,

es decir, a la condición de convexidad uniforme para la función de entropı́a E.

Finalmente y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u∗ es un mı́nimo global de
E = E(u):

E(u∗) = 0, DE(u∗) = 0.

Esto es posible mediante la siguiente normalización, que dejamos al lector como ejercicio
(véase ejercicio 2.13):

Proposición 2.49. Si (E,Ψ) es un par de entropı́a del sistema (2.38), con E uniformemente
convexa, entonces el par normalizado

Ẽ(u) = E(u)−E(u∗)−DE(u∗)>(u−u∗),

Ψ̃
j(u) =Ψ

j(u)−Ψ
j(u∗)−DE(u∗)>( f j(u)− f j(u∗)), j = 1, . . . ,d,

con cualquier u∗ ∈Ω , también es un par de entropı́a del sistema (2.38), con Ẽ uniformemente
convexa

Bajo las anteriores consideraciones tenemos el siguiente

Teorema 2.50. Sea uε = uε(x, t) la solución suave al problema de Cauchy (2.110), con condi-
ción inicial u0 ∈C1(Rd ;Ω)∩L∞(Rd ;Ω) que satisface (2.111), para cada ε > 0. Suponiendo
que:

(i) ‖uε‖L∞ ≤C, para todo ε > 0, con C > 0 uniforme (principio del máximo),
(ii) uε → u c.d.s. en (x, t) ∈ Rd× (0,+∞),
(iii) para cada t > 0 fijo,

uε −u∗, ∇uε → 0, exponencialmente rápido si |x| →+∞,

(iv) el sistema viscoso satisface la condición de disipación de entropı́a (2.113) para un par
de entropı́a (E,Ψ),

entonces el lı́mite de aproximación viscosa

u(x, t) = lı́m
ε→0

uε(x, t), c.d.s. en (x, t) ∈ Rd× (0,+∞),

es solución débil del sistema hiperbólico subyacente (2.38) con condición inicial (2.39) que,
además, satisface la desigualdad de entropı́a
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0

∫
Rd

ϕtE(u)+
d

∑
j=1

ϕx jΨ
j(u)dxdt +

∫
Rd

ϕ(x,0)E(u0(x))dx ≥ 0,

para toda ϕ ∈D+ = {ϕ ∈C∞
0 (Rd×R;R) : ϕ ≥ 0}.

Demostración. Integrando la ecuación (2.112) obtenemos

∫ +∞

0

∫
Rd

E(uε)t +
d

∑
j=1

ψ
j(uε)x j dxdt = ε

∫ +∞

0

∫
Rd

d

∑
i,k=1

(
DE(uε)>Bik(uε)uε

xk

)
xi

dxdt+

− ε

∫ +∞

0

∫
Rd

d

∑
i,k=1

uε
xi
>D2E(uε)Bik(uε)uε

xk
dxdt.

En virtud de que uε → u∗ cuando |x| → +∞ para cada t > 0 fijo, y dado que E(u∗) = 0,
obtenemos la siguiente identidad:∫

Rd
E(u0(x))dx = ε

∫ +∞

0

∫
Rd

(2.114)

ut

Ejercicios

2.1. Demuestre que cada solución (2.57) es solución débil de (2.51) y (2.54) para cada valor
de α ∈ [0,1] y que las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot (2.43) se cumplen en cada
discontinuidad (en este caso, sólo en x = α/2t).

2.2. Pruebe que para cada β > 0 la solución (2.58) es solución débil de la ecuación de Burgers
no viscosa (2.51) con condición inicial u0 = 0.

2.3. Hiperbolicidad de las ecuaciones de Euler en varias dimensiones. Considere las ecua-
ciones de Euler para un fluido compresible en varias dimensiones espaciales (2.8) y suponga
que la ecuación de estado p = p̂(ρ,e) satisface (2.69).

(a) Demuestre que si ρ > 0 entonces es posible transformar el sistema a un sistema cuasi-
lineal equivalente en las variables w := (ρ,v,e)> ∈ R×R3×R, de la forma

ρt +(∇xρ)>v+ρ divxv = 0,

vt +(∇xv)>v+
1
ρ

∇x p = 0,

et +(∇xe)>v+
p
ρ

divxv = 0.

(2.115)

(b) Pruebe que el determinar la hiperbolicidad del sistema se reduce a examinar la diagona-
lizabilidad sobre R de la siguiente matriz de 5×5,
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A(w,ξ ) =

v ·ξ ρξ> 0
pρ

ρ
ξ (v ·ξ )I pe

ρ
ξ

0 p
ρ

ξ> v ·ξ

 , (2.116)

donde I es la matriz identidad de 3×3, v = (v1,v2,v3)
> y ξ = (ξ1,ξ2,ξ3)

> ∈ R3, ξ 6= 0.
(c) Demuestre que la matriz A(w,ξ ) tiene como valores propios a v ·ξ , y a v ·ξ ±c|ξ |, donde

c > 0 es la velocidad del sonido, definida por (2.71).
(d) Verifique que cuando c2 > 0, el valor propio v ·ξ es semi-simple con multiplicidad m = 3

y con tres vectores linealmente independientes, y que los valores propios v · ξ ± c|ξ | son
simples. Concluya que el sistema es hiperbólico si y sólo si c2 > 0, mas no estrictamente
hiperbólico.

2.4. Verifique que el sistema de ecuaciones para agua poco profunda en una dimensión espa-
cial (2.17) es estrictamente hiperbólico si η > 0. Calcule las velocidades caracterı́sticas del
sistema.

2.5. Considere el sistema
ρt +(ρv)x = 0,

vt +
( 1

2 v2)
x = 0,

donde Ω = {(ρ,v) ∈ R2 : ρ > 0} es el conjunto admisible de variables de estado. ¿Es el
sistema hiperbólico? Explique su respuesta.

2.6. Pruebe que si d = 1 entonces todo sistema hiperbólico es simetrizable.

2.7. Demuestre que un sistema hiperbólico de la forma

ut +
2

∑
j=1

A j(u)ux j = 0,

donde x ∈ R2, u ∈ R2, con dato inicial conocido, u(x,0) = u0(x), es simetrizable. Para ello,
siga los siguientes pasos:

(a) Haciendo un cambio de variables v = Lu reduzca el sistema al caso donde A1 es diagonal.
(b) Demuestre que: si A1 es de la forma aI, donde I es la matriz identidad de 2× 2, con

a ∈R, entonces el sistema se puede reducir al caso unidimensional con un dato inicial que
depende de un parámetro.

(c) Suponiendo ahora que A1 es diagonal pero no de la forma aI: calcule el polinomio ca-
racterı́stico de A1 + ξ A2; pruebe que, o bien A2 es diagonal, o bien a12a21 > 0, donde
A2 = (a11 a12

a21 a22 ).
(d) Demuestre que el sistema es simetrizable.

2.8. Considere el sistema de ecuaciones para agua poco profunda en dos dimensiones (2.16).

(a) Pruebe que las matrices jacobianas asociadas a las funciones de flujo del sistema son

A1 =

 0 1 0
−u2 +gη 2u 0
−uv v u

 , A2 =

 0 0 1
−uv v u

−v2 +gη 0 2v

 .
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(b) Calcule los valores propios de A = ξ1A1 + ξ2A2, con ξ ∈ R2, ξ 6= 0, y pruebe que el
sistema es hiperbólico si η > 0.

(c) Encuentre un simetrizador S del sistema (2.16).

2.9. Sea E una función de entropı́a para las ecuaciones de agua poco profunda en una dimen-
sión espacial (2.17), con función de flujo de entropı́a Ψ , y suponga que ambas funciones son
de clase C2 en Ω = {(η ,ηu) ∈ R2 : η > 0}. Demuestre que E satisface la ecuación

Evv =
η

g
Eηη .

Resuelva la ecuación anterior por separación de variables y encuentre una función de entropı́a
estrictamente convexa y su correspondiente flujo de entropı́a para el sistema (2.17). ¿Se puede
generalizar este método al sistema (2.16) en dos dimensiones espaciales?

2.10. Consideremos el sistema de ecuaciones de Euler en el caso barotrópico (2.79), donde
p̂ : R+→ R es una función diferenciable que satisface p̂′(ρ)> 0.

(a) Muestre que el sistema (2.79) es estrictamente hiperbólico y calcule las velocidades ca-
racterı́sticas.

(b) Pruebe que la función
E = 1

2 ρv2 +G(ρ) = E(u1,u2),

es una función de entropı́a para el sistema (2.79) si se cumple que G′′(ρ) = p̂′(ρ)/ρ para
ρ > 0. Aquı́ (u1,u2) = (ρ,ρv). Verifique que E es convexa para toda ρ > 0 en las variables
(u1,u2). ¿Cual es el flujo de entropı́a Ψ correspondiente?

(c) Encuentre E y Ψ en el caso de un gas ideal con p̂(ρ) = kργ , donde k > 0 y γ > 1 son
constantes.

2.11. Demuestre el lema 2.45.

2.12. Pruebe que la solución la ecuación de Burgers

ut +uux = εuxx,

con ε > 0 y con condición inicial

u(x,0) =

{
uL, x < 0,
uR, x > 0,

con uL > uR ∈R, constantes, está determinada por la fórmula (2.106), donde s = 1
2 (uR +uL).

2.13. Demuestre la proposición 2.49

Nota bibliográfica

La ecuación de Burgers fue relacionada por vez primera con la dinámica de fluidos com-
presibles por H. Bateman en un artı́culo poco citado [15]. La ecuación reapareció (en su
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versión viscosa) en el trabajo de J. M. Burgers [32] y desde entonces lleva su nombre. La
transformación de Hopf-Cole apareció por vez primera como un ejercicio escondido en un
tratado de ecuaciones diferenciales parciales de principios del siglo XX escrito por A. R.
Forsyth [61]. Fue redescubierta independientemente por Hopf y Cole en los trabajos ya cita-
dos [94, 37]

El primer resultado sobre formación de ondas de choque se remonta al trabajo de Riemann
[188]. El lector puede consultar una discusión más moderna en el caso de sistemas de 2×2 en
una dimensión en el artı́culo de Lax [126]; para el caso de sistemas generales véase DiPerna
[51]. Finalmente, en el caso de fluidos en tres dimensiones, el primer resultado completo
sobre la formación de ondas de choque se debe a Sideris [208] (véase también el reciente
artı́culo de Chae y Ha [34]).

La noción de entropı́a matemática tal como se presenta en la sección 2.6 fue introducida
por Lax [127].

La cuestión de convergencia de las soluciones viscosas es un problema abierto [201].
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Capı́tulo 3
Ley de conservación escalar en una dimensión

Este capı́tulo está dedicado al estudio de una ley de conservación escalar en una dimensión
espacial. En la primera sección se estudia la existencia local de soluciones clásicas al proble-
ma de Cauchy mediante el método de caracterı́sticas. La sección 3.2 estudia con detalle la
definición de función de entropı́a y la desigualdad distribucional de entropı́a introducidos
en el primer capı́tulo. En particular, se prueba la equivalencia de la desigualdad de entropı́a
con la desigualdad de entropı́a de Kružkov. En la clase de soluciones con derivadas conti-
nuas por pedazos, se establece la equivalencia del criterio de entropı́a con la condición de
entropı́a generalizada, la cual, cuando la función de flujo no tiene cambios de convexidad,
es equivalente a los criterios de Lax y Oleı̆nik vistos en la sección 2.4.4 del primer capı́tulo.
Finalmente, se prueba que la condición de entropı́a generalizada garantiza la unicidad de la
solución al problema de Cauchy en el conjunto de soluciones débiles de clase C1 por pedazos.
La sección 3.3 contiene la demostración del teorema de Lax, el cual establece la existencia
y la unicidad de la solución entrópica al problema de Cauchy cuando la función de flujo es
estrictamente convexa. Notablemente, el teorema provee una fórmula explı́cita para la solu-
ción, la cual nos permite estudiar el comportamiento asintótico cuando t → +∞ de manera
directa. Se demuestra que la solución entrópica tiende asintóticamente en las normas L1 y
L∞ a una solución distribucional de la ley de conservación en forma de onda viajera, cono-
cida como onda N. En la sección 3.4 se resuelve el problema de Riemann para una ley de
conservación escalar. Se distinguen dos casos: cuando la función de flujo es estrictamente
convexa (o estrictamente cóncava), y cuando ésta tiene cambios de convexidad. La estructura
de la solución, ası́ como el método de construcción, difieren considerablemente entre ambos
casos. La sección 3.5 contiene el resultado de existencia y unicidad de la solución al proble-
ma de Cauchy para una función de flujo general. La demostración hace uso del método de
aproximación viscosa. Los elementos esenciales son la prueba de existencia de Oleı̆nik [174]
y la demostración de unicidad de Kružkov [116]. Finalmente, la sección 3.6 contiene algunos
ejemplos resueltos del problema de Cauchy para la ecuación de Burgers; asimismo, se estudia
el problema de Riemann para el modelo de tráfico de Lighthill-Whitham-Richards, y para la
ecuación de Buckley-Leverett, la cual modela el flujo bifásico en un medio poroso.

75
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76 3 Ley de conservación escalar en una dimensión

3.1. Existencia local de soluciones clásicas

Consideremos una ley de conservación (o ley escalar) en una dimensión espacial, de la
forma

ut + f (u)x = 0, (3.1)

donde (x, t)∈R× [0,+∞), u(x, t)∈Ω , siendo Ω ⊂R un intervalo abierto y acotado (espacio
de variables de estado), y la función de flujo f : R→ R es de clase C2, usualmente nolineal.
Este capı́tulo presta especial atención a resolver el problema de Cauchy asociado a (3.1), con
condición inicial

u(x,0) = u0(x), (3.2)

donde u0 pertenece a una clase especı́fica de funciones, por ejemplo, L∞ ó Ck, entre otras.
Como hemos visto en el primer capı́tulo, en el caso de la ecuación de Burgers la nolinea-
lidad de la función de flujo da lugar a fenómenos interesantes, tales como no existencia de
soluciones clásicas para todo tiempo y la formación de ondas de choque, los cuales no son
predecibles por la teorı́a lineal. En esta primera sección demostraremos que la solución clásica
al problema de Cauchy (3.1) - (3.2) existe localmente en el tiempo, es decir, que existe un
tiempo T∗ (que puede ser acotado o infinito) tal que la solución existe y es de clase C1 para
(x, t) ∈ R× [0,T∗). Para tal efecto, se aplicará el método de caracterı́sticas. Cuando T∗ > 0
es finito, se le denomina tiempo de rompimiento, y es el tiempo a partir del cual se generan
discontinuidades en la solución (ondas de choque). Dicho tiempo de rompimiento se puede
calcular explı́citamente.

Consideremos, pues, el problema de Cauchy (3.1) y (3.2). Escribiremos, a partir de ahora
y por el resto de este capı́tulo,

a(u) := f ′(u), (3.3)

como el jacobiano de la función de flujo f para toda u ∈Ω . Sea u ∈C1 una solución clásica
de (3.1) y (3.2). Definimos las curvas caracterı́sticas en una banda R× [0,T ], T > 0, como
las curvas de la forma t 7→ (x̂(t), t), donde x̂ resuelve la ecuación diferencial ordinaria

dx̂
dt

= a(u(x̂, t)). (3.4)

Notamos que sobre una curva caracterı́stica

d
dt

u(x̂(t), t) = ux(x̂(t), t)
dx̂
dt

+ut(x̂(t), t) = (a(u)ux +ut)(x̂(t), t) = 0,

ya que u es solución clásica de (3.1) y (3.2). Por lo tanto, toda solución clásica es constante a
lo largo de las curvas caracterı́sticas, y toma el valor u0(y0), donde (y0,0) es la intersección
de la curva con t = 0. Por lo tanto, la pendiente de la caracterı́stica en todo punto es a(u0(y0))
y las caracterı́sticas son lı́neas rectas de la forma

x̂(t) = y0 +a(u0(y0))t. (3.5)

Vamos a aplicar el método de caracterı́sticas para demostrar el siguiente
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Teorema 3.1. Sea f ∈C2(R;R). Supongamos que u0 ∈C1(R) es acotada, con derivada u′0
acotada en R. Definimos

T∗ :=

{
+∞, si a(u0(x)) es creciente,

−
(
ı́nfx∈R d

dx (a(u0(x)))
)−1

, en otro caso.
(3.6)

Entonces el problema de Cauchy (3.1) - (3.2) tiene una única solución de clase C1 en R×
[0,T∗), y no tiene otra solución de clase C1 en una banda más grande, es decir, en R× [0,T ]
con T ≥ T∗.

Demostración. Sea α(x) := a(u0(x)), x ∈ R. Aplicando el método de caracterı́sticas, si u es
solución de clase C1 de (3.1) y (3.2), entonces para (x̄, t̄) ∈ R× (0,+∞) dado definimos a Γ

como la caracterı́stica que pasa por dicho punto, a saber,

Γ := {(x̂(t), t) ∈ R× [0,+∞) : x̂(t) = x̄+a(u(x̄, t̄))(t− t̄)}.

Dado que u es constante sobre Γ , sea y0 tal que (y0,0)∈Γ y por lo tanto u(x̄, t̄) = u(x̂(t), t) =
u(y0,0) = u0(y0), para todo t. Por ende, para (x̄, t̄) dado, resolver (3.1) y (3.2) consiste en
hallar una solución y0 a la ecuación

y0 +a(u0(y0))t̄ = x̄. (3.7)

Para t̄ fijo, sea la función Ft̄ : R→ R definida como Ft̄(y) := y + α(y)t̄. Dado que u0 es
continua y f es C2, Ft̄(y) es continua. Notemos también que como u0 es acotada, entonces

Ft̄(±∞) = lı́m
y→±∞

(y+a(u0(y))t̄) =±∞.

Ası́, por el teorema del valor intermedio, existe al menos un valor y0 ∈R tal que Ft̄(y0) = x̄, y
(3.7) tiene una solución. Sin embargo, puede existir más de una solución a esta ecuación no-
lineal. Para garantizar que el valor de y0 encontrado es único, analicemos dos casos. Notamos
que

dFt̄

dy
= 1+α

′(y)t̄,

donde α ′(y) = a′(u0(y))u′0(y). Dado que f ∈ C2 y u0 ∈ C1, tenemos que α es de clase C1.
En el primer caso, si α es no decreciente, entonces α ′(y) ≥ 0 para toda y ∈ R y por lo tanto
(d/dy)Ft̄(y) = 1+α ′(y)t̄ > 0 para todo t̄ ≥ 0. Ası́, Ft̄ es estrictamente creciente y el valor
encontrado de y0 es único, que denotamos como y0(x̄, t̄), el cual existe para todo (x̄, t̄) ∈
R× (0,+∞) dado. En este caso definimos T∗ :=+∞ y el valor de la solución clásica es

u(x̄, t̄) := u0(y0(x̄, t̄)). (3.8)

En cualquier otro caso, existen valores de y para los cuales α ′(y) < 0 y claramente T∗ :=
−(ı́nfx∈R α ′(x))−1 > 0 es finito. Notamos también que

dFt̄

dy
= 1+α

′(y)t̄ ≥ 1− t̄
T∗

> 0,
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para toda t̄ ∈ [0,T∗), por lo cual Ft̄ es estrictamente creciente si t̄ ∈ [0,T∗) y el valor encontrado
de y0 es único. La solución clásica se define igualmente mediante la fórmula (3.8) para t̄ ∈
[0,T∗).

Para verificar que la solución construida es de clase C1, notamos que la función G(x̄, t̄,y) :=
Ft̄(y)− x̄ satisface G(x̄, t̄,y0) = 0, y que su derivada

dG
dy

= 1+α
′(y)t̄ ≥ 1 > 0,

es estrictamente positiva para valores de t̄ ∈ [0,T∗). Por el teorema de la función implı́cita
existe una función y = y(x̄, t̄) de clase C1 en una vecindad de (x̄, t̄) tal que G(x̄, t̄,y(x̄, t̄)) = 0
y, además,

yx̄ =−
Gx̄

Gy
=

1
1+α ′(y)t̄

, yt̄ =−
Gt̄

Gy
=− α(y)

1+α ′(y)t̄
.

Por unicidad, y0 = y(x̄, t̄), y es de clase C1 en una vecindad de (x̄, t̄). De esta forma la solución
construı́da (3.8) es de clase C1 en una vecindad de (x̄, t̄) para todo (x̄, t̄) ∈ R× (0,T∗). Para
verificar que u es efectivamente solución del problema de Cauchy notamos que F0(y(x̄,0)) =
y(x̄,0) = x̄, por lo que u(x̄,0) = u0(y(x̄,0)) = u0(x̄), es decir, la condición inicial se satisface.
Finalmente, dado que u es C1 y como u′0 es acotada tenemos que

ut̄ + f (u)x̄ = u′0(y(x̄, t̄))yt̄ +a(u0(y(x̄, t̄)))u′0(y(x̄, t̄))yx̄

= u′0(y(x̄, t̄))
(
1+α

′(y)t̄
)−1

(−a(u0(y(x̄, t̄)))+a(u0(y(x̄, t̄)))) = 0.

La solución construı́da es solución clásica al problema de Cauchy en la banda R× [0,T∗).
Por construcción, dicha solución es única. Para finalizar la demostración, debemos probar la
última aseveración y verificar que la solución no se puede extender más allá de T∗. Para ello
supondremos, sin pérdida de generalidad, que f es de clase C3.

Sea T > 0 tal que existe una solución clásica u en la banda R× [0,T ]. Si T∗ =+∞ entonces
claramente T < T∗. Supongamos, pues, que T∗ <+∞. En este caso, existen valores de y para
los cuales α ′(y)< 0. Sea ỹ∈R uno de estos valores y fijémonos en la curva caracterı́stica que
pasa por (ỹ,0), es decir, x̂(t) = ỹ+ ta(u0(ỹ)). Dado que u es regular en R× [0,T ], para cada
punto de la caracterı́stica tal que t ≤ T tenemos que u toma el valor constante u0(ỹ) sobre
la curva. Consideremos la variable v := a′(u)ux. Derivando a v con respecto a t a lo largo de
dicha caracterı́stica tenemos que

dv(x̂(t), t)
dt

= a′(u)((dx̂/dt)uxx +uxt)+a′′(u)((dx̂/dt)ux +ut)ux

= a′(u)a(u)uxx +a′(u)uxt +a′′(u)a(u)u2
x +a′′(u)uxut ,

ya que dx̂/dt = a(u). Como u es solución de clase C1 de la ecuación tenemos que ut +
a(u)ux = 0, lo cual implica, tras derivar con respecto a x, que

uxt +a(u)uxx +a′(u)u2
x = 0.

Sustituyendo la ecuación anterior en la expresión para dv/dt tenemos que
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dv
dt

∣∣∣∣
(x̂(t),t)

=−a′(u)2u2
x =−v2.

Podemos resolver esta ecuación por separación de variables y concluir que 1/v = t+k, donde
k es una constante. El valor inicial de v es

v(x̂(0),0) = v(ỹ,0) = a′(u0(ỹ))ux(ỹ,0) = a′(u0(ỹ))u′0(ỹ) = α
′(ỹ)< 0,

por lo tanto,

v =
1

t +(α ′(ỹ))−1 ,

y v existe para tiempo t <−(α ′(ỹ))−1 < T∗, es decir, necesariamente T < T∗. ut

Observación 3.2. Notamos que el teorema se aplica también a ecuaciones lineales con
a′(u) = f ′′(u) = 0, para las cuales tiempo de rompimiento es T∗ = +∞, por lo que tene-
mos un resultado de existencia global para ecuaciones lineales. El fenómeno de rompimiento
de la solución a tiempo finito es exclusivo de ecuaciones nolineales, ya que T∗ <+∞ implica
que α ′(x) = a′(u0(x))u′0(x)< 0.

3.2. Condiciones de entropı́a

En esta sección estudiaremos soluciones débiles del problema de Cauchy para una ley de
conservación escalar que satisfacen ciertas condiciones de entropı́a. A éstas soluciones se
les conoce como soluciones entrópicas. Con el fin de establecer resultados de existencia y
unicidad y de precisar los criterios de entropı́a, vamos a extender el concepto de desigualdad
de entropı́a y de par de entropı́a estudiados en el capı́tulo 2.

3.2.1. Solución entrópica

Sea la ley de conservación escalar (3.1) en (x, t)∈R×(0,+∞), con condición inicial (3.2),
donde u∈Ω = (a,b), abierto y acotado, y f :R→R es de clase C2. Recordemos la definición
de entropı́a vista anteriormente especializada al caso escalar. Si existe una función convexa
E : Ω → R, de clase C2, tal que

E ′(u)a(u) =Ψ
′(u), (3.9)

para toda u ∈ Ω y para cierta función Ψ : Ω → R de clase C1, entonces al par (E,Ψ) se
le conoce como un par de entropı́a y a la función E función de entropı́a. Además, si u es
solución clásica de (3.1), entonces se cumple la ley de conservación

E(u)t +Ψ(u)x = 0. (3.10)
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En el caso de sistemas, no siempre podemos hallar una función de entropı́a, excepto bajo
ciertas condiciones (sistemas simétricos, por ejemplo). En el caso escalar, tenemos una gran
variedad de funciones de entropı́a, como podemos reconocer en los siguientes ejemplos:

(a) La función convexa E = 1
2 u2 con flujo Ψ = u f (u)− ∫ u

0 f (v)dv es claramente una
función de entropı́a para (3.1) ya que

Ψ
′(u) = f (u)+u f ′(u)− f (u) = ua(u) = E ′(u)a(u).

(b) Si f es ella misma convexa, E = f es también una función de entropı́a asociada al flujo

Ψ(u) =
∫ u

0
a(v)2 dv,

ya que Ψ ′(u) = a(u)2 = a(u)E ′(u).
(c) De hecho, toda función convexa E de clase C2 es función de entropı́a de (3.1), ya que

podemos definir el flujo asociado como

Ψ(u) =
∫ u

0
E ′(v)a(v)dv.

Como hemos visto en la sección 2.7, el concepto de entropı́a nos permite establecer un
criterio para seleccionar la solución débil de (3.1) y (3.2) como el lı́mite de una aproxima-
ción viscosa. Asumiendo que dicho lı́mite existe, la condición sobre u tiene la forma de una
desigualdad en el sentido de distribuciones,

E(u)t +Ψ(u)x ≤ 0,

es decir, ∫
∞

0

∫
R

φtE(u)+φxΨ(u)dxdt +
∫
R

φ(x,0)E(u0(x))dx ≥ 0, (3.11)

para toda función de prueba

φ ∈D+ := {φ ∈C∞
0 (R×R;R) : φ ≥ 0}.

La condición (3.11) es conocida como la condición de entropı́a y establece un criterio
adicional para la solución débil u. Al hacer la aproximación viscosa (véase el teorema 2.46),
demostramos que el sentido de esta desigualdad se mantiene para cualquier par de entropı́a
(E,Ψ). Tal como en el caso de la definición de solución débil, notamos que la condición
(3.11) no requiere que u sea solución clásica, y asimismo, no requiere que la función de
entropı́a E ni su flujo de entropı́a asociado Ψ sean de clase C2. Con el fin de establecer
un criterio que permita garantizar existencia y unicidad, vamos a extender el concepto de
función de entropı́a a funciones que sean convexas, no necesariamente diferenciables. Dado
que en ese caso no contamos con la relación (3.9), ¿cómo podemos definir el flujo de entropı́a
asociado a una función convexa E, no diferenciable? Para responder a esta pregunta, apro-
ximaremos cada función convexa por funciones convexas suficientemente suaves. Los flujos
correspondientes, a su vez, convergen a una función continua que resulta ser el flujo asociado
a la función convexa original. Éste es el contenido del siguiente
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Lema 3.3. Sea E : Ω →R una función convexa. Entonces E es localmente el lı́mite uniforme
de funciones convexas de clase C∞, es decir, existe una sucesión de funciones convexas {Eε},
con ε > 0, de clase C∞ tales que Eε → E uniformemente en compactos de Ω cuando ε→ 0+.
Podemos también definir una única función de flujo Ψ : Ω→R, continua, asociada a E como

Ψ(u) = E(u)a(u)−E(0)a(0)−
∫ u

0
E(v) f ′′(v)dv, (3.12)

en el sentido de que la desigualdad (3.11) se preserva. El par (E,Ψ) es un par de entropı́a
generalizado.

Demostración. Para cada ε > 0 definimos Eε como el alisamiento de E

Eε(u) := (ηε ∗E)(u) =
∫
(−ε,ε)

ηε(w)E(u−w)dw.

Si E es convexa, entonces es continua (ver [190]; pág. 61). Por la proposición A.5(c) te-
nemos convergencia uniforme en compactos de Ω cuando ε → 0+. Falta probar que cada Eε

es convexa. Esto es inmediato ya que ηε ≥ 0 y por lo tanto

Eε((1−λ )u+λv) =
∫ +ε

−ε

ηε(w)E((1−λ )u+λv−w)dw

=
∫ +ε

−ε

ηε(w)E((1−λ )(u−w)+λ (v−w))dw

≤
∫ +ε

−ε

ηε(w)((1−λ )E(u−w)+λE(v−w))dw

= (1−λ )Eε(u)+λEε(v),

para todo u, v y toda λ ∈ [0,1], y por convexidad de E. De este modo, cada E convexa es el
lı́mite de funciones convexas de clase C∞

0 .
Para cada ε > 0 definimos el flujo

Ψ
ε(u) :=

∫ u

0
(Eε)′(v)a(v)dv,

de modo que cada (Eε ,Ψ ε) es un par de entropı́a suave para la ecuación (3.1) en el sentido
de la definición 2.36, ya que satisface la relación (Eε)′(u)a(u) = (Ψ ε)′(u) para cada u. Ası́,
integrando por partes, tenemos

Ψ
ε(u) = Eε(u)a(u)−Eε(0)a(0)−

∫ u

0
Eε(v) f ′′(v)dv,

expresión que claramente converge a Ψ , uniformemente en compactos de Ω cuando ε→ 0+.
Asumiendo que u es una solución débil que es el lı́mite de soluciones viscosas al problema
parabólico asociado, tal como vimos en el capı́tulo anterior, sabemos que para cada par de en-
tropı́a (Eε ,Ψ ε) suave se satisface la desigualdad (3.11). Por convergencia uniforme, tenemos
que
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I(ε) :=
∫

∞

0

∫
R

φt(E(u)−Eε(u))+φx(Ψ(u)−Ψ
ε(u))dxdt+

+
∫
R

φ(x,0)(E(u0(x))−Eε(u0(x)))dx −→ 0,

cuando ε → 0+. Esto implica que el sentido de la desigualdad se preserva y que (3.11) es
válida para la solución débil u y el par (E,Ψ). ut

Gracias al lema anterior, podemos formular la siguiente definición.

Definición 3.4 (Solución entrópica). Una solución débil de (3.1) con condición inicial (3.2)
es una solución entrópica (o admisible) si para toda función de entropı́a E, convexa, con
flujo de entropı́a asociado Ψ , se cumple la desigualdad (3.11) para toda función de prueba
φ ∈D+ =C1

0(R×R;R+).

Observación 3.5. (a) Si u es una solución clásica y el par (E,Ψ) es de clase C1, sabemos que
se satisface la ecuación (3.10), por lo que la desigualdad (3.11) se satisface trivialmente en
forma de igualdad. Si (E,Ψ) son sólo continuas (par de entropı́a generalizado), y u es una
solución clásica, la desigualdad (3.11) también se satisface trivialmente en forma de igualdad,
tomando el lı́mite cuando ε → 0+ de las igualdades para los pares (Eε ,Ψ ε), ε > 0.

(b) En algunos textos (ver, por ejemplo, el libro de Smoller [213]) la definición de solución
entrópica restringe la clase de funciones de prueba a C∞

0 (R× [0,+∞);R+), es decir, cada
función de prueba φ se anula en una vecindad de t = 0. De esta manera se puede, en principio,
eliminar la última integral en (3.11) y la desigualdad se reduce a∫

∞

0

∫
R

φtE(u)+φxΨ(u)dxdt ≥ 0.

Esta definición, sin embargo, pierde la propiedad de unicidad (véase Serre [197], ejercicio
2.12).

La definición de solución entrópica es uno de los conceptos fundamentales de la teorı́a
de leyes de conservación. Provee el concepto de solución admisible, la cual debe ser compa-
tible con principios fı́sicos, y restringe la clase de soluciones débiles. El enunciado de esta
definición no es, sin embargo, práctico, en el sentido de que para demostrar que una solución
débil es admisible debemos verificar la desigualdad (3.11) para todo posible par de entropı́a.
Dado que la función de entropı́a no es necesariamente diferenciable, podemos considerar en
particular el siguiente par de entropı́a

E(u) := |u− k|, Ψ(u) := ( f (u)− f (k))sgn(u− k), (3.13)

con k ∈Ω = (a,b), donde claramente E es continua y convexa, y la función sgn(s) se define
como

sgn(s) :=


1, si s > 0,
0, si s = 0,
−1, si s < 0.

Es posible demostrar que la función Ψ definida en (3.13) es, en efecto, la función de entropı́a
asociada a E en el sentido del lema 3.3 (ejercicio 3.2). El par de entropı́a (3.13) es conocido
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como el par de Kružkov [115, 116]. Nótese que E es convexa pero no es de clase C1. La
importancia del par de Kružkov será aclarado a continuación.

Hemos supuesto que Ω es un intervalo abierto y acotado. A continuación vamos a restrin-
gir nuestras observaciones al caso de Ω = [a,b], un intervalo cerrado y acotado (compacto).

Proposición 3.6. Sea [a,b] un intervalo acotado, y sea E : [a,b]→ R una función convexa.
Entonces para cada α > 0 existe una función convexa Eα , con flujo de entropı́a asociado
Ψα : [a,b]→ R, tales que

(i) E(u)≤ Eα(u)≤ E(u)+α , para todo u ∈ [a,b], y
(ii) Eα tiene la forma

Eα(u) = b0 +b1u+
M

∑
j=1

a j|u− k j|, a j > 0. (3.14)

Aquı́, α = O(1/M), con M ∈ Z+, y el flujo de entropı́a asociado Ψα tiene la forma

Ψα(u) = b1 f (u)+
M

∑
j=1

a j( f (u)− f (k j))sgn(u− k j). (3.15)

Finalmente, el par (Eα ,Ψα) converge uniformemente a (E,Ψ) en [a,b] cuando α → 0+ (es
decir, cuando M→+∞).

Demostración. La demostración es una consecuencia directa del lema A.9 (ver apéndice A).
La forma de Ψα resulta de resolver (3.12) para cada función de entropı́a Eα (ver ejercicio 3.2).
La convergencia uniforme de Ψα se deduce a partir de la convergencia uniforme de Eα . ut

Aplicaremos la proposición anterior para demostrar la siguiente equivalencia.

Teorema 3.7. Una función u ∈ L∞(R× [0,+∞);Ω), medible y acotada, con Ω = [a,b], es
una solución entrópica de (3.1) y (3.2) si y sólo si satisface la desigualdad∫

∞

0

∫
R

φt |u− k|+φx( f (u)− f (k))sgn(u− k)dxdt +
∫
R

φ(x,0)|u0(x)− k|dx ≥ 0, (3.16)

para toda k ∈Ω , y para toda función de prueba φ ∈D+.

Demostración. Claramente, si u es solución entrópica, la desigualdad (3.16) se cumple al
sustituir el par de Kružkov (3.13) en la desigualdad (3.11).

Inversamente, supongamos que u ∈ L∞(R× [0,+∞);Ω) satisface (3.16). Dado que Ω =
[a,b] es cerrado y acotado, podemos tomar k = a en (3.16) y obtener∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

φtu+φx f (u)dxdt +
∫ +∞

−∞

φ(x,0)u0(x)dx

≥ a
(∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

φt dxdt +
∫ +∞

−∞

φ(x,0)dx
)
+ f (a)

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

φx dxdt = 0,
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con φ ∈D+, en virtud de que sgn(u−a) = sgn(u0−a) = 1. El lado derecho de la desigual-
dad anterior es cero tras integración directa, ya que φ es de soporte compacto. Igualmente,
tomando k = b, obtenemos∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

φtu+φx f (u)dxdt +
∫ +∞

−∞

φ(x,0)u0(x)dx ≤ 0.

De este modo, ∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

φtu+φx f (u)dxdt +
∫ +∞

−∞

φ(x,0)u0(x)dx = 0,

para toda φ ∈ D+. Por linealidad, y usando −φ , esta igualdad es cierta también para cada
φ ∈ C∞

0 (R×R;R), sin importar su signo; de este modo u es una solución débil de (3.1) y
(3.2).

Sea una función de prueba φ ∈D+. Para cada α > 0, definimos las integrales,

Jα :=
∫

∞

0

∫
R

φtEα(u)+φxΨα(u)dxdt +
∫
R

φ(x,0)Eα(u0)dx,

J :=
∫

∞

0

∫
R

φtE(u)+φxΨ(u)dxdt +
∫
R

φ(x,0)E(u0)dx,

donde el par (Eα ,Ψα) está dado por (3.14) y (3.15). En virtud de que u satisface (3.16) para
cada k j ∈ [a,b], que cada a j es positiva, φ tiene soporte compacto y de que u es solución
débil, tenemos que

Jα =
M

∑
j=1

a j

(∫ ∞

0

∫
R

φt |u−k j|+φx( f (u)− f (k j))sgn(u−k j)dxdt+
∫
R

φ(x,0)|u0−k j|dx
)
≥ 0,

para cada α > 0. Por convergencia uniforme de (Eα ,Ψα) y por ser φ de soporte compacto,
tenemos que Jα → J cuando α → 0+ y el signo se preserva al tomar el lı́mite, es decir,
J ≥ 0. Esto implica que la desigualdad (3.11) se cumple para cada par de entropı́a (E,Ψ) y
la solución es entrópica. ut
Observación 3.8. La conclusión del teorema 3.7 implica que cuando el conjunto de estados
admisibles es compacto, basta con verificar la desigualdad de entropı́a para el par de Kružkov
para garantizar que la solución es entrópica.

En la siguiente sección analizaremos algunas consecuencias de la definición de solución
entrópica y daremos un criterio de admisibilidad para soluciones débiles que sean de clase C1

por pedazos con un número contable de discontinuidades.

3.2.2. Condición de entropı́a generalizada

Dentro del conjunto de soluciones débiles, una clase que nos interesa estudiar es el de
las soluciones que son C1 por pedazos, es decir, que tienen un número contable de discon-
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Figura 3.1 Intersección del
interior del soporte de φ ∈
D+, uniformemente alejado
de t = 0, con las regiones ΓR y
ΓL definidas por la orientación
de la discontinuidad Σ de
la solución débil u. Dichos
conjuntos se denotan por OR
y OL, respectivamente.
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tinuidades y que fuera de ellas, son soluciones clásicas a (3.1). Estudiemos algunas de las
repercusiones de la definición 3.4. Sea u una de estas soluciones suaves por pedazos, con
discontinuidades Σ j, j = 1, . . . ,N, en el plano (x, t), las cuales no se intersectan y tal que
u es solución clásica fuera de la unión ∪Σ j. Tomemos una de estas discontinuidades, que
denotamos por Σ , y supongamos que acepta una parametrización en t de la forma

Σ = {(x̂(t), t) ∈ R× [0,+∞) : t ∈ [t1, t2]}.

Definimos los conjuntos

ΓR := {(x, t) ∈ R× [0,+∞) : x > x̂(t)}
ΓL := {(x, t) ∈ R× [0,+∞) : x < x̂(t)},

a ambos lados, derecho e izquierdo, de Σ . Por convención, la normal n̂ a Σ apunta en la
dirección derecha de la curva (ver la figura 3.1).

Tomemos una función de prueba φ ∈ C∞
0 (R× (0,+∞);R+) ⊂ D+, es decir, φ = 0 cerca

de t = 0. Sea (E,Ψ) cualquier par de entropı́a generalizado, y denotemos a su aproximación
suave por (Eε ,Ψ ε), con ε > 0, en el sentido del lema 3.3. Denotamos los conjuntos abiertos
OR = ΓR ∩ (suppφ)◦ y OL := ΓL ∩ (suppφ)◦, donde (suppφ)◦ denota el interior del soporte
de φ . Dado que u es solución clásica fuera de Σ , por la desigualdad (3.11), por convergencia
uniforme, y aplicando el teorema de la divergencia en OR y OL, obtenemos

0≤
∫

∞

0

∫
R

φtE(u)+φxΨ(u)dxdt

=
∫

OL

φtE(u)+φxΨ(u)dxdt +
∫

OR

φtE(u)+φxΨ(u)dxdt

= lı́m
ε→0+

(∫
∂OL

(φ Eε(u)nt +φ Ψ
ε(u)nx)ds−

∫
∂OR

(φ Eε(u)nt +φ Ψ
ε(u)nx)ds +

−
∫

ΓR

φ(Eε(u)t +Ψ
ε(u)x)dxdt −

∫
ΓL

φ(Eε(u)t +Ψ
ε(u)x)dxdt

)
=−

∫
Σ∩suppφ

φ([E(u)]nt +[Ψ(u)]nx ds,
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ya que φ = 0 en ∂OR, ∂OL, excepto sobre Σ . Dado que φ es arbitraria, esto implica que a lo
largo de Σ se cumple la desigualdad de salto,

[E(u)]nt +[Ψ(u)]nx ≤ 0,

es decir,

− dx̂
dt

[E(u)]+ [Ψ(u)] ≤ 0, (3.17)

para todo par de entropı́a generalizado (E,Ψ).
El argumento es, claramente, reversible. Si una solución débil de clase C1 por pedazos

satisface la desigualdad (3.17) sobre toda discontinuidad Σ para cualquier par de entropı́a
generalizado (E,Ψ), entonces, por el principio de partición de unidad (ver Yosida [230], pág.
60), podemos rellenar el soporte compacto de cualquier φ ∈ D+ mediante un número finito
de vecindades abiertas O j,R∪O j,L = O j, con j = 1, . . . ,N, que pueden intersectar a {t = 0}.
Dado que u es solución clásica fuera de Σ con condición inicial u0, integrando en todo el
soporte de φ y aproximando (E,Φ) mediante la sucesión (Eε ,Φε) obtenemos la desigualdad
(3.11). De este modo hemos probado el siguiente

Lema 3.9. Sea u una solución débil de (3.1) y (3.2), de clase C1 por pedazos y con un número
contable de discontinuidades ∪ j∈NΣ j = Σ . Entonces u es solución entrópica si y sólo si

[E(u)]nt +[Ψ(u)]nx ≤ 0, (3.18)

sobre Σ , donde n̂ = (nt ,nx) es el vector normal a Σ que apunta a su lado derecho, y (E,Ψ)
es cualquier par de entropı́a generalizado. Si, además, Σ admite una parametrización de
la forma Σ = {(x̂(t), t) : t ∈ I}, con I un intervalo y x̂ : I → R diferenciable, entonces la
desigualdad (3.18) se escribe como

− dx̂
dt

[E(u)]+ [Ψ(u)] ≤ 0, (3.19)

sobre Σ .

Sustituyendo el par de Kružkov (3.13) en la desigualdad (3.19), obtenemos

[( f (u)− f (k))sgn(u− k)]≤ dx̂
dt

[|u− k|], (3.20)

sobre Σ y para toda k ∈Ω . Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de entropı́a de
Kružkov. La importancia de la desigualdad (3.20) es difı́cil de subestimar: como veremos a
continuación, es posible establecer la equivalencia entre la desigualdad (3.11) y la desigual-
dad de entropı́a (3.20) para la clase de soluciones C1 por pedazos. Cabe señalar que el célebre
resultado de existencia y unicidad de soluciones entrópicas de Kružkov [116] considera ori-
ginalmente dicho par de entropı́a.

Por el lema 3.9 y la observación 2.9 (c)-(d), si u es una función C1 por pedazos en
R× [0,+∞), con un número contable de discontinuidades, Σ = ∪ j∈NΣ j, y si, además, u es
solución entrópica de (3.1) y (3.2), entonces u es solución clásica fuera de Σ , y sobre cada Σ j
se satisface la desigualdad (3.20) para todo k ∈Ω . Esta observación y el teorema 3.7 sugieren
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que el argumento es reversible y que la condición es también necesaria. En efecto, éste es el
contenido del siguiente lema, que afirma la equivalencia entre (3.11) y (3.20) para soluciones
C1 por pedazos.

Lema 3.10. Sea u una función de clase C1 por pedazos en R× [0,+∞), con un número con-
table de discontinuidades Σ =∪ j∈NΣ j. Entonces, u es una solución débil y entrópica de (3.1)
y (3.2), si y sólo si u es solución clásica fuera de Σ que satisface la desigualdad (3.20) sobre
cada Σ j para todo k ∈Ω .

Demostración. Si u es solución entrópica y débil, de clase C1 por pedazos, entonces es so-
lución clásica fuera de Σ por la observación 2.9 (c). Sustituyendo el par de Kružkov en la
desigualdad de entropı́a (3.18) obtenemos la desigualdad (3.20).

Inversamente, sea u una función de clase C1 por pedazos, que satisface (3.20) sobre Σ para
todo k ∈ Ω y que es solución clásica fuera de Σ . Si escogemos k = uR ∈ Ω , la desigualdad
(3.20) toma la forma

dx̂
dt
|uL−uR| ≤ [ f (u)]sgn [u]. (3.21)

Análogamente, si tomamos k = uL ∈Ω , la desigualdad (3.20) implica que

dx̂
dt
|uL−uR| ≥ [ f (u)]sgn [u]. (3.22)

Combinando (3.21) y (3.22), y dado que [u] 6= 0, llegamos a las condiciones de Rankine-
Hugoniot

dx̂
dt

[u] = [ f (u)]. (3.23)

En virtud de que u es solución clásica fuera de Σ y que sobre Σ se cumplen las condiciones
de salto de Rankine-Hugoniot, u es solución débil. Usando los argumentos de la prueba del
lema 3.9 para el caso particular del par de Kružkov, se concluye que u satisface la desigualdad
(3.16) para toda φ ∈D+. Aplicando el teorema 3.7, la solución es entrópica. ut

Vamos a analizar algunas de las consecuencias de la desigualdad (3.20). En primer lu-
gar, probaremos su equivalencia con la siguiente condición de entropı́a, conocida como la
condición de entropı́a generalizada [128].

Definición 3.11. Una solución débil de (3.1), de clase C1 por pedazos, satisface la condición
de entropı́a generalizada si en cada discontinuidad Σ se tiene que(

α f (uL)+(1−α) f (uR)− f (αuL +(1−α)uR)
)

sgn [u]≤ 0, ∀α ∈ [0,1]. (3.24)

Notamos que la desigualdad (3.24) es cierta si tomamos α = 0 ó α = 1. Observamos
también que en el caso uR = uL la desigualdad (3.24) se satisface trivialmente, por lo cual
decimos simplemente que una solución de clase C1 por pedazos satisface la condición de
entropı́a generalizada si se cumple (3.24) puntualmente sobre Σ .

Lema 3.12. En la clase de soluciones débiles C1 por pedazos, las condiciones de entropı́a
(3.20) y (3.24) son equivalentes.
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Demostración. Primero probaremos que la desigualdad (3.20) implica la condición (3.24).
Fijemos un punto P ∈ Σ y supongamos que en P, uR 6= uL. Sea I el intervalo abierto en R,
I = (uR,uL) ó I = (uL,uR), según el signo de [u]. Hemos probado que (3.20) implica (3.23),
por lo que, en virtud de [u] 6= 0, la velocidad de Σ en P está dada por

dx̂
dt

=
[ f (u)]
[u]

.

Tomemos α ∈ (0,1). Entonces definiendo k := αuL +(1−α)uR, tenemos que k ∈ I ⊂ [a,b],
con I abierto. De esta forma la desigualdad (3.20) implica que

( f (uR)− f (k))sgn(uR− k)− ( f (uL)− f (k))sgn(uL− k)≤ dx̂
dt

(|uR− k|− |uL− k|).

Dado que 0 < α < 1, notamos que

sgn(uR− k) = sgn(α(uR−uL)) = sgn(uR−uL) = sgn [u]
sgn(uL− k) = sgn((1−α)(uL−uR)) = sgn(uL−uR) =−sgn [u].

Sustituyendo nuevamente, y usando la condición de Rankine-Hugoniot, obtenemos

( f (uR)+ f (uL)−2 f (k))sgn [u]≤ [ f (u)]
[u]

(|uR− k|− |uL− k|)

=
[ f (u)]
[u]

(|α||uR−uL|− |1−α||uR−uL|)

=
[ f (u)]
[u]
|uR−uL|(α− (1−α))

= [ f (u)]sgn [u](2α−1),

es decir,
( f (uR)+ f (uL)−2 f (k)− [ f (u)](2α−1))sgn [u]≤ 0.

Simplificando la desigualdad anterior, llegamos a la condición de entropı́a generalizada (3.24)
para α ∈ (0,1). Si α = 0 ó α = 1 la desigualdad (3.24) se satisface trivialmente.

Inversamente, supongamos que (3.24) es válida en cada discontinuidad. Sea cualquier
k∈Ω = [a,b]. Si k∈ I entonces se invierte el argumento anterior usando k =αuL+(1−α)uR,
con cierto α ∈ (0,1), para obtener nuevamente la desigualdad (3.20). Si por el contrario
k /∈ I entonces tenemos dos casos: a ≤ k ≤ mı́n{uL,uR}, o bien, máx{uL,uR} ≤ k ≤ b. La
desigualdad (3.20) toma la forma

f (uR)− f (uL)≤
dx̂
dt

(uR−uL),

en el primer caso, y

f (uR)− f (uL)≥
dx̂
dt

(uR−uL),
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Figura 3.2 La figura (a) muestra una discontinuidad admisible para el caso uL < uR, es decir, la gráfica de f
restringida a (uR,uL) está situada por encima de su cuerda. La figura (b) respresenta el caso cuando uR < uL;
la discontinuidad es admisible si la gráfica de f restringida a (uR,uL) está situada por debajo de su cuerda.

en el segundo, las cuales se satisfacen en forma de igualdad gracias a la condición de Rankine-
Hugoniot. Esto prueba (3.20) para cada k ∈Ω = [a,b]. ut

La importancia de la desigualdad de entropı́a generalizada (3.24) radica en que constituye
una relación geométrica muy simple sobre la función de flujo f , lo cual tiene muchas ventajas
cuando consideramos aplicaciones concretas. Analicemos la interpretación geométrica de
(3.24) dependiendo del signo de [u].

Caso 1: [u]> 0

Si uR > uL entonces la desigualdad (3.24) toma la forma

α f (uL)+(1−α) f (uR)≤ f (αuL +(1−α)uR), (3.25)

para todo α ∈ [0,1]. Por lo tanto, la solución es entrópica (equivalentemente, toda posible
discontinuidad es admisible) si y sólo si la gráfica de f restringida a (uL,uR) está situada
por encima de su cuerda. Dicha cuerda tiene como ecuación

c(u) =
[ f (u)]
[u]

(u−uL)+ f (uL) = α f (uL)+(1−α) f (uR),

con

α =− (u−uR)

[u]
∈ [0,1], u ∈ [uL,uR].

Este caso se puede apreciar en la figura 3.2(a).
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Figura 3.3 Figura (a): si f es estrictamente convexa entonces la discontinuidad es admisible si y sólo si
uR < uL. Figura (b): si f es estrictamente cóncava entonces la discontinuidad es admisible si y sólo si uL < uR.

Caso 2: [u]< 0

Si uR < uL entonces la desigualdad (3.24) toma la forma

α f (uL)+(1−α) f (uR)≥ f (αuL +(1−α)uR), (3.26)

para todo α ∈ [0,1]. De este modo, en este caso la solución es entrópica (es decir, toda dis-
continuidad es admisible) si y sólo si la gráfica de f restringida a (uR,uL) está situada por
debajo de su cuerda. Dicha cuerda tiene como ecuación

c(u) =
[ f (u)]
[u]

(u−uR)+ f (uR) = α f (uL)+(1−α) f (uR),

con

α =− (u−uR)

[u]
∈ [0,1], u ∈ [uR,uL].

Véase la figura 3.2(b).

Ejemplo 3.13. La condición (3.24) se simplifica considerablemente si la función f es estric-
tamente convexa o estrictamente cóncava.

(a) Si f es estrictamente convexa (como ejemplo tenemos la ecuación de Burgers no viscosa,
con f (u) = 1

2 u2), la gráfica está siempre bajo su cuerda. Por lo tanto, la discontinuidad es
admisible si y sólo si uR < uL (ver figura 3.3(a)).

(b) Si f es estrictamente cóncava, la gráfica de f siempre está por encima de su cuerda. Por
lo tanto, la discontinuidad es admisible si y sólo si uL < uR (ver figura 3.3(b)).
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3.2.3. Consecuencias de la condición de entropı́a generalizada

Las soluciones débiles de clase C1 por pedazos constituyen una clase especial de solucio-
nes al problema de Cauchy, para las cuales la condición de entropı́a generalizada (3.24) y
la desigualdad de entropı́a (3.11) son equivalentes. El lector habrá notado que la condición
(3.24) tiene una interpretación geométrica muy simple y que es más fácil de verificar que
(3.11). En esta sección vamos a analizar algunas consecuencias de la condición (3.24), entre
las cuales destaca la unicidad de la solución entrópica en esta clase particular de soluciones.
Motivados por la pérdida de unicidad de soluciones débiles, en la sección 2.4.4 introdujimos
tres condiciones de entropı́a que, por conveniencia del lector, escribimos aquı́ nuevamente.

La condición de entropı́a de Lax

Sea u una solución débil del problema de Cauchy y sea Σ una discontinuidad, parametri-
zada por Σ = {(x̂(t), t) : t ∈ I}, con I ⊂ R+ un intervalo. Si P ∈ Σ es cualquier punto sobre
la discontinuidad, se definen los lı́mites uL y uR a cada lado de Σ de la manera usual. Se dice
que u satisface la condición de entropı́a de Lax sobre Σ si

f ′(uR)≤ s≤ f ′(uL), (3.27)

para todo punto P de Σ , y donde s = dx̂/dt es la velocidad de la discontinuidad en ese punto;
por la condición de Rankine-Hugoniot, s = [ f (u)]/[u]. La condición de Lax muestra que las
caracterı́sticas inciden en la discontinuidad de ambos lados, tal y como sucede en el caso de
la onda de choque (2.53) para la ecuación de Burgers no viscosa (ver figura 2.6). Observa-
mos también que en el caso estrictamente convexo, f ′′ > 0 (equivalentemente, estrictamente
cóncavo, f ′′ < 0), las desigualdades en (3.27) son estrictas:

f ′(uR)< s < f ′(uL). (3.28)

Cabe mencionar que, para el caso estrictamente convexo, la condición de entropı́a de Lax se
reduce a uR < uL, como puede ser verificado sin dificultad.

La condición de Lax-Oleı̆nik

Claramente, la condición de entropı́a de Lax se deduce de la siguiente condición, conocida
como la condición de entropı́a de Lax-Oleı̆nik:

f (u)− f (uR)

u−uR
≤ s≤ f (u)− f (uL)

u−uL
, (3.29)

para toda u entre uL y uR, lı́mites izquierdo y derecho, respectivamente, en cada punto P de
Σ . Esta condición tiene la misma interpretación geométrica que la condición de Lax.
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Lema 3.14. En el caso general, con f ∈ C2, la condición de entropı́a generalizada (3.24)
implica las condiciones de entropı́a de Lax (3.27), y de Lax-Oleı̆nik (3.29).

Demostración. Suponiendo que uR 6= uL, α ∈ (0,1), y dividiendo (3.24) entre α|uR− uL|,
obtenemos

f (uR)− f (αuL +(1−α)uR)

α[u]
≤ [ f (u)]

[u]
.

Toda u entre uL y uR se puede escribir como u = αuL +(1−α)uR, para cierta α ∈ [0,1].
Ası́, u− uR = αuL +(1−α)uR− uR = −α[u] y la desigualdad anterior implica (usando la
condición de Rankine-Hugoniot) que

f (u)− f (uR)

u−uR
≤ dx̂

dt
.

De la misma manera, pero ahora dividiendo (3.24) entre (1−α)|uR−uL|, podemos demostrar
que

[ f (u)]
[u]

≤ f (u)− f (uL)

u−uL
.

De este modo obtenemos la condición de entropı́a de Lax-Oleı̆nik (3.29) para toda u entre
uR y uL. Claramente, la condición de Lax se deduce de la condición de Lax-Oleı̆nik cuando
tomamos los lı́mites cuando u→ uR, y cuando u→ uL, del lado izquierdo y derecho de la
desigualdad, respectivamente. ut

La condición de Oleı̆nik (caso convexo)

En el caso estrictamente convexo se definió también (ver sección 3.2) lo que se conoce
como la condición de Oleı̆nik: si f es estrictamente convexa, una solución débil es entrópica
si existe una constante C > 0 tal que para toda a≥ 0 y todo x ∈ R, t > 0, se tiene que

u(x+a, t)−u(x, t)<
Ca
t
. (3.30)

Esta condición, introducida por Oleı̆nik en [176], tiene ventajas cuando se estudian méto-
dos numéricos, ya que está formulada en términos de diferencias finitas.

Lema 3.15. Cuando la función de flujo es estrictamente convexa, f ′′ > 0, la condiciones de
entropı́a generalizada (3.24), de Lax (3.27), de Lax-Oleı̆nik (3.29), y de Oleı̆nik (3.30), son
equivalentes.

Demostración. En virtud del lema 3.14 y de que la condición de entropı́a generalizada se
reduce a la condición de Lax en el caso convexo, es decir, uR < uL, basta con demostrar que
las condiciones de Lax y de Oleı̆nik son equivalentes. Suponiendo que u es solución débil
que cumple la condición (3.30), sea (x, t) ∈R× (0,+∞) un punto de discontinuidad de u. En
ese caso, para todo ε > 0

u(x+ ε, t)−u(x− ε, t)<
2Cε

t
.
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Tomando el lı́mite cuando ε → 0+ obtenemos uR − uL < 0, que es la condición de Lax.
Inversamente, supongamos que la condición de Lax se cumple en toda discontinuidad. Si
(x, t) es un punto de continuidad de u entonces se tiene que

u(x+ ε, t)−u(x− ε, t)<C(t)ε,

para todo ε > 0, donde C = C(t) > 0 es una constante para t > 0 fijo. Es posible demostrar
que si f ′′ ≥ δ > 0 entonces la constante es C(t) = 1/δ t (ver ejercicio 3.1). Si (x, t) es un
punto de discontinuidad de u entonces el salto debe ser negativo por la condición de Lax.
Esto implica que u(x+ ε, t)−u(x− ε, t)< 0 <Cε/t, para ε ∼ 0+. La desigualdad para todo
ε > 0 resulta de aplicar la condición de Oleı̆nik en los puntos de continuidad de u a lo largo
de la recta para t > 0 fijo, hasta encontrar una discontinuidad a la derecha o a la izquierda.
El valor de u = uR en la discontinuidad a la izquierda debe ser mayor que el valor de u = uL
en la discontinuidad; asimismo, el valor de u = uL en la discontinuidad a la derecha debe ser
menor que el valor de u = uR en la discontinuidad. De esta forma todos los posibles saltos de
u (un conjunto numerable) a lo largo de la recta real con t > 0 fijo tienen el mismo signo, y
(3.30) es válida para todo a > 0. ut

Contracción en la norma L1: Unicidad

A continuación vamos a demostrar que la condición de entropı́a generalizada garantiza la
unicidad de la solución entrópica al problema de Cauchy en la clase de soluciones C1 por
pedazos con un conjunto numerable de discontinuidades.

Proposición 3.16. Sea f : R→ R de clase C2 y sea u0 ∈ L∞ (acotada). Si el problema de
Cauchy (3.1) - (3.2), tiene una solución débil de clase C1 por pedazos que satisface la con-
dición de entropı́a generalizada, entonces es única.

Esta proposición es consecuencia de un resultado más general.

Teorema 3.17 (Contracción en la norma L1). Sea f de clase C2, y sean u y v dos soluciones
débiles en la clase de funciones C1 por pedazos, para las cuales todas sus discontinuidades
satisfacen la condición de entropı́a generalizada. Entonces ‖u(t)−v(t)‖L1 es una función no
creciente de t ≥ 0.

Demostración. Sean u y v dos soluciones entrópicas de la ley de conservación (3.1), que
satisfacen, en toda discontinuidad, la condición de entropı́a generalizada (3.24). Denotamos

w := u− v,

Asimismo, denotamos la norma L1 de w como

r(t) := ‖w(·, t)‖L1 =
∫ +∞

−∞

|w(x, t)|dx = ∑(−1)k
∫ yk+1(t)

yk(t)
(u− v)(x, t)dx, (3.31)

donde los puntos yk(t) son escogidos para cada t fijo de modo que
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u
v

y y y
k−1 k k+1

Figura 3.4 Elección de los puntos yk(t) para t fijo, tales que sgn(u(x, t)− v(x, t)) = (−1)k para x ∈
(yk(t),yk+1(t)). La gráfica de u está representada por la lı́nea continua (en rojo), y la de v por la lı́nea puntea-
da (en azul). Nótese que para cada k tenemos que, o bien u(·, t) y v(·, t) son continuas en yk(t) (punto donde
u = v), o bien yk(t) es un punto de discontinuidad de u o de v.

sgn(u(x, t)− v(x, t)) = (−1)k, para cada x ∈ (yk(t),yk+1(t)).

Los puntos yk son funciones de t y la suma puede ser finita o infinita. La figura 3.4 muestra
la forma de elegir los puntos yk. Para cada k tenemos dos casos:

(i) yk(t) es un punto de continuidad, tanto de u(·, t) como de v(·, t). En estos puntos

u(yk(t), t) = v(yk(t), t).

(ii) yk(t) es un punto de discontinuidad de u(·, t) o de v(·, t). En este caso yk(t) denota una
curva de discontinuidad que satisface la condición de entropı́a.

Dado que u y v satisfacen la ley de conservación en sentido débil, si son continuas en el in-
tervalo (a,b) entonces satisfacen el principio de conservación en forma integral (observación
2.9 (e)):

d
dt

∫ b

a
u(x, t)dx = f (u(a, t))− f (u(b, t)) = lı́m

ε→0+

(
f (u(a+ ε, t))− f (u(b− ε, t))

)
. (3.32)

Por lo tanto, derivando (3.31) con respecto a t obtenemos
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dr
dt

= ∑(−1)k d
dt

∫ yk+1(t)

yk(t)
(u− v)(x, t)dx

= ∑(−1)k lı́m
ε→0+

(
(u− v)(yk+1(t)− ε, t)

dyk+1

dt
− (u− v)(yk(t)+ ε, t)

dyk

dt
+

+ f (u(yk(t)+ ε, t))− f (u(yk+1(t)− ε, t))+

+ f (v(yk+1(t)− ε, t))− f (v(yk(t)+ ε, t))
)
, (3.33)

=: ∑(−1)k(ρk+1−ρk),

donde ρ j representa al sumando que involucra a y j, con j = k+1 o j = k. En el caso (i), u y
v son continuas en yk y además u(yk, t) = v(yk, t), por lo que el sumando k en (3.33) es cero,
y basta con sumar en la fórmula las contribuciones de los puntos de discontinuidad yk+1 de
u, de v, o de ambos; es decir, es suficiente considerar el caso (ii). Supongamos, por ejemplo,
que u es discontinua en yk+1, el cual podrı́a ser también un punto de discontinuidad de v. Si
definimos

uR := lı́m
ε→0+

u(yk+1 + ε), vR := lı́m
ε→0+

v(yk+1 + ε),

uL := lı́m
ε→0+

u(yk+1− ε), vL := lı́m
ε→0+

v(yk+1− ε),

entonces podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que uR < uL (el caso contrario se
analiza de manera análoga). Tenemos dos casos posibles:

(a) vL ∈ (uR,uL),
(b) vL /∈ (uR,uL).

En el caso (a) el signo de u− v es positivo en (yk,yk+1); por ende (−1)k = 1 y k es par.
Por la condición de Rankine-Hugoniot en la discontinuidad yk+1(t) de u,

dyk+1

dt
=

f (uR)− f (uL)

uR−uL
.

Por inspección de los términos de la suma en (3.33), el sumando (−1)kρk+1 tiene la forma

(−1)k
ρk+1 = ρk+1 = lı́m

ε→0+

(
(u− v)(yk+1− ε)

dyk+1

dt
+ f (v(yk+1− ε))− f (u(yk+1− ε))

)
= (uL− vL)

( f (uR)− f (uL)

uR−uL

)
+ f (vL)− f (uL).

Notamos, sin embargo, que existe α = (vL−uR)/(uL−uR) ∈ (0,1), tal que vL = αuL +(1−
α)uR. Ası́, por la condición de entropı́a generalizada,

ρk+1 = f (vL)− (α f (uL)+(1−α) f (uR))

= sgn(uR−uL)
(
α f (uL)+(1−α) f (uR)− f (αuL +(1−α)uR)

)
≤ 0.

La contribución del sumando (−1)kρk+1 es no positiva.
En el caso (b) tenemos dos subcasos:
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(b1) vL ≥ uL,
(b2) vL ≤ uR.

En el caso (b1) tenemos que si vL = uL entonces el sumando es cero, ρk+1 = 0. Ası́,
supongamos que vL > uL. Entonces u− v es negativo en (yk,yk+1) y (−1)k =−1, es decir, k
es impar. Notamos también que, necesariamente, vR ≤ uR < uL < vL, ya que de otro modo el
signo de u− v seguirı́a siendo negativo a la derecha de yk+1, contradiciendo la definición de
los puntos yk. Esto implica que yk+1 es también punto de discontinuidad de v, y la velocidad
de la onda de choque se puede expresar también en términos de los valores de v, esto es,

dyk+1

dt
=

f (vR)− f (vL)

vR− vL
.

Dado que uL ∈ [vR,vL), entonces existe α = (uL− vR)/(vL− vR) ∈ [0,1), tal que uL =
αvL +(1−α)vR. De esta manera, usando la condición de entropı́a generalizada, obtenemos
que

(−1)k
ρk+1 =−ρk+1 = f (uL)− f (vL)+(vL−uL)

( f (vR)− f (vL)

vR− vL

)
= sgn(vR− vL)

(
f (αvL +(1−α)vR)− (α f (vL)+(1−α) f (vR))

)
≤ 0,

y el sumando contribuye negativamente o cero. Similarmente se puede probar que la contri-
bución del sumando es no positiva en el caso (b2).

De este modo, hemos demostrado que la suma en (3.33) es no positiva, y por lo tanto,

dr(t)
dt
≤ 0,

para todo t > 0. ut

Demostración la proposición 3.16. Sean u y v dos soluciones del problema de Cauchy. En-
tonces w = u− v tiene como condición inicial w(0) = 0 c.d.s. Por el teorema 3.17

0≤ ‖u(·, t)− v(·, t)‖L1 ≤ ‖u(·,0)− v(·,0)‖L1 = 0,

para todo t ≥ 0, es decir, w = 0, c.d.s., y la solución es única. ut

3.3. Solución entrópica para f convexa: la fórmula de Lax-Hopf

En esta sección vamos a demostrar un teorema debido a Lax [124], el cual asegura existen-
cia y unicidad de la solución entrópica al problema de Cauchy con condición inicial acotada,
en el caso en el que la función de flujo f es estrictamente convexa. Notablemente, la solu-
ción está determinada por una fórmula explı́cita que se conoce como la fórmula de Lax-Hopf
[124, 128]. A pesar de que la demostración no se puede extender al caso general no conve-
xo, el método usado en esta sección es de gran interés pues revela rasgos importantes de las
soluciones entrópicas, tales como el comportamiento asintótico para t grande.
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3.3.1. El teorema de Lax

Consideremos la ley de conservación escalar

ut + f (u)x = 0, (3.34)

en (x, t) ∈ R× (0,+∞), con condición inicial

u(x,0) = u0(x), (3.35)

donde u ∈ R, f : R→ R es de clase C2.

Teorema 3.18 (Lax). Sea f : R→ R estrictamente convexa, de clase C2 que satisace

f ′′(u)≥ α > 0, para toda u ∈ R,

f ′(u) = a(u)→±∞, cuando u→±∞.

Sea la condición inicial u0 ∈ L∞ (acotada). Entonces el problema de Cauchy (3.34), (3.35)
admite una única solución entrópica u ∈ L∞(R× [0,+∞);R), que satisface la desigualdad

f ′(u(x2, t))− f ′(u(x1, t))≤
x2− x1

t
(3.36)

para toda x2 ≥ x1 y toda t > 0. La solución entrópica está dada por la fórmula explı́cita

u(x, t) = g
(

x− y(x, t)
t

)
, (3.37)

donde g = a−1 y y(x, t) es el valor único que minimiza la función

y 7→ G(x, t,y) = t f ∗
(

x− y
t

)
+
∫ y

0
u0(x)dx. (3.38)

Aquı́, f ∗ denota la transformada de Legendre de f (véase apéndice A.3.2).

Observación 3.19. La desigualdad (3.36) es una condición más general que la desigualdad
de entropı́a de Oleı̆nik, ya que esta última se deduce a partir de (3.36). Si tomamos 2C =
1/mı́n f ′′ > 0, por el teorema del valor medio tenemos que

a(u(x2, t))−a(u(x1, t))
x2− x1

=
f ′′(u0)(u(x2, t)−u(x1, t))

x2− x1
≤ 1

t
,

para cierto u0 entre u(x1, t) y u(x2, t), y para todo x2 > x1; esto implica que

u(x+ ε, t)−u(x, t)<
Cε

t
, (3.39)

para todo (x, t), con t > 0, y todo ε > 0, es decir, obtenemos la condición de entropı́a de
Oleı̆nik.
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Observación 3.20. En el caso de la ecuación de Burgers no viscosa tenemos f (u) = 1
2 u2 y

por lo tanto a(u) = u con inversa g(v) = v. De este modo f ∗(u) = 1
2 u2 y la función (3.38) está

dada por

G(x, t,y) =
1
2
(x− y)2

t
+
∫ y

0
u0(x)dx.

La fórmula explı́cita (3.37) fue expresada por primera vez en el caso particular de flujo de
Burgers por E. Hopf [94], razón por la cual la solución (3.37) recibe el nombre de fórmula de
Lax-Hopf (o simplemente, fórmula de Lax).

Observación 3.21. La fórmula explı́cita de Lax-Hopf es posible gracias a que cuando la fun-
ción de flujo es convexa, todas las caracterı́sticas emanan de algún punto en el eje real cuando
t = 0. En el caso general esto no es posible, ya que las caracterı́sticas se pueden originar en
una onda de choque sónica, es decir, cuando la velocidad coincide con una de las velocida-
des caracterı́sticas, s = f ′(uL) o s = f ′(uR) (también llamada onda de choque caracterı́stica).
Existe, sin embargo, un caso en el que ésto no ocurre para f arbitraria, que consiste en supo-
ner que la condición inicial es monótona, lo cual implica que su primitiva es convexa. Esta
notable observación se debe a Kunik [118] (para la demostración, véase Serre [196]):

Proposición 3.22 (Kunik). Sea u0 ∈ L∞ monótonamente creciente, y sea f ∈C2. Entonces la
solución entrópica al problema de Cauchy (3.34) - (3.35) está dada por u(x, t) = ∂xH(x, t),
donde

H(x, t) = sup
y∈R

(yx− t f (y)−U∗0 (y)),

U0 es la primitiva (convexa) de u0, y U∗0 denota a su transformada de Legendre.

3.3.2. Demostración del teorema de Lax

La demostración del teorema 3.18 que presentamos aquı́ está dividida en tres partes. La
primera parte consiste en verificar que la fórmula de Lax-Hopf es correcta en el caso par-
ticular de una solución de clase C1 por pedazos que, además, tiene soporte compacto en el
espacio-tiempo. Aunque no es propiamente parte de la demostración, este paso es muy ilus-
trativo ya que nos permite entender desde un punto de vista geométrico (mediante una cons-
trucción con el método de caracterı́sticas) de dónde proviene la fórmula (3.37). La segunda
parte consiste en la demostración de la existencia de la solución de Lax-Hopf y la verificación
de la condición de entropı́a. La tercera y última parte es la prueba de unicidad. Hacemos notar
que esta demostración es esencialmente diferente al principio de contracción en la norma L1

presentado en la sección 3.2.3, el cual se aplica solamente a soluciones entrópicas de clase
C1 por pedazos. La conclusión del teorema garantiza la unicidad de la solución de Lax-Hopf
en la clase de todas la soluciones entrópicas de la ley de conservación.
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Representación para una solución u de clase C1 por pedazos

Primero vamos a verificar que la fórmula de Lax (3.37) - (3.38) es válida en el caso de
una solución de clase C1 por pedazos con soporte compacto, y que satisface, en cada una de
sus discontinuidades, la desigualdad de Lax (3.27). Asumiendo que u(x, t) es una solución de
este tipo, definimos

U(x, t) :=
∫ x

−∞

u(ζ , t)dζ ,

U0(x) :=U(x,0).

Es posible normalizar la función de flujo1 f tal que, sin pérdida de generalidad, f (0) = 0.
De este modo integramos la ecuación (3.34) (ya que u es de clase C1 por pedazos y la ley

de conservación (3.34) se satisface c.d.s.), de tal manera que

0 =
∫ x

−∞

ut(y, t)+ f (u)y dy = ∂t

∫ x

−∞

u(y, t)dy+ f (u(x, t))− f (u(−∞, t)).

Nótese que u(−∞, t)≡ 0 para toda t ≥ 0, ya que u es de soporte compacto y f (0) = 0; por lo
tanto,

Ut + f (Ux) = 0, c.d.s. (3.40)

En virtud de que f es estrictamente convexa, tenemos que para toda v ∈ R se cumple la
siguiente desigualdad f (Ux)≥ a(v)(Ux− v)+ f (v), y por ende,

Ut +a(v)Ux ≤ va(v)− f (v), para toda v ∈ R. (3.41)

Fijemos v ∈ R. Para (x, t) ∈ R× (0,+∞) dados, consideremos la caracterı́stica que pasa
por (x, t) con pendiente a(v) y que intersecta al eje t = 0 en el punto y(x, t) = x−a(v)t. Esta
caracterı́stica se puede parametrizar de la siguiente manera,

Γ(x,t) = {(ξ (σ),σ) ∈ R× [0,+∞) : ξ (σ) = a(v)σ + y(x, t) = a(v)(σ − t)+ x}.

Integremos (3.41) a lo largo de Γ(x,t) para σ ∈ (0, t); obtenemos,∫ t

0
Ut(a(v)(σ − t)+ x,σ)+a(v)Ux(a(v)(σ − t)+ x,σ)dσ ≤ t(va(v)− f (v)).

Derivando U con respecto a σ a lo largo de la caracterı́stica, se tiene que

d
dσ

U(ξ (σ),σ) =Ut(ξ (σ),σ)+a(v)Ux(ξ (σ),σ),

y, por lo tanto,
U(x, t)≤U(y,0)+ t(va(v)− f (v)). (3.42)

Sea g la función inversa de a. Dado que (x− y)/t = a(v) obtenemos

1 Basta con redefinir f (u)→ f (u)− f (0), conservando convexidad y regularidad.
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v = g
(

x− y
t

)
.

Sustituyendo en (3.42) llegamos a la desigualdad

U(x, t)≤U(y,0)+ t
((

x− y
t

)
g
(

x− y
t

)
− f

(
g
(

x− y
t

)))
=U(y,0)+ t f ∗

(
x− y

t

)
.

Esta desigualdad se cumple para todo v ∈R, y dado que y(x, t) = x−a(v)t, también es cierta
para toda y ∈ R. De este modo hemos probado que

U(x, t)≤U0(y)+ t f ∗
(

x− y
t

)
, (3.43)

para toda y ∈R. En particular, para (x, t) dados, la desigualdad (3.43) se cumple para el valor
ŷ(x, t) tal que

g
(

x− ŷ(x, t)
t

)
= u(x, t). (3.44)

Este valor ŷ existe ya que g = a−1 y a es sobre. Otra manera de escribir (3.44) es

a(u(x, t))t = x− ŷ(x, t). (3.45)

A continuación vamos a demostrar que dicho valor de ŷ minimiza el lado derecho de la
desigualdad (3.43), la cual se cumple en forma de igualdad. La fórmula (3.45) nos sugiere
considerar la caracterı́stica con pendiente a(u(x, t)) que pasa por (x, t). Ası́, para (x, t) dado y
fuera de una discontinuidad Σ de u, consideramos la caracterı́stica

ξ (σ) = a(u(x, t))(σ − t)+ x, σ ∈ (0, t). (3.46)

Dicha caracterı́stica intersecta el eje t = 0 en el punto ξ (0) = ŷ(x, t) siempre y cuando
no intersecte a otra discontinuidad Σ ′ para tiempos menores a t > 0. Podemos garantizar
esto ya que, por hipótesis, u es solución de clase C1 por pedazos que satisface la condición
de entropı́a de Lax. En efecto, supongamos que (x, t) está fuera de una discontinuidad Σ y
argumentando por contradicción, supongamos que si trazamos la caracterı́stica hacia atrás en
el tiempo, ésta intersecta a una segunda discontinuidad Σ ′ (ver figura 3.5).

De este modo, u permanece constante a lo largo de la caracterı́stica, la cual intersecta al
eje t = 0 en el único punto ŷ(x, t). Dado que Ux = u, tenemos para todo σ ∈ (0, t),

Ut(ξ (σ),σ) =− f (u(ξ (σ),σ)),

y u(x, t) = u(ξ (σ),σ). En consecuencia,

Ut(ξ (σ),σ)+a(u(ξ (σ),σ))Ux(ξ (σ),σ) = a(u(ξ (σ)),σ)u(ξ (σ),σ)− f (u(ξ (σ),σ))

= a(u(x, t))u(x, t)− f (u(x, t)),
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para toda σ ∈ (0, t). Integrando esta igualdad en σ ∈ (0, t) obtenemos

U(x, t)−U(ŷ(x, t),0) =
∫ t

0

d
dσ

U(ξ (σ),σ)dσ

=
∫ t

0
Ut(ξ (σ),σ)+a(u(ξ (σ),σ))Ux(ξ (σ),σ)dσ

=
∫ t

0
a(u(x, t))u(x, t)− f (u(x, t))dσ

= t
(
a(u(x, t))u(x, t)− f (u(x, t))

)
= t f ∗

(
x− ŷ(x, t)

t

)
.

Hemos probado que la desigualdad (3.43) se cumple en forma de igualdad para y = ŷ(x, t),
valor para el cual el lado derecho alcanza su mı́nimo, y adicionalmente tenemos la represen-
tación (3.44) para la solución u. Podemos concluir que la fórmula de Lax (3.37) - (3.38) es,
por lo tanto, válida para una solución u de clase C1 por pedazos y con soporte compacto que
satisface la condición de Lax en cada discontinuidad.

Existencia

El siguiente paso consiste en demostrar la parte de existencia del teorema de Lax. Dado
que la condición inicial es acotada, u0 ∈ L∞, podemos definir

U0(y) :=
∫ y

0
u0(x)dx. (3.47)

Nuevamente normalizamos f de modo que f (0) = 0. Dado que f es estrictamente convexa
y lı́mu→±∞ f ′(u) =±∞, podemos definir, para todo (x, t) con t > 0, y y ∈ R, la función

G(x, t,y) :=U0(y)+ t f ∗
(

x− y
t

)
. (3.48)

Figura 3.5 Si la solución u
satisface la condición de Lax,
entonces una caracterı́stica
con pendiente a(u(x, t)) para
(x, t) ∈ R× (0,+∞) fijo y
fuera de una discontinuidad
Σ , no intersecta a otra dis-
continuidad Σ ′ para tiempos
menores a t > 0. En la gráfi-
ca, la discontinuidad viola
la condición de Lax, pues la
caracterı́stica que “entra” en
Σ aparenta “salir” de Σ ′.

.

t

x

Σ Σ

(x,t)
,
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Notamos que la transformada de Legendre de f satisface

f ∗(a(0)) = a(0)g(a(0))− f (g(a(0))) =− f (0) = 0,

ya que g = a−1 y habiendo usado (A.8). Asimismo, en virtud de que d f ∗/dv = g(v) y de que
f ∗ es estrictamente convexa, concluı́mos que f ∗ tiene un mı́nimo global en v = a(0) y por lo
tanto

f ∗(v)≥ 0, f ∗(v)→+∞ cuando |v| →+∞.

Más aún, f ∗ crece más rápido que cualquier función lineal ya que

lı́m
v→±∞

d f ∗/dv = lı́m
v→±∞

g(v) =±∞.

Por otro lado, el término
∫ y

0 u0 dx crece, a lo más, linealmente, en virtud de que u0 es acotada.
Por continuidad de G y las observaciones anteriores concluimos que para (x, t) fijo,

G(x, t,y)−→+∞ cuando y→±∞.

Esto implica que para (x, t) fijo G alcanza su mı́nimo en algún punto y = y(x, t), el cual
puede no ser único. Sea y(x, t) cualquiera de esos puntos que minimizan a G. Vamos a de-
mostrar que el mapeo x 7→ y(x, t) es no decreciente para todo t > 0 fijo, lo cual es un corolario
del siguiente

Lema 3.23. Para x1,x2, y t > 0 dados, sean y1 y y2 dos valores para los cuales las funciones
G(x1, t,y) y G(x2, t,y) alcanzan su mı́nimo, respectivamente. Si x2 > x1 entonces y2 ≥ y1.

Demostración. Sea

H(s) := f ∗(σ + s)− f ∗(σ)+ f ∗(τ− s)− f ∗(τ),

para σ < τ fijos y cualquier s ∈ (0,τ −σ). Dado que f ∗ es estrictamente convexa tenemos
que

f ∗(σ + s)− f ∗(σ)

s
<

f ∗(τ)− f ∗(τ− s)
s

, s ∈ (0,τ−σ)

(ver figura 3.6). Esto implica que H(s) < 0. Notamos también que H(0) = 0, y que H(τ −
σ)= 0. Por lo tanto, bajo estas hipótesis H es negativa entre 0 y τ−σ y H(0)=H(τ−σ)= 0.

Sean x1 < x2 y definamos

s :=
x2− x1

t
> 0, τ :=

x2− y2

t
, σ :=

x1− y1

t
.

Argumentando por contradicción, supongamos que y2 < y1. En este caso tenemos que

s+σ =
x2− y1

t
<

x2− y2

t
= τ,

es decir, s ∈ (0,τ −σ), con τ > σ . Por convexidad tenemos, por lo tanto, que H(s) < 0, lo
cual implica la desigualdad
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f ∗
(

x2− y1

t

)
+ f ∗

(
x1− y2

t

)
< f ∗

(
x2− y2

t

)
+ f ∗

(
x1− y1

t

)
. (3.49)

Por hipótesis, y1 minimiza a G(x1, t,y), por lo que

G(x2, t,y1) = G(x1, t,y1)+ t f ∗
(

x2− y1

t

)
− t f ∗

(
x1− y1

t

)
≤ G(x1, t,y2)+ t f ∗

(
x2− y1

t

)
− t f ∗

(
x1− y1

t

)
< G(x1, t,y2)+ t f ∗

(
x2− y2

t

)
− t f ∗

(
x1− y2

t

)
=U0(y2)+ t f ∗

(
x2− y2

t

)
= G(x2, t,y2),

tras haber usado la desigualdad (3.49). Sin embargo, esta última desigualdad contradice el
hecho de que y2 minimiza a G(x2, t,y). ut

Corolario 3.24. El mapeo x 7→ y(x, t), donde y(x, t) es cualquier mı́nimo de G(x, t,y), es no
decreciente.

La monotonicidad nos garantiza, a su vez, continuidad casi donde sea (ver [13], teorema
5.6.4, pág. 151):

Proposición 3.25. Si para t fijo, y(x, t) es una función no decreciente de x, entonces y(x, t) es
continua en x excepto en un conjunto numerable de puntos.

En un punto de continuidad de y(·, t), éste es el único valor de y que minimiza a G. Para
probar esto, sean y−(x, t) y y+(x, t) los valores más pequeño y más grande, respectivamente,
que minimizan a G(x, t,y) para cada (x, t) fijo. Por definición, y−(x, t)≤ y(x, t)≤ y+(x, t). Por
otro lado, si x2 > x1, por el lema 3.23 tenemos que y(x1, t)≤ y−(x2, t), y y+(x1, t)≤ y(x2, t).
Si x0 es un punto de continuidad de y(x, t), tomando x2 = x0 + ε y x1 = x0− ε , con ε > 0
suficientemente pequeño, obtenemos

Figura 3.6 Dado que f ∗

es estrictamente convexa
tenemos que f ∗(σ + s) +
f ∗(τ − s) < f ∗(τ)+ f ∗(σ)
para σ < τ fijos y cualquier
s ∈ (0,τ−σ).

σ τ− σ+ τs s

f *

.

.
.

.
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y−(x0, t)− y+(x0, t) = (y−(x0, t)− y(x0− ε, t))+(y(x0 + ε, t)− y+(x0, t))+

+(y(x0− ε, t)− y(x0 + ε, t))

≥−|y(x0 + ε, t)− y(x0− ε, t)| → 0,

cuando ε → 0+, ya que los primeros sumandos de lado derecho son no negativos. Como el
lado izquierdo es independiente de ε , concluı́mos que y−(x0, t) ≥ y+(x0, t). De este modo,
y+(x, t) = y−(x, t) para toda (x, t) excepto en valores de x donde y(x, t) es discontinua. En
consecuencia, para todo t > 0, excluyendo a lo sumo un conjunto numerable de puntos en x,
el valor y(x, t) que minimiza a G(x, t,y) está determinado de manera única. Denotamos a este
valor como y = ŷ(x, t).

En consecuencia, definimos para todo (x, t) ∈ R× (0,+∞) c.d.s.

u(x, t) := g
(

x− ŷ(x, t)
t

)
, (3.50)

donde g = a−1, a(u) = f ′(u) y ŷ(x, t) es el único mı́nimo continuo de (3.48) salvo en un
conjunto de medida cero. Para probar que (3.50) es solución débil del problema de Cauchy
(3.34)-(3.35), definimos para cada n ∈ N las siguientes aproximaciones

un(x, t) :=

∫
R

g
(x− y

t

)
e−nG(x,y,t) dy∫

R
e−nG(x,t,y) dy

, (3.51)

fn(x, t) :=

∫
R

f
(

g
(x− y

t

))
e−nG(x,y,t) dy∫

R
e−nG(x,t,y) dy

, (3.52)

vn(x, t) := log
∫
R

e−nG(x,y,t) dy, (3.53)

para (x, t)∈R×(0,+∞), c.d.s. Debemos verificar que las integrales en (3.51) - (3.53) existen.

Lema 3.26. G(x, t,y) es Lipschitz en y.

Demostración. Dado que f ,g son C1 y u0 ∈ L∞ es acotada, estimamos

|G(x, t,y1)−G(x, t,y2)| ≤
∣∣∣∣∫ y1

y2

u0(x)dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣t f ∗

(
x− y1

t

)
− t f ∗

(
x− y2

t

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ y1

y2

u0(x)dx
∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣t((x− y1

t

)
g
(x− y1

t

)
− f
(
g
(x− y1

t

))
−
(x− y2

t

)
g
(x− y2

t

)
− f
(
g
(x− y2

t

)))∣∣∣∣
≤C|y2− y1|+C̃(x, t)|y2− y1|.

Es decir, existe C(x, t)> 0 tal que
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|G(x, t,y1)−G(x, t,y2)| ≤C(x, t)|y2− y1|.

ut

Hemos observado que G(x, t,y)→ +∞ cuando |y| → +∞, siendo ŷ(x, t) el único mı́nimo
de G (para (x, t) fijo). Por lo tanto para δ > 0, tenemos que en |y− ŷ(x, t)| ≥ δ , G es distinta
de cero. Ası́, existe una constante C̄ = C̄(x, t,δ )> 0 tal que

G(x, t,y)≥ C̄|y− ŷ(x, t)| ≥ C̄δ . (3.54)

De este modo tenemos que
e−nG(x,t,y) ≤ e−nC̄|y−ŷ(x,t)|,

para |y− ŷ(x, t)|> δ . Ası́,∫
R

e−nG(x,y,t) dy =
∫
|y−ŷ(x,t)|≤δ

e−nG(x,y,t) dy+
∫
|y−ŷ(x,t)|>δ

e−nG(x,y,t) dy

≤C(n,x, t,δ )+
∫
R

e−nC̄|y−ŷ(x,t)| dy < +∞.

Como f y g son de clase C1, las integrales en (3.51) - (3.53) existen, y un, fn y vn están
bien definidas. Ahora bien, por la forma de G (3.48) y recordando que d f ∗/dv = g(v), reco-
nocemos que

Gt(x, t,y) = f ∗
(x− y

t

)
−
(x− y

t

)
g
(x− y

t

)
=− f

(
g
(x− y

t

))
,

Gx(x,y, t) = g
(x− y

t

)
.

De este modo diferenciando vn obtenemos

(vn)x =−
n
∫
R

g
(x− y

t

)
e−nG(x,y,t) dy∫

R
e−nG(x,t,y) dy

=−nun,

(vn)t =
n
∫
R

f
(

g
(x− y

t

))
e−nG(x,y,t) dy∫

R
e−nG(x,t,y) dy

= n fn.

Dado que (vn)xt = (vn)tx, se tiene que (−nun)t = (n fn)x, es decir,

(un)t +( fn)x = 0. (3.55)

Sin pérdida de generalidad podemos normalizar G y suponer que el único mı́nimo de G
ocurre en y = ŷ(x, t) y que toma el valor

G(x, t, ŷ(x, t)) = 0.

Preliminary version – 20 de marzo de 2020
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El mı́nimo es único y la normalización no afecta la definición de u o de las aproximaciones
un, fn, salvo la de vn por una constante. Tomemos δ > 0 arbitrario. Dado que G es Lipschitz
en y, existe C1 =C1(x, t,δ )> 0 tal que

|G(x, t,y)| ≤C1|y− ŷ(x, t)|,

para todo |y− ŷ(x, t)|< δ . Esto implica que∫
R

e−nG(x,y,t) dy≥
∫ ŷ(x,t)+δ

ŷ(x,t)−δ

e−nG(x,t,y) dy≥
∫ ŷ(x,t)+δ

ŷ(x,t)−δ

e−nC1|y−ŷ(x,t)| dy

= 2
∫

δ

0
e−nC1y dy =

2
nC1

(
1− e−nC1δ

)
≥ C2

n
,

(3.56)
para todo n > 1/δ y con C2 > 0 independiente de n.

Dado que g es de clase C1, sea C̃(t) > 0 la constante de Lipschitz de g(·/t). Usando la
estimación (3.54) para |y− ŷ(x, t)| ≥ δ y (3.56) para |y− ŷ(x, t)|< δ obtenemos

|un(x, t)−u(x, t)|=
∣∣∣∣∣
∫
R g
( x−y

t

)
e−nG(x,y,t) dy∫

R e−nG(x,t,y) dy
− g

(
x− ŷ(x, t)

t

)∣∣∣∣∣
≤
∫
R

∣∣∣g( x−y
t

)
−g
( x−ŷ(x,t)

t

)∣∣∣e−nG(x,y,t) dy∫
R e−nG(x,t,y) dy

≤ C̃(t)
∫
R |y− ŷ(x, t)|e−nG(x,t,y) dy∫

R e−nG(x,t,y) dy

≤ C̃(t)δ +
nC̃(t)

C2

∫
|y−ŷ(x,t)|≥δ

|y− ŷ(x, t)|e−nC̄|y−ŷ(x,t)| dy

≤ C̃(t)δ +2nĈ(t)
∫ +∞

0
ye−C̄ny dy

= C̃(t)δ +
C3(t)

n
.

Tomando el lı́mite cuando n→+∞ obtenemos para (x, t) ∈ R× (0,+∞) fijo,

lı́m
n→+∞

|un(x, t)−u(x, t)| ≤ C̃(t)δ .

Dado que δ > 0 es arbitrario, hemos probado que

lı́m
n→+∞

un(x, t) = u(x, t),

para todo (x, t) ∈ R× (0,+∞) c.d.s. Análogamente es posible demostrar2 que

lı́m
n→+∞

fn(x, t) = f (u(x, t)).

2 Se trata de la misma demostración, tomando C̃ como la constante de Lipschitz de la composición ( f ◦g)(·/t).
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De este modo, podemos tomar el lı́mite de la ley de conservación (3.55) en sentido distribu-
cional. Multiplicando (3.55) por una función de prueba φ ∈C∞

0 (R×R;R) e integrando por
partes, llegamos a ∫ +∞

0

∫
R

φtun +φx fn dxdt +
∫
R

φ(x,0)un(x,0)dx = 0. (3.57)

Tenemos que definir un(x,0). Para ello recordamos que Gx = g
( x−y

t

)
; por lo tanto

Gx(x, t, ŷ(x, t)) = g
(

x− ŷ(x, t)
t

)
= u(x, t).

Sabemos que y = ŷ(x, t) minimiza a G(x, t,y); ası́,

G(x, t, ŷ(x, t))≤ G(x, t,x) =
∫ x

0
u0(ζ )dζ + t f ∗(0),

es decir,

G(x, t, ŷ(x, t))−
∫ x

0
u0(ζ )dζ ≤Ct. (3.58)

Por otra parte, por definición de ŷ(x, t),

G(x, t, ŷ(x, t)) = mı́n
y∈R

(∫ y

0
u0(ζ )dζ + t f ∗

(x− y
t

))
.

En consecuencia, podemos estimar

G(x, t, ŷ(x, t)) =
∫ x

0
u0(ζ )dζ +mı́n

y∈R

(∫ y

x
u0(ζ )dζ + t f ∗

(x− y
t

))
≥
∫ x

0
u0(ζ )dζ +mı́n

y∈R

(
−C|x− y|+ t f ∗

(x− y
t

))
=
∫ x

0
u0(ζ )dζ + t mı́n

z∈R

(
−C|z|+ f ∗(z)

)
=
∫ x

0
u0(ζ )dζ − t máx

z∈R

(
C|z|− f ∗(z)

)
.

Por el lema A.8 sabemos que ( f ∗)∗ = f , por lo cual,

máx
z∈R

(C|z|− f ∗(z))≤ máx
v∈(0,C)

máx
z∈R

(vz− f ∗(z)) = máx
v∈(0,C)

( f ∗)∗(v) = máx
v∈(0,C)

f (v) =: C0,

con C0 > 0 (por la normalización de f y por convexidad estricta). De esta forma hemos
probado que

G(x, t, ŷ(x, t))−
∫ x

0
u0(ζ )dζ ≥−C0t. (3.59)

Combinando con (3.58) obtenemos
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∫ x

0
u0(ζ )dζ

∣∣∣∣≤Ct,

y en consecuencia,

lı́m
t→0+

G(x, t, ŷ(x, t)) =
∫ x

0
u0(ζ )dζ .

Esto implica que G(x,0, ŷ(x,0)) =
∫ x

0 u0 dζ c.d.s. y por lo tanto Gx(x,0, ŷ(x,0)) = u0(x) c.d.s.
De esta forma tomamos un(x,0) = u0(x) c.d.s., para obtener∫ +∞

0

∫
R

φtun +φx fn dxdt +
∫
R

φ(x,0)u0(x)dx = 0. (3.60)

Dado que φ es de soporte compacto podemos tomar el lı́mite cuando n→ +∞ dentro de
la integral; por lo tanto,∫ +∞

0

∫
R

φtu+φx f (u) dxdt +
∫
R

φ(x,0)u0(x) dx = 0, (3.61)

es decir, u es solución débil al problema de Cauchy (3.34) - (3.35). Esto prueba la existencia
de la solución.

Finalmente, para verificar que es una solución entrópica, recordemos que el mapeo x 7→
ŷ(x, t) es no decreciente. Por lo tanto, para todo x1 ≤ x2 y todo t > 0,

f ′(u(x2, t))− f ′(u(x1, t)) = a(u(x2, t))−a(u(x1, t))

= a
(

g
(x2− ŷ(x2, t)

t

))
−a
(

g
(x2− ŷ(x2, t)

t

))
=

x2− ŷ(x2, t)
t

− x1− ŷ(x1, t)
t

≤ x2− x1

t
.

Esto demuestra que la solución de Lax (3.50) satisface la condición (3.36) y por lo tanto es
una solución entrópica. Para terminar la demostración del teorema 3.18 sólo basta probar
unicidad.

Unicidad

Sean u1 y u2 dos soluciones entrópicas. Definimos la variable w := u2−u1, que satisface
la ecuación lineal

wt +(bw)x = 0, (3.62)

donde el coeficiente b = b(x, t) se define mediante
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bw := f (u2)− f (u1) =
∫ 1

0

d
dθ

f (θu2 +(1−θ)u1)dθ

= (u2−u1)
∫ 1

0
a(θu2 +(1−θ)u1)dθ .

En efecto, la ecuación (3.62) se satisface en sentido débil, ya que para toda φ ∈C∞
0 (R×R)

0 =
∫

∞

0

∫
R

wφt +bwφx dxdt, (3.63)

habiendo notado que w(x,0) = w0(x) ≡ 0 c.d.s. Para cada ε > 0 definimos los alisamientos
de u2 y u1 como uε

2 := ηε ∗u2, y uε
1 := ηε ∗u1, donde ηε denota el alisador de Friedrichs en

las variables x y t. Por propiedades del alisador de Friedrichs (ver Apéndice A) se tiene que

‖uε
1‖∞ ≤ ‖u1‖∞, ‖uε

2‖∞ ≤ ‖u2‖∞,

y, además,
uε

1→ u1, uε
2→ u2, c.d.s., ε → 0+.

Por la observación 3.19, las soluciones satisfacen la condición de Oleı̆nik. Aplicando la
definición del alisador

uε(x2)−uε(x1)

x2− x1
=
∫

ε

−ε

ηε(y)
u(x2− y)−u(x1− y)

x2− x1
dy≤ C

t

∫
ε

−ε

ηε =
C
t
,

es decir, uε
1 y uε

2 satisfacen la condición de Oleı̆nik. Dado que, además, son de clase C∞,
obtenemos

∂xuε
1, ∂xuε

2 ≤
C
t
. (3.64)

Definimos

bε(x, t) :=
∫ 1

0
a(θuε

2 +(1−θ)uε
1)dθ .

Por ende, la expresión (3.63) se puede escribir como∫
∞

0

∫
R

wφt +bε wφx dxdt +
∫

∞

0

∫
R
(b−bε)wφx dxdt = 0. (3.65)

Sea T > 0 fijo, y sea Φ ∈ C∞
0 (R× [0,T ];R) una función suave de soporte compacto.

Consideremos el siguiente problema de valores finales

vε
t +bε vε

x = Φ , x ∈ R, 0 < t < T,

vε(x,T ) = 0, x ∈ R.
(3.66)

La ecuación es lineal y se puede resolver mediante el método de caracterı́sticas. Ası́, para
cada (x, t) ∈ R× (0,T ) fijo consideremos la solución x̂ = x̂(s;x, t) a la ecuación de la carac-
terı́stica,
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dx̂
ds

= bε(x̂,s), s≥ t,

x̂(t) = x,

de modo que,
dvε

ds
(x̂(s),s) = vε

s +bε vε
x = Φ(x̂(s),s).

Integrando, la solución al problema (3.66) es

vε(x, t) :=−
∫ T

t
Φ(x̂(s;x, t),s)ds. (3.67)

La solución vε es única y suave. Dado que vε es acotada y que Φ tiene soporte compacto
en R× [0,T ), concluı́mos que vε tiene soporte compacto en R× [0,T ). Por otra parte, para
todo 0 < s̃≤ t ≤ T se tiene que

bε
x(x, t) = ∂x

∫ 1

0
a(θuε

2 +(1−θ)uε
1)dθ

=
∫ 1

0
f ′′(θuε

2 +(1−θ)uε
1)(θ∂xuε

2 +(1−θ)∂xuε
1)dθ

≤ C
t

∫ 1

0
f ′′(θuε

2 +(1−θ)uε
1)dθ

≤ C̃
t
≤ C̃

s̃
,

(3.68)

en virtud de que f es convexa (y por ende, acotada en un dominio compacto), y habiendo
aplicado (3.64). Definimos ahora

yε(s) :=
∂

∂x0
x̂ε(s;x0, t0), s≥ t0,

donde (x0, t0) es un punto fijo en R× (0,+∞) con t0 ≤ T . Observamos que x̂ε(t0;x0, t0) = x0,
por lo que yε(t0) = 1. De esta manera,

∂yε

∂ s
=

∂

∂ s
∂ x̂ε

∂x0
=

∂

∂x0
bε(x̂ε(s;x0, t0),s) = bε

x(x̂
ε(s;x0, t0),s)

∂ x̂ε

∂x0
= bε

xyε .

Integrando y usando yε(t0) = 1 obtenemos

yε(s) = exp
(∫ s

t0
bε

x(x̂
ε(s;x0, t0),s)ds

)
.

Tomando s̃≤ t0 ≤ s≤ T y usando (3.68), se obtiene la cota

|yε(s)|= yε(s)≤ eC̃(−1+T/s̃). (3.69)

Por otra parte, derivando la solución vε con respecto a la variable espacial tenemos,
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vε
x =−∂x

∫ T

t
Φ(x̂ε(σ ;x, t),σ)dσ

=
∫ t

T
Φx(x̂ε(σ ;x, t),σ)

∂ x̂ε

∂x
dσ

=
∫ t

T
Φx(x̂ε(σ ;x, t),σ)yε(σ)dσ .

Ası́, usando la cota (3.69), concluı́mos que para toda s > 0 existe una constante Cs > 0,
independiente de ε , tal que

|vε
x | ≤Cs, en R× [s,T ). (3.70)

Finalmente se probará que ∫
R
|vε

x(x, t)|dx≤M, (3.71)

con cota uniforme M > 0, y para todo 0≤ t ≤ δ si δ > 0 es suficientemente pequeño. Para ello,
escojamos 0 < δ � 1 tal que Φ ≡ 0 en R× [0,δ ], lo cual es posible ya que Φ tiene soporte
compacto para tiempos no negativos. De esta manera garantizamos que para todo t ∈ [0,δ ],
vε es constante a lo largo de la curva caracterı́stica x̂ε(s;x, t) con s ∈ [t,δ ]. Consideremos una
partición finita en x, de la forma,

x0 < x1 < .. . < xN ,

y tomemos los puntos
y0 < y1 < .. . < yN ,

donde cada y j se define como y j(s) := x̂ε
j (s) para t ≤ s < δ , y x̂ε

j es la curva caracterı́stica con
condición inicial en x j, es decir, es la solución al sistema

dx̂ε
j

ds
= bε(x̂ε

j (s),s),

x̂ε
j (t) = x j.

En vista de que vε es constante a lo largo de la caracterı́stica,

N

∑
j=1
|vε(x j, t)− vε(x j−1, t)|=

N

∑
j=1
|vε(y j(s), t)− vε(y j−1(s), t)| ≤ varvε(·,δ ),

donde “var” denota la variación con respecto a x (ver apéndice A, sección A.4). Tomando
el supremo sobre el conjunto de todas las posibles particiones finitas obtenemos la variación
total, que para una función diferenciable h es simplemente

∫ |h′|dx. En consecuencia,∫
R
|vε

x(x, t)|dx = T.V.vε(·, t)≤ T.V.vε(·,δ ) =
∫
R
|vε

x(x,δ )|dx.

Gracias a que vε es suave con soporte compacto, obtenemos inmediatamente (3.71). De esta
forma, podemos sustituir φ = vε en (3.65) y obtener

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



112 3 Ley de conservación escalar en una dimensión

0 =
∫

∞

0

∫
R

wΦ dxdt +
∫

δ

0

∫
R
(b−bε)wvε

x dxdt +
∫ T

δ

∫
R
(b−bε)wvε

x dxdt

=:
∫

∞

0

∫
R

wΦ dxdt + Iε
1 (δ ) + Iε

2 (δ ).

En vista de que uε
1 → u1 y uε

2 → u2 c.d.s., y usando la cota (3.70), por el teorema de
convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que Iε

2 (δ )→ 0 si ε → 0+, para toda δ > 0.
Por otro lado, si 0 < δ < T , usando (3.71) se obtiene

|Iε
1 (δ )|=

∣∣∣∫ δ

0

∫
R
(b−bε)wvε

x dxdt
∣∣∣≤ δC máx

0≤t≤δ

∫
R
|vε

x(x, t)|dx≤ δCM.

Finalmente, tomando el lı́mite cuando δ → 0+, obtenemos∫
∞

0

∫
R

wΦ dxdt = 0,

para toda función arbitraria Φ de soporte compacto en R× [0,+∞). Por lo tanto,

w = 0, c.d.s. en R× [0,+∞).

Hemos demostrado unicidad de la solución entrópica y concluı́mos ası́ la prueba del teo-
rema 3.18.

ut

Ejemplo 3.27. Consideremos la ecuación de Burgers no viscosa

ut +
( 1

2 u2)
x = 0, (3.72)

con condición inicial

u(x,0) = u0(x) =


1, x≤ 0
1− x, 0≤ x≤ 1
0, x≥ 1

(3.73)

Nos interesa encontrar la única solución entrópica al problema de Cauchy. Observemos que
la condición inicial es continua, aunque no de clase C1. Sin embargo, es posible aplicar el
método de caracterı́sticas empleado en la demostración del lema 3.1 para hallar la solución
clásica a este problema para tiempos cortos. La derivada de u0 es una función continua por
pedazos,

u′0(x) =


0, x < 0
−1, 0 < x < 1
0, x > 1

Usando los argumentos del lema 3.1, es fácil verificar que el tiempo de rompimiento (3.6)
para esta ecuación está dado por

T∗ =−
1

ı́nfR u′0
= 1.
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La curva caracterı́stica que pasa por cualquier punto (x0,0) es

x̄(t) = x0 + tu0(x0) =


x0 + t, x0 ≤ 0
x0 + t(1− x0), 0≤ x0 ≤ 1
x0, x0 ≥ 1

Para tiempos cortos, más precisamente, para todo t < T∗ = 1, las caracterı́sticas no se
intersectan; de este modo, para cada (x, t) fijo con t < 1 existe un único punto x0(x, t) tal que
la caracterı́stica pasa por (x0(x, t),0) (ver figura 3.7).

x0 1

III

t

1

x
0

III

Figura 3.7 Caracterı́sticas para el problema de Cauchy (3.72) con condición inicial (3.73) para tiempos cor-
tos. A partir del tiempo de rompimiento T∗ = 1 las caracterı́sticas se intersectan. Nótese que las caracterı́sticas
que pasan por puntos de la forma (x0,0) con 0 < x0 < 1 se intersectan en (1,1).

Las caracterı́sticas se intersectan a tiempo t = 1 y únicamente en el punto x = 1 como se
puede apreciar en la figura. Claramente si x < t (región I) entonces x0 = x−t < 0. Si t < x < 1
(región II) entonces x0 =

x−t
1−t ∈ (0,1). Si x > 1 (región III) entonces x0 = x. Ası́, la solución

clásica para 0≤ t < 1 está determinada por

u(x, t) = u0(x0(x, t)) =


1, x≤ t
1−x
1−t , t ≤ x≤ 1
0, x > 1

, 0≤ t < 1. (3.74)

La solución es continua en todo (x, t) ∈ R× [0,1), como el lector puede fácilmente verificar,
y la condición inicial se satisface de manera trivial. Notamos que u es diferenciable en el
interior de las regiones I, II y III, y que satisface (3.72).

El teorema de Lax (teorema 3.18) garantiza la existencia y unicidad de la solución entrópi-
ca a este problema. Para extender la solución clásica mas allá del tiempo de rompimiento de
manera entrópica vamos a suponer que u es C1 por pedazos, con una discontinuidad para
t ≥ 1 dada por Σ = {(x̂(t), t) : t ∈ [1,+∞)}. Observemos que las caracterı́sticas que pasan
por puntos (x0,0) con x0 < 0 ó x0 > 1 no intersectan otras caracterı́sticas antes de t ≤ 1. Esto
justifica que consideremos una sola discontinuidad Σ que “emana” del punto de intersección
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(1,1). Ası́, para puntos cerca de Σ la solución es constante y toma los valores u = 1 ó u = 0,
pues la caracterı́stica que pasa por ellos intersecta a x0 < 0 ó a x0 > 1 (ver figura 3.8).

Figura 3.8 Posible discon-
tinuidad Σ para t > 1 que
“emana” del punto (1,1). Pa-
ra puntos (x, t) a la derecha
o izquierda de Σ la solución
es constante pues la carac-
terı́stica intersecta a x < 0 y
la condición inicial es u0 = 1,
o bien intersecta a x > 1 y la
condición inicial es u0 = 0.

0 1

t

1

x

Σ

u u=1 =0
0 0

En consecuencia, definimos la solución u para t ≥ 1 como u = 1 a la izquierda de Σ , es
decir, para x < x̂(t), y como u = 0 a la derecha de Σ , con x > x̂(t). Por las condiciones de
Rankine-Hugoniot, para todo punto sobre Σ , con uR = 0 y uL = 1 se tiene que

−dx̂
dt

=
dx̂
dt

[u] = [ 1
2 u2] =−1

2
,

por lo que la discontinuidad Σ es una onda de choque con velocidad s = 1
2 que pasa por (1,1),

Σ = {(x̂, t) : x̂(t) = 1
2 (t +1), t ∈ [1,+∞)},

y la solución es

u(x, t) =

{
1, x < 1

2 (t +1)
0, x > 1

2 (t +1)
, 1≤ t <+∞. (3.75)

La solución al problema está determinada por las fórmulas (3.74) y (3.75), y es de clase
C1 por pedazos, con una discontinuidad en Σ (ver figura 3.9). La solución es entrópica pues
sabemos que Σ es admisible en el caso convexo si y sólo si uR < uL. Por el teorema 3.18 la
solución construı́da es la única solución entrópica.

3.3.3. Comportamiento asintótico de la solución de Lax. Ondas N.

Una ventaja de contar con una fórmula explı́cita para la solución entrópica es que podemos
estudiar directamente el comportamiento asintótico de dicha solución cuando t → +∞. En
esta sección supondremos, como anteriormente, que f es de clase C2, estrictamente convexa
( f ′′ > 0), normalizada de manera que f (0) = 0, y que la condición inicial es acotada u0 ∈ L∞.
Adicionalmente supondremos que u0 es integrable,
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x0 1

t x(t) = (t+1)/2

1

Σ

u=0u=1

Figura 3.9 Única solución entrópica para el problema de Cauchy (3.72), (3.73), definida por (3.74) for t > 1,
y por (3.75) for t ≥ 1. La solución es continua fuera de la onda de choque Σ = {x = 1

2 (t +1) : t ≥ 1} que se
propaga con velocidad s = 1/2.

∫
R

u0 dx ∈ R. (3.76)

Lema 3.28 (Comportamiento asintótico en la norma L∞). Existe una constante C > 0 tal
que

‖u(·, t)‖L∞ ≤ C√
t
, (3.77)

para toda t > 0.

Demostración. Sea a0 := a(0)= f ′(0). Por lo tanto g(a0)= 0 y f ∗(a0)= a0g(a0)− f (g(a0))=
0, gracias a la normalización. Usando (A.9) tenemos también que ( f ∗)′(a0) = g(a0) = 0. Ex-
pandiendo f ∗ en serie de Taylor tenemos, para todo (x, t,y),

t f ∗
(

x− y
t

)
= t f ∗

(
x− y−a0t

t
+a0

)
= t

(
f ∗(a0)+( f ∗)′(a0)

(
x− y−a0t

t

)
+θ

(
x− y−a0t

t

)2
)

= θ
|x− y−a0t|2

t
, (3.78)

para cierto θ > 0, ya que f ∗ es uniformemente convexa, y por lo tanto ( f ∗)′′ > 0. Dado que
u0 es integrable, ∣∣∣∣∫ y

0
u0(x)dx

∣∣∣∣≤ ‖u0‖L1 =: M,

y, por ende,
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G(x, t,y) =
∫ y

0
u0(x)dx+ t f ∗

(
x− y

t

)
≥−M+

θ

t
|x− y−a0t|2.

Por otro lado,

G(x, t,x−a0t) = t f ∗(a0)+
∫ x−a0t

0
u0(ζ )dζ =

∫ x−a0t

0
u0(ζ )dζ ≤M,

y en el mı́nimo y = ŷ(x, t) de G(x, t,y) para (x, t) fijo tenemos la estimación

M ≥ G(x, t,x−a0t)≥ G(x, t, ŷ(x, t))≥−M+
θ

t
|x− ŷ(x, t)−a0t|2,

es decir,

|x− ŷ(x, t)−a0t| ≤
√

2M√
θ

√
t.

Esto implica que existe una constante C > 0 tal que

|x− ŷ(x, t)−a0t|
t

≤ C√
t
. (3.79)

Finalmente, dado que g es Lipschitz y g(a0)= 0, para cada (x, t)∈R×(0,+∞) obtenemos,

|u(x, t)|=
∣∣∣∣g(x− ŷ(x, t)

t

)∣∣∣∣= ∣∣∣∣g(x− ŷ(x, t)
t

−a0 +a0

)
−g(a0)

∣∣∣∣
≤ C̃

∣∣∣∣x− ŷ(x, t)
t

−a0

∣∣∣∣ ≤ C√
t
.

Esto demuestra (3.77). ut

Observación 3.29. (a) La estimación (3.77) indica que la solución decae a cero cuando t →
+∞, a orden O(t−1/2), en la norma L∞.

(b) Supongamos que la condición inicial tiene soporte compacto, y que vale cero fuera del
intervalo (−R,R) con R > 0. En este caso tenemos que la antiderivada

U0(y) :=
∫ y

0
u0(x)dx,

es constante cuando |y| ≥ R. De acuerdo con la estimación (3.79), el valor de y = ŷ(x, t) que
minimiza G para (x, t) fijo está localizado dentro del intervalo

x−a0t−C
√

t ≤ y≤ x−a0t +C
√

t.

Si x < a0t−C
√

t−R entonces ŷ < −R donde el valor de U0 es constante en y, y el mı́nimo
de G(x, t,y) se alcanza en el mı́nimo de t f ∗((x−y)/t), que es ŷ = x−a0t (ya que g(a0) = 0).
Análogamente, si x > a0t +C

√
t +R entonces el valor de y que minimiza G es ŷ = x− a0t.

De este modo concluı́mos que u(x, t) = 0 si
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|x−a0t|>C
√

t +R.

Gracias a la estimación (3.79) podemos decir que cada solución, cuyo dato inicial u0 tiene
soporte compacto, es, a tiempo t > 0, cero fuera de un intervalo con longitud de orden O(

√
t),

mientras que dentro del intervalo u es de orden O(1/
√

t).

Vamos a dar un resultado más preciso del comportamiento asintótico de la fórmula de Lax,
que involucra a la topologı́a L1. En virtud de la observación (3.29)(b), supongamos además
que

u0 tiene soporte compacto. (3.80)

Definimos entonces los parámetros

d := f ′′(0)> 0, p :=−2mı́n
y∈R

∫ y

−∞

u0(x)dx, q := 2máx
y∈R

∫ +∞

y
u0(x)dx.

Observamos que como u0 tiene soporte compacto, entonces∫ y

−∞

u0(x)dx≥−
∫
R
|u0|dx >−∞,

para toda y, es decir, el lado izquierdo está acotado inferiormente. Para y0 < 0, con |y0|
suficientemente grande (esto es, (−∞,y0) fuera del soporte de u0), se tiene que∫ y

−∞

u0(x)dx = 0.

Por lo tanto
−∞ < ı́nf

y∈R

∫ y

−∞

u0(x)dx≤ 0.

Como la integral es continua en y tenemos un mı́nimo no positivo, por lo cual p ≥ 0. Del
mismo modo se puede verificar que q≥ 0. Finalmente,

g′(a0) =
1

f ′′(0)
=

1
d
> 0.

La observación 3.29(b) motiva directamente la siguiente definición.

Definición 3.30 (Onda N). Dados los parámetros p,q ≥ 0, d > 0 y a0, definimos la onda N
como

N(x, t) :=


1
d

(x
t
−a0

)
, −√pdt < x−a0t <

√
qdt,

0 , en otro caso.
(3.81)

Para t fijo, la onda (3.81) luce tal y como se muestra en la figura 3.10. Notamos que la onda
N se propaga con velocidad constante a0 y que, en el eje de referencia móvil ξ := x− a0t,
ésta tiene la forma de una “N” invertida; de ahı́ el nombre de onda N.

Ejemplo 3.31. (Onda N para la ecuación de Burgers.) Consideremos la ecuación de Burgers
no viscosa
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Figura 3.10 Forma de la
onda N definida en (3.81),
que se propaga con velocidad
constante a0 = f ′(0). La
figura muestra la gráfica de
N(x, t) en el eje vertical,
mientras que el eje horizontal
corresponde a la coordenada
móvil x− a0t. Nótese que la
gráfica tiene la forma de una
N invertida.

N(x,t)

−(pdt)

(qdt)

x−a t

1/2

1/2

0

ut +
( 1

2 u2)
x = 0,

con condición inicial

u0(x) =


−1, −1/2 < x < 0,
1, 0 < x < 1/2,
0, otro caso.

(3.82)

Claramente u0 tiene soporte compacto, es acotada y además es integrable con
∫
R u0(x)dx = 0.

Dado que la función de flujo es f (u) = 1
2 u2, los parámetros en cuestión están dados por

a0 = f ′(0) = 0 y d = f ′′(0) = 1. Además, claramente tenemos que

∫ y

−∞

u0(x)dx =


−y−1/2, −1/2≤ y≤ 0,
y−1/2, 0≤ y≤ 1/2,
0, otro caso,

por lo cual p =−2mı́ny∈R
∫ y
−∞

u0(x)dx = 1 > 0. Análogamente q = 1 > 0. De este modo, la
onda N asociada a la ecuación de Burgers con condición inicial (3.82) tiene la forma

N(x, t) =

{
x/t, |x|<√t,
0, |x|>√t.

(3.83)

Notamos que en la región |x| < √t la onda N es una onda de rarefacción, la cual está flan-
queada en ambos lados por ondas de choque cuyas amplitudes decaen como O(1/

√
t) y que

se propagan con velocidades ±1/2
√

t. La onda de choque que se propaga a la derecha tiene
como estados derecho e izquierdo a uR = 0 y a uL = 1/

√
t, respectivamente, de modo que la

condición de Rankine-Hugoniot se satisface. Lo mismo sucede con la onda de choque que se
propaga a la izquierda. Un esquema de la solución (3.83) se puede apreciar en la figura 3.11.

Observación 3.32. Notamos que si se cumple que p = q = 0 para los invariantes de la con-
dición inicial (lo cual ocurre, por ejemplo, cuando la condición inicial es u0 = 0), claramente
la onda N asociada y definida en (3.81) es la solución idénticamente cero. Por esta razón,
para estudiar el comportamiento asintótico de la solución entrópica, supondremos que p > 0
y q > 0.
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u = x/t

x

t

|x| =
√
t

Figura 3.11 Esquema de la onda N = N(x, t) en el plano (x, t), definida en (3.83) para la ecuación de
Burgers ut +( 1

2 u2)x = 0, con condición inicial (3.82). La solución autosimilar u = x/t está limitada por las
curvas x =±√t.

Teorema 3.33. Si p > 0 y q > 0 entonces existe una constante C > 0 tal que

‖u(·, t)−N(·, t)‖L1 ≤ C√
t
, (3.84)

para todo t > 0 suficientemente grande.

Demostración. Dado que g es de clase C1, podemos hacer la expansión

u(x, t) = g
(x−a0t− ŷ(x, t)

t
+a0

)
= g′(a0)

(x−a0t− ŷ(x, t)
t

)
+O

(∣∣∣x−a0t− ŷ(x, t)
t

∣∣∣2),
ya que g(a0) = 0. En virtud de que g′(a0) = 1/d, y por la estimación (3.79), obtenemos∣∣∣u(x, t)− 1

d

(x−a0t− ŷ(x, t)
t

)∣∣∣≤ C
t
. (3.85)

Por hipótesis, u0 tiene soporte compacto; por lo tanto existe R > 0 tal que u0 = 0 fuera de
|x| ≤ R. Ası́, ∫ y

0
u0(x)dx =

{
W+ , y≥ R,
W− , y≤−R,

para valores constantes W±, dados por
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W− :=−
∫ 0

−R
u0(x)dx, W+ :=

∫ R

0
u0(x)dx.

Denotemos
W (y) :=

∫ y

0
u0(x)dx.

De esta manera,

W (y) =
∫ y

−∞

u0(x)dx+
∫ −R

0
u0(x)dx,

ya que u0 = 0 para y≤−R. Por lo tanto,

mı́n
y∈R

W (y) = mı́n
y∈R

∫ y

−∞

u0(x)dx+W− =−1
2

p+W−. (3.86)

Igualmente es posible verificar que mı́ny∈RW (y) =− 1
2 q+W+. Definimos ahora la razón de

decaimiento E (t) como

E (t) :=
A√

t
, (3.87)

para t > 0, siendo A > 0 una constante que definiremos más adelante. Vamos a demostrar que
para una A > 0 apropiada:

u(x, t) = 0 si x−a0t <−R− (pd(1+E (t))t)1/2, (3.88)

u(x, t) = 0 si x−a0t > R+(qd(1+E (t))t)1/2. (3.89)

Dado que d = f ′′(0)> 0, notamos que ( f ∗)′′(a0) = 1/a′(0) = 1/ f ′′(0) = 1/d > 0. De este
modo, usando las estimaciones (3.78) y (3.79) obtenemos

t f ∗
(x− y

t

)
= θ
|x− y−a0t|2

t
=

1
d
|x− y−a0t|2

2t
+O(1/

√
t).

para todo (x, t,y). Ası́,

G(x, t,y) =
1
d
|x− y−a0t|2

2t
+W (y)+O(1/

√
t). (3.90)

Consideremos el caso x−a0t <−R− (pd(1+E (t))t)1/2. Entonces W (x−a0t) =W−, ya
que x−a0t <−R, y por lo tanto

t f ∗
(x− (x−a0t)

t

)
+W (x−a0t) = t f ∗(a0)+W− =W−.

Si y≤−R entonces

t f ∗
(x− y

t

)
+W (y)≥W−, (3.91)

ya que W (y) = W− si y ≤ −R y f ∗ ≥ 0. (Recordemos que, por la normalización, f ∗(u) =
ug(u)− f (g(u)) tiene un mı́nimo global en u = a0 y f ∗(a0) = 0.) Por otra parte, si y ≥ −R,
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usamos (3.90) y (3.86) para estimar

t f ∗
(x− y

t

)
+W (y)≥ 1

d
|x− y−a0t|2

2t
+W (y)+O(1/

√
t)

≥ 1
2

p(1+E (t))+W−−
1
2

p+O(1/
√

t)

≥ 1
2

p
A√

t
+W−+O(1/

√
t).

Tomando A > 0 suficientemente grande se obtiene 1
2 pA/

√
t +O(1/

√
t) ≥ 0, por lo cual

hemos probado que si se cumple x−a0t <−R−(pd(1+E (t))t)1/2 entonces tenemos la cota

t f ∗
(x− y

t

)
+W (y)≥W−, (3.92)

para todo y ∈ R. Esto implica, a su vez, que vamos a alcanzar el mı́nimo sólo cuando y =
ŷ(x, t) = x−a0t ya que W (x−a0t) =W− y f ∗(a0) = 0. De esta forma

u(x, t) = g
(x− ŷ(x, t)

t

)
= g(a0) = 0,

lo cual demuestra (3.88). La demostración de (3.89) es análoga.
Ahora probaremos que, para A y t suficientemente grandes,

ŷ(x, t)≥−R si x−a0t = R− (pd(1−E (t))t)1/2. (3.93)

Sabemos que si y ≤ −R la desigualdad (3.91) se cumple. Sea z ∈ R tal que W (z) =
mı́ny∈RW (y) =− 1

2 p+W−, con |z| ≤ R. Sustituyendo y = z en (3.90) obtenemos,

G(x, t,z) = t f ∗
(x− z

t

)
+W (z)

=
1
d
|x− y−a0t|2

2t
+W (y)+O(1/

√
t)

≤ 1
d

pd(1−E (t))t
2t

+W−−
1
2

p+O(1/
√

t)

≤− p
2

A√
t
+W−+O(1/

√
t)

< W−,

si A es suficientemente grande. Por lo tanto, si x− a0t = R− (pd(1−E (t))t)1/2, el mı́nimo
ŷ(x, t) debe encontrarse en ŷ(x, t)≥−R. Un argumento similar nos permite demostrar que

ŷ(x, t)≤ R si x−a0t =−R+(qd(1−E (t))t)1/2. (3.94)

Sabemos que el mapeo x 7→ ŷ(x, t) es no decreciente para t > 0 fijo. Por lo tanto, usando
(3.93) y (3.94), obtenemos la siguiente cota para ŷ(x, t),
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|ŷ(x, t)| ≤ R si R− (pd(1−E (t))t)1/2 < x−a0t <−R+(qd(1−E (t))t)1/2, (3.95)

para t > 0 suficientemente grande. Usando la estimación (3.85) obtenemos

C
t
≥
∣∣∣∣u(x, t)− 1

d

(x−a0t− ŷ(x, t)
t

)∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣u(x, t)− 1

d

(x
t
−a0

)∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ŷ(x, t)td

∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣u(x, t)− 1

d

(x
t
−a0

)∣∣∣∣− R
td

.

Esto implica que ∣∣∣∣u(x, t)− 1
d

(x
t
−a0

)∣∣∣∣≤ C̃
t
, (3.96)

para R− (pd(1−E (t))t)1/2 < x−a0t <−R+(qd(1−E (t))t)1/2.
Finalmente vamos a descomponer la norma L1 de u−N en integrales en distintos intervalos

sobre los cuales usaremos las estimaciones anteriores. Escribimos,

‖u(·, t)−N(·, t)‖L1 =
∫ +∞

−∞

|u(x, t)−N(x, t)|dx = I1 + I2 + I3 + I4 + I5,

donde

I1 =
∫ −R−(pd(1+E (t))t)1/2+a0t

−∞

|N(x, t)|dx,

I2 =
∫ R−(pd(1−E (t))t)1/2+a0t

−R−(pd(1+E (t))t)1/2+a0t
|u(x, t)−N(x, t)|dx,

I3 =
∫ −R+(qd(1−E (t))t)1/2+a0t

R−(pd(1−E (t))t)1/2+a0t
|u(x, t)−N(x, t)|dx,

I4 =
∫ R+(qd(1+E (t))t)1/2+a0t

−R+(qd(1−E (t))t)1/2+a0t
|u(x, t)−N(x, t)|dx,

I5 =
∫ +∞

R+(qd(1+E (t))t)1/2+a0t
|N(x, t)|dx,

para t > 0 suficientemente grande y en vista de (3.88) y (3.89). Notamos inmediatamente que
I1 = I5 = 0 ya que, por definición, N(x, t) = 0 para x <−(pdt)1/2 y x > (qdt)1/2. Usando la
estimación (3.96), obtenemos

I3 ≤
C
t
(2R+(qd(1−E (t))t)1/2 +(pd(1−E (t))t)1/2)≤ C̃√

t
.

Dado que N = 0 si x <−(pdt)1/2 +a0t, descomponemos I2 de la siguiente manera,
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I2 =
∫ −(pdt)1/2+a0t

−R−(pd(1+E (t))t)1/2+a0t
|u(x, t)|dx +

∫ R−(pd(1−E (t))t)1/2+a0t

−(pdt)1/2+a0t
|u(x, t)−N(x, t)|dx.

Observamos también que, por definición de la onda N, tenemos la razón de decaimiento
|N(x, t)| ≤C/

√
t, en virtud de que N = (1/d)(x/t−a0) para x−a0t ≤ O(t1/2). Por lo tanto,

usando la estimación (3.77), podemos acotar I2 de la siguiente forma

I2 ≤
C√

t
(−(pdt)1/2 +R− (pd(1+E (t))t)1/2)+

C̃√
t
(R− (pd(1−E (t))t)1/2 +(pdt)1/2).

Expandiendo en serie de Taylor,

(t(1±E (t))1/2− t1/2 = (t±At1/2)1/2− t1/2 ≈ 1
2 t−1/2(±At1/2)+O(t−1/2)

= O(1)+O(t−1/2) = O(1),

para t > 0 suficientemente grande; ası́, concluı́mos que I2 ≤ C/
√

t. La integral I4 se estima
de manera análoga. Esto prueba (3.84) y concluimos la demostración del teorema. ut

3.4. El problema de Riemann

Como ya mencionamos en la sección 2.4.3, el problema de Riemann asociado a una ley de
conservación escalar consiste en resolver la ecuación (3.34) con condición inicial de la forma

u0(x) =

{
uL , x < 0,
uR , x > 0,

(3.97)

donde uR 6= uL son estados constantes. El problema de Riemann es un caso particular del
problema de Cauchy donde la condición inicial toma dos valores constantes y distintos para
x > 0 y para x < 0.

3.4.1. Soluciones autosimilares

Supongamos que u es una solución entrópica a (3.34) con condición inicial (3.97). Enton-
ces,

uα(x, t) := u(αx,αt), α > 0,

es también solución entrópica de (3.34) con condición inicial uα
0 (x) = u0(αx) = u0(x). Por

unicidad de la solución entrópica (ver proposición 3.16), tenemos que u≡ uα para todo α > 0.
Escogiendo α = t−1 tenemos que u(x, t) = u(x/t,1), es decir, u es una solución autosimilar
de la forma

u(x, t) = v(x/t).
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La ecuación (3.34) se reduce en este caso a una ecuación ordinaria; sea ξ := x/t, de modo
que la ley de conservación

ut + f (u)x =−
ξ

t
v′(ξ )+

1
t

f (v(ξ ))ξ = 0,

se convierte, informalmente, en el sistema

f (v(ξ ))ξ = ξ v′(ξ ),

v(−∞) = uL,

v(+∞) = uR.

(3.98)

Este sistema se satisface en el sentido de distribuciones para soluciones discontinuas. Su-
pongamos por el momento que v es de clase C1 y que u es solución clásica. Diferenciando
tenemos

d
dξ

f (v(ξ )) = f ′(v(ξ ))v′(ξ ) = a(v(ξ ))v′(ξ ) = ξ v′(ξ ).

Ası́, la ecuación en (3.98) se satisface siempre que a(v(ξ )) = ξ . Por ejemplo, si f es convexa,
esto es equivalente a v(ξ ) = g(ξ ), donde g = a−1. Gracias a la hiperbolicidad (y por ende, a
la velocidad finita de propagación), si denotamos

M := máx
u∈I[uL,uR]

| f ′(u)|,

I[uL,uR] :=

{
[uL,uR] , si uL < uR,

[uR,uL] , si uL > uR,
(3.99)

entonces la solución toma los valores

u =

{
uL, x <−Mt,
uR, x > Mt.

De este modo introducimos la siguiente

Definición 3.34. Una onda de rarefacción centrada en (x0, t0), con t0 ≥ 0, es una solución
autosimilar de la forma

u(x, t) = v
(x− x0

t− t0

)
,

definida en el sector −M(t− t0)< x− x0 < M(t− t0), para t > t0, donde v es una función de
clase C1 que satisface

a(v(ξ )) = ξ , ξ ∈ [−M,M].

Ejemplo 3.35. Como vimos en la sección 2.4.3, para la ecuación de Burgers no viscosa (2.34)
con f (u) = 1

2 u2, tenemos que a(u) = u y la onda de rarefacción centrada en (x0, t0) = (0,0)
tiene la forma (2.56).
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3.4.2. El caso estrictamente convexo

En esta sección se demostrará que, si la función de flujo es estrictamente convexa, entonces
la solución entrópica al problema de Riemann es siempre una onda de rarefacción ó una onda
de choque.

Teorema 3.36 (Solución al problema de Riemann: Caso estrictamente convexo). Sea f
de clase C2 y estrictamente convexa. Si uL > uR entonces la única solución entrópica al
problema de Riemann (3.34) y (3.97) en x ∈ R y t > 0 es la onda de choque

u(x, t) =

{
uL , x < st,
uR , x > st,

(3.100)

donde s está determinada por

s =
[ f (u)]
[u]

. (3.101)

Si uR > uL entonces la única solución entrópica del problema de Riemann es la onda de
rarefacción

u(x, t) =


uL , x < a(uL)t,
g(x/t) , a(uL)t ≤ x≤ a(uR)t,
uR , x > a(uR)t,

(3.102)

para x ∈ R, t > 0 y donde g = a−1.

Demostración. Sea uL > uR. Claramente la onda de choque (3.100) es una solución débil de
(3.34) y (3.97). Como s está dada por (3.101), la solución satisface la condición de salto de
de Rankine-Hugoniot a lo largo de la discontinuidad {x− st = 0}. Mas aún, notamos que

a(uR) = f ′(uR)< s < f ′(uL) = a(uL),

ya que, por convexidad de f , (3.101) implica la desigualdad de Lax. Por lo tanto la solución
es entrópica, coincide con la fórmula de Lax y es, en consecuencia, única.

Sea uR > uL. En la región a(uL)< x/t < a(uR), la solución (3.102) satisface claramente la
ecuación diferencial,

ut + f (u)x =−g′(x/t)
x
t2 +a(g(x/t))g′(x/t)

1
t
≡ 0,

ya que a−1 = g. Notamos que (3.102) es una solución continua en todo R× (0,+∞). Es fácil
demostrar, tal y como se demostró la proposición 2.11, que la onda de rarefacción (3.102) es
una solución débil de (3.34) y (3.97). Dado que g es Lipschitz, tenemos,

u(x+ ε, t)−u(x, t) = g
(x+ ε

t

)
−g
(x

t

)
≤ Cε

t
,

para a(uL)t < x < a(uR)t. Esto implica que la onda de rarefacción satisface la condición
de entropı́a. Fuera de este dominio, la condición de entropı́a se satisface trivialmente. Por
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unicidad de la fórmula de Lax en el caso convexo, ésta es la única solución entrópica al
problema de Riemann. ut

Observación 3.37. El caso en el que la función de flujo es estrictamente cóncava se resuelve
de manera análoga

Gracias al teorema anterior, sabemos que cuando la función es estrictamente convexa (o
estrictamente cóncava) la solución al problema de Riemann es una onda de choque o una
onda de rarefacción. En el caso general en el que f tiene cambios de convexidad, la solución
puede involucrar ambos tipos de soluciones. Notablemente, la solución también es única, se
expresa exclusivamente en términos de dichas soluciones autosimilares, y no hace uso de
ninguna otra, como veremos a continuación.

3.4.3. El caso general

Para ilustrar los efectos del cambio en convexidad analicemos un ejemplo concreto. Sea la
función de flujo

f (u) = 1
3 u3−u,

la cual tiene un sólo punto de inflexión en u= 0. Ası́, supongamos que uL < 0< uR. Derivando
la función de flujo obtenemos f ′(u) = u2−1, y f ′′(u) = 2u, por lo que f tiene un máximo en
u =−1 y un mı́nimo en u = 1. En consecuencia, bajo estas hipótesis, para cada u ∈ [uL,uR],
u 6= 0, existe una única recta que es tangente a la gráfica de f en el punto (ζ (u), f (ζ (u)),
con ζ (u) 6= u. Si u = 0, se define ζ = 0. En efecto, sea u ∈ [uL,uR], u 6= 0. Resolviendo la
ecuación

f (ζ (u))− f (u)
ζ (u)−u

= f ′(ζ (u)),

se obtiene 1
3 (2ζ 2− ζ u− u2) = 0, en vista de que ζ 6= u. Resolviendo para ζ , se tiene que

ζ (u) = 1
4 u± 3

4 |u|. Como ζ 6= u, si u > 0 entonces ζ = − 1
2 u < 0. Si u < 0 entonces ζ =

− 1
2 u > 0. De esta forma tenemos que

ζ (u) =

{
− 1

2 u, u ∈ [uL,uR], u 6= 0,
0, u = 0.

Notamos que uζ (u) ≤ 0 para todo u ∈ [uL,uR]. Definimos ası́ la función h : [uL,uR]→ R,
como

h(u) :=


f (uL)− f (ζ (uL))

uL−ζ (uL)
u+ f (uL), u ∈ [uL,ζ (uL)),

f (u), u ∈ [ζ (uL),uR].
(3.103)

Observamos que h es continua en su dominio y que es convexa. La función h se conoce como
la envolvente convexa de la función f (u) = 1

3 u3− u en el intervalo [uL,uR] (véase la figura
3.12).

Tenemos dos casos posibles:
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Figura 3.12 Gráfica de la
función f = 1

3 u3 − u y de
su envolvente convexa h (en
rojo) en un intervalo arbitrario
[uL,uR] que incluye a u = 0.
En la figura se muestra el
caso ζ (uL) < uR. La envol-
vente convexa es una recta
(onda de choque) que conecta
a los puntos (uL, f (uL)) y
(ζ (uL), f (ζ (uL)), unida con-
tinuamente con la gráfica de f
en el intervalo ζ (uL)≤ u≤ uR
(onda de rarefacción).

u

u

(ζ (uL

L

R

), f(ζ (uL ))

.

u

f(u)

h(u)

(i) uR ∈ (uL,ζ (uL)],
(ii) ζ (uL)< uR.

En el caso (i), la solución al problema de Riemann (3.34) y (3.97), con función de flujo
f = 1

3 u3−u, es la onda de choque

u(x, t) =

{
uL, x < st,
uR, x > st,

con velocidad

s =
f (uR)− f (uL)

uR−uL
= 1

3 (u
2
L +uLuR +u2

R)−1.

Se trata de la única solución entrópica en la clase de soluciones C1 por pedazos ya que la
gráfica de f se localiza por encima de su cuerda en [uL,uR].

El caso interesante es, sin duda, el caso (ii). La envolvente convexa h tiene una derivada
continua c.d.s. dada por

d(u) := h′(u) =

{
mL, u ∈ [uL,ζ (uL)],

f ′(u) = u2−1, u ∈ (ζ (uL),uR],
(3.104)

donde mL = f ′(ζ (uL)) es la pendiente (constante) de la cuerda h para u < ζ (uL) como se ve
en la figura 3.12. Notamos que en el intervalo u ∈ (ζ (uL),uR], d(u) es monótona creciente ya
que f es estrictamente convexa en dicho intervalo. De este modo podemos definir v mediante

d(v(ξ )) = ξ , para todo ξ ∈ [d(ζ (uL)),d(uR)]].

Por monotonicidad estricta de d, la función v está definida de manera única. La función
inversa d−1 : [d(ζ (uL)),d(uR)]→ [ζ (uL),uR] está bien definida en su dominio. De esta forma
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v(ξ ) = d−1(ξ ), ξ ∈ [d(ζ (uL),d(uR)]. (3.105)

Para extender v a todo el eje real, si ξ > d(uR) entonces definimos v(ξ )≡ uR. Si ξ < d(ζ (uL)
se define v(ξ )≡ uL. Análogamente al caso convexo, podemos considerar la siguiente solución
autosimilar, definida para t > 0 y x ∈ R,

u(x, t) =


uL, x < td(ζ (uL)),

d−1(x/t), td(ζ (uL))< x < td(uR),

uR, x≥ td(uR)).

(3.106)

El lector podrá notar la semejanza de ésta solución con la onda de rarefacción (o ventilador)
(3.102). Observemos que lı́mξ→d(uR)− d−1(ξ ) = uR, pero que, sin embargo,

lı́m
ξ→d(ζ (uL))+

d−1(ξ ) = ζ (uL) 6= uL,

por lo que la solución en forma de ventilador d−1(x/t) no conecta a uR con uL, sino a
uR con ζ (uL). Más importante aún, la solución (3.106) no es continua, y tiene un salto en
x = td(ζ (uL)). Es decir, la solución al problema de Riemann en el caso (ii) consiste en una
onda de rarefacción “montada” sobre una onda de choque. Para verificar que (3.106) es una
solución entrópica del problema de Riemann, hay que probar que dicha discontinuidad satis-
face la condición de salto de Rankine-Hugoniot y la condición de entropı́a generalizada.

En primer lugar, el valor de u a la derecha de la discontinuidad x = td(ζ (uL)) es ũR =
ζ (uL), mientras que a la izquierda es ũL = uL. De esta manera, se cumple la condición de
Rankine-Hugoniot; en efecto,

f (ũR)− f (ũL)

ũR− ũL
=

f (ζ (uL)− f (uL)

ζ (uL)−uL
= f ′(ζ (uL)) = mL = d(ζ (uL)),

es la velocidad de la discontinuidad. Dado que en [uL,ζ (uL)] la gráfica de f está localizada
por encima de su cuerda y ζ (uL) = ũR > uL, dicha discontinuidad satisface la condición
de entropı́a generalizada. Finalmente, notamos que h y f coinciden en el tramo donde f es
convexa, es decir, en [ζ (uL),uR]. Ası́, para cada ξ ∈ [d(ζ (uL)),d(uR)] = [ f ′(ζ (uL)), f ′(uR)],
la función v se define mediante d(v(ξ )) = f ′(v(ξ )) = ξ , y por lo tanto se cumple la ecuación
f (v(ξ ))ξ = ξ v′(ξ ), esto es, la solución en ese intervalo es una onda de rarefacción.

Concluı́mos que la solución (3.106) es la única3 solución entrópica al problema de Rie-
mann para f = 1

3 u3−u. Para ilustrar esta solución, tomemos los valores

uL =−
√

2 < 0 < uR =
√

2,

de modo que,

3 La unicidad es consecuencia de la unicidad de la solución entrópica en la clase de soluciones C1 por pedazos
(proposición 3.16).
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ζ (uL) =− 1
2 uL =

1√
2
, f ′(uL) = u2

L−1 = 1,

d(ζ (uL)) = f ′(ζ (uL)) =−
1
2
, d(uR) = f ′(uR) = 1.

La velocidad de la onda de choque es s = mL = f ′(ζ (uL)) =− 1
2 , y d(u) = f ′(u) = u2−1 es

invertible en el intervalo u ∈ [ζ (uL),uR] = [− 1√
2
,
√

2]. Por lo tanto,

d−1(ξ ) =
√

ξ +1, ξ ∈ [d(ζ (uL)),d(uR)] = [− 1
2 ,1].

En suma, la solución (3.106) se lee,

u(x, t) =


−
√

2, x <−t/2,√
1+ x/t, −t/2 < x < t,√
2, x≥ t,

(3.107)

y es la única solución entrópica a la ecuación (3.34) con f (u) = 1
3 u3− u, y con condición

inicial

u(x,0) =

{
−
√

2, x < 0,√
2, x > 0.

(3.108)

La representación de la solución se muestra en la figura 3.13. La velocidad caracterı́stica
en uL = −

√
2 y uR =

√
2 es f ′(uL) = f ′(uR) = 1, por lo que las rectas caracterı́sticas que

intersectan al eje t = 0 y que están determinadas por la condición inicial tienen pendiente
igual a uno. Notamos que la onda de choque limita a la onda de rarefacción por la izquierda,
de manera que la solución no es continua.

Este ejemplo concreto nos muestra que los cambios en convexidad de la función de flujo
pueden generar soluciones que involucran a ondas de choque con ondas de rarefacción. El
principio básico para resolver el problema de Riemann para funciones con muchos puntos de
inflexión consiste en encontrar la envolvente convexa de la función si uL < uR (o la envolvente
cóncava si uR < uL), de forma que los tramos donde f es convexa corresponden a una onda
de rarefacción; los tramos donde la envolvente es una recta corresponden a ondas de choque
que se propagan con velocidad igual a la pendiente de la recta.

Basándonos en lo visto en este ejemplo, vamos a demostrar el teorema que garantiza la
existencia y unicidad de la solución entrópica al problema de Riemann para una función de
flujo con cambios en su convexidad, mediante la construcción de una solución que involu-
cra a soluciones autosimilares, como pueden ser ondas de choque, ondas de rarefacción y
combinaciones de las mismas asociadas a un conjunto numerable de puntos.

Teorema 3.38 (Solución al problema de Riemann: Caso general). Sean f de clase C2,
y uL 6= uR. Entonces la única solución entrópica al problema de Riemann (3.34) y (3.97) en
x∈R y t > 0 está representada por, a lo más, un conjunto numerable de discontinuidades que
satisfacen la condición de entropı́a generalizada (ondas de choque), y ondas de rarefacción
que satisfacen (3.98) en sentido de distribuciones.
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Figura 3.13 Diagrama que representa a la solución entrópica al problema de Riemann (3.34) para la función
de flujo f = 1

3 u3−u, con condición inicial (3.108). La recta x = mLt =− 1
2 t es una onda de choque que tiene

una onda de rarefacción “montada” sobre ella por la derecha. La solución es claramente discontinua, y satis-
face la condición de entropı́a generalizada y la condición de salto de Rankine-Hugoniot en la discontinuidad.
Las caracterı́sticas (rectas en rojo) tienen pendiente igual a f ′(uL) = f ′(uR) = 1 y entran a la onda de choque
sólo por el lado izquierdo.

Demostración. Dado que uL 6= uR, la condición inicial es monótona, por lo cual espera-
mos que la solución sea también monótona en la variable espacial. En este caso, la función
ξ 7→ v(ξ ) = u(ξ ,1) es también monótona y tiene, a lo más, un conjunto numerable de dis-
continuidades que representan a las ondas de choque. Denotemos la “función”4 caracterı́stica

χ(u) :=

{
∞, u /∈ I(uL,uR),

0, u ∈ I(uL,uR).

Tenemos dos casos. Si uL < uR entonces definimos la envolvente convexa,

h(u) := sup{g(u) : g convexa, g≤ f +χ},

para cada u ∈ R. La función h es convexa en I[uL,uR] = [uL,uR] y, por ende, de clase C1

excepto en un conjunto numerable de puntos. Ası́, definimos

d(u) := h′(u), c.d.s. en u ∈ [uL,uR].

Asimismo, d(u) es monótona creciente. De este modo podemos definir v(ξ ) de manera única
mediante d(v(ξ )) = ξ , para cada ξ ∈ [d(uL),d(uR)], excepto en un conjunto de medida cero.
Si ξ < d(uL) definimos v≡ uL; si ξ > d(uR) definimos v≡ uR. Es decir,

4 χ es, en un sentido estricto, una distribución.
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v(ξ ) :=


uL, ξ < d(uL),

d−1(ξ ), ξ ∈ [d(uL),d(uR)],

uR, ξ > d(uR).

(3.109)

En el caso en el que uL > uR, sea la envolvente cóncava

h(u) := ı́nf{g(u) : g cóncava, f −χ ≤ g}.

Análogamente su derivada d(u) es monótona decreciente en [uR,uL] y podemos definir v c.d.s.
mediante la misma fórmula (3.109).

Demostraremos que con esta definición de v, la ecuación

f (v(ξ ))ξ = ξ (v′(ξ )), c.d.s. (3.110)

se satisface en sentido distribucional, ya que v(ξ ) puede tener un conjunto numerable de
saltos. Asimismo, también debemos probar que en dichos saltos o discontinuidades se cumple
la condición de entropı́a. Por simplicidad analizaremos únicamente el caso uL < uR; el otro
caso se resuelve de manera análoga.

Primero observemos que para ξ ∈ [d(uL),d(uR)] se tiene que

f (v(ξ )) = h(v(ξ )), (3.111)

excepto en los valores crı́ticos de d, que es un conjunto numerable. El lector puede percatarse
de este hecho con un ejemplo sencillo que se muestra en la figura 3.14, donde hay un sólo
punto crı́tico.

Por otro lado, para cada w ∈ [uL,uR] tenemos que, por definición de h, por convexidad y
usando (3.111),

f (w)≥ h(w)≥ h(v(ξ ))+h′(v(ξ ))(w− v(ξ )) = f (v(ξ ))+ξ (w− v(ξ )), (3.112)

c.d.s. en ξ . El lado derecho de (3.112) es el hiperplano soporte de h. Escogiendo w := v(ξ +
ε), con ε 6= 0, y dividiendo entre |ε| obtenemos

f (v(ξ + ε))− f (v(ξ ))
|ε| ≥ ξ

v(ξ + ε)− v(ξ )
|ε| .

Tomando el lı́mite cuando ε → 0+ se tiene que f (v(ξ ))ξ ≥ ξ v′(ξ ) c.d.s. Tomando el lı́mite
cuando ε→ 0− obtenemos la desigualdad inversa, es decir, f (v(ξ ))ξ ≤ ξ v′(ξ ) c.d.s. De este
modo obtenemos (3.110).

Finalmente, para demostrar que en las posibles discontinuidades de v se cumple la con-
dición de entropı́a, basta con verificar que se cumple la desigualdad de entropı́a de Kružkov
(3.20), pues en virtud del lema 3.12, ésta es equivalente a la condición de entropı́a generaliza-
da en la clase de soluciones C1 por pedazos con un conjunto numerable de discontinuidades.
Sea uL < k < uR. Por la monotonicidad de v existe ξ0 ∈ R tal que v(ξ ) ≤ k si ξ > ξ0, y
v(ξ )≥ k si ξ > ξ0. Por lo tanto para cada ε > 0,

sgn(v(ξ0 + ε)− k)≥ 0, sgn(v(ξ0− ε)− k)≤ 0.
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Figura 3.14 En la figura (a) se aprecia la gráfica de una cierta función f (u) que cambia de convexidad en
[uL,uR]. En los tramos AB y CD la envolvente convexa h coincide con f ; en el tramo BC, se tiene que h(u) =
d0u+k, donde d0 es la pendiente de la recta que une a B con C, y k es una constante. Si graficamos v(ξ ) para
ξ ∈ [d(uL),duR)], como se aprecia en la figura (b), notamos que en los tramos AB y CD, f (v(ξ )) = h(v(ξ )),
excepto en el punto crı́tico de d, que tiene medida cero. Ası́, f (v(ξ )) = h(v(ξ )) c.d.s. en ξ .

Sean
vR := lı́m

ε→0+
v(ξ0 + ε), vL := lı́m

ε→0+
v(ξ0− ε).

Si vL = vR entonces ξ0 es un punto de continuidad de v y la desigualdad (3.20) se satisface
trivialmente en forma de igualdad. Supongamos, pues, que vL 6= vR. Sustituyendo w = k y
ξ = ξ0 + ε en (3.112) obtenemos

0≥
(

f (v(ξ0 + ε))− f (k)
)
sgn(v(ξ0 + ε)− k) − (ξ0 + ε)|k− v(ξ0 + ε)|.

Tomando el lı́mite cuando ε → 0+ se obtiene,

( f (vR)− f (k))sgn(vR− k)≤ ξ0|k− vR|.

Análogamente, sustituyendo w = k y ξ = ξ0− ε en (3.112) y tomando el lı́mite cuando ε →
0+ el resultado es

( f (vL)− f (k))sgn(vL− k)≥ ξ0|vL− k|.
Restando la segunda desigualdad de la primera obtenemos (3.20), donde la velocidad (cons-
tante) de la conexión es dx̂/dt = ξ0 = d0 (velocidad de la onda de choque). En el caso donde
k ≥ uR la desigualdad (3.20) con velocidad ξ0 se lee

f (vL)− f (vR)≤ ξ0(vL− vR). (3.113)

Ésta última desigualdad es cierta. En efecto, sustituyendo w = v(ξ0 + ε) y ξ = ξ0− ε en
(3.112), obtenemos
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f (v(ξ0 + ε))≥ f (v(ξ0− ε))+(ξ0− ε)(v(ξ0 + ε)− v(ξ0− ε));

tomando el lı́mite cuando ε→ 0+ se obtiene (3.113). En el caso k≤ uL también se cumple la
desigualdad (3.20) (la prueba es análoga). De esta forma hemos demostrado que la solución
es entrópica. La unicidad es consecuencia de la unicidad de la solución entrópica en la clase
de soluciones C1 por pedazos (proposición 3.16). ut

3.5. Teorı́a de Kružkov-Oleı̆nik

En esta sección se presenta el resultado de existencia y unicidad de la solución entrópica
al problema de Cauchy para el caso general de una función de flujo f ∈ C2 con posibles
cambios en su convexidad. El resultado de existencia se basa en hacer una aproximación
viscosa del problema y en demostrar su convergencia. Aunque utilizado originalmente para
el caso convexo por Oleı̆nik [174], el método de aproximación viscosa es aplicable al caso
general. La demostración de la unicidad de la solución entrópica está basada en el análisis
multidimensional de Kružkov [116]. Por estas razones, denominamos a este resultado de
existencia y unicidad como teorı́a de Kružkov-Oleı̆nik.

Consideremos el problema de Cauchy

ut + f (u)x = 0,
u(x,0) = u0(x),

(3.114)

para x ∈ R, t > 0, donde f es de clase C2 y u0 ∈ L∞ (acotada). Nuestro objetivo es demostrar
el siguiente

Teorema 3.39. Sea f ∈ C2(R;R). Entonces para cada condición inicial u0 ∈ L∞(R) existe
una única solución entrópica u ∈ L∞([0,+∞)×R) al problema de Cauchy (3.114).

La herramienta fundamental para demostrar este teorema es considerar el problema “vis-
coso” [174] asociado a (3.114), es decir, para cada ε > 0 consideramos el problema de Cauchy

uε
t + f (uε)x = εuε

xx,

uε(x,0) = u0(x),
(3.115)

donde la condición inicial u0 ∈ L∞ es la misma que en el problema (3.114). El método de
aproximación viscosa consiste en encontrar una subsucesión de las soluciones viscosas al pro-
blema (3.115) para cada ε > 0 que converge a la solución entrópica del problema de Cauchy
(3.114). Gracias al teorema 2.46 demostrado en el capı́tulo 2 para sistemas con viscosidad
idéntica, ya hemos resuelto parte de este problema. A continuación, para conveniencia del
lector, reescribimos el contenido del teorema 2.46 para el caso de una ley de conservación
escalar en una dimensión.

Teorema 3.40. Sea (E,Ψ) ∈C2(R;R×R) un par de entropı́a asociado a la ley de conserva-
ción escalar en (3.114), con E estrictamente convexa. Supongamos que existe una sucesión
{uε}ε≥0 de soluciones suaves al problema viscoso asociado (3.115) que satisface:
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‖uε‖∞ ≤C, (3.116)

con C > 0 uniforme, para todo ε > 0, y

uε → u, (3.117)

c.d.s. en (x, t) ∈ R× (0,+∞) cuando ε → 0+, y para cierta función u. Entonces u es una
solución débil de (3.114) que satisface la desigualdad de entropı́a (3.11) para toda función
de prueba

φ ∈D+ = {φ ∈C∞
0 (R×R;R) : φ ≥ 0}.

Por lo tanto, para demostrar la existencia de una solución entrópica al problema de Cauchy
(3.114) debemos verificar, a su vez, la existencia de una sucesión de soluciones viscosas que
satisface (3.116) y (3.117).

3.5.1. El problema viscoso

El siguiente teorema garantiza que para cada ε > 0 existe una solución suave al problema
viscoso (3.115) que satisface el principio del máximo (3.116) uniformemente en ε > 0.

Teorema 3.41. Sea u0 ∈ L∞(R), M0 := ‖u0‖∞ > 0. Sea f ∈ C1([−M0,M0]). Entonces para
cada ε > 0 el problema viscoso (3.115) tiene una única solución uε ∈ L∞([0,+∞)×R)∩
C∞([0,+∞)×R) que satisface

‖uε(·, t)‖∞ ≤M0,

para todo ε > 0 y para todo t > 0.

Demostración. Ver Taylor [218], Proposición 1.5, Capı́tulo 15, pág. 276. ut

Lema 3.42. Sean u0, ū0 ∈ L1(R)∩L∞(R) que toman valores en un conjunto compacto [a,b].
Para cada ε > 0 sean uε y ūε las soluciones del problema de Cauchy viscoso (3.115) con
condición inicial u0 y ū0 respectivamente. Entonces:

(i) ‖uε(·, t)− ūε(·, t)‖L1 ≤ ‖u0− ū0‖L1 , para todo t > 0.
(ii) Si u0(x)≤ ū0(x) c.d.s. en x ∈R entonces uε(x, t)≤ ūε(x, t) c.d.s. en (x, t) ∈R× (0,+∞).

Además, los rangos de uε y ūε están contenidos en [a,b].
Demostración. ut

Lema 3.43. Sea u0 ∈ L1(R)∩L∞(R). Entonces∫
R
|u0(x+ y)−u0(x)|dx≤Θ(|y|),

para todo y ∈ R, donde Θ = Θ(r) es una función no negativa, decreciente de r > 0 tal que
Θ(r)→ 0+ si r → 0+. Asimismo, si para cada ε > 0, uε denota la solución al problema
viscoso (3.115), entonces
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R
|uε(x+ y, t)−uε(x, t)|dx≤Θ(|y|),

para todo y ∈ R y todo t > 0 fijo.

Demostración. Para cada y ∈ R fijo∫
R
|u0(x+ y)−u0(x)|dx≤ 2‖u0‖L1 ,

de modo que para cada r ≥ 0

Θ(r) := sup
|y|≤r

∫
R
|u0(x+ y)−u0(x)|dx,

está bien definido. Mas aún, Θ ≥ 0 y para cada r1 ≤ r2 tenemos que Θ(r1)≤Θ(r2), es decir,
es una función decreciente. Dado que Θ(0) = 0 obtenemos Θ(r)→ 0+ si r→ 0+. Por lo
tanto, ∫

R
|u0(x+ y)−u0(x)|dx≤Θ(|y|).

Sea t > 0 fijo. Para cada y ∈ R definimos ū(x, t) := uε(x+ y, t), en (x, t) ∈ R× (0,+∞).
Por el lema 3.42 (i) obtenemos∫

R
|uε(x+ y, t)−uε(x,y)|dx≤

∫
R
|u0(x+ y)−u0(x)|dx≤Θ(|y|).

ut

3.5.2. El teorema de Kružkov: unicidad

En esta sección demostraremos el teorema de Kružkov [116] para el caso de una di-
mensión espacial. Recordemos la definición de solución entrópica de Kružkov: una función
u ∈ L∞(R× [0,+∞); [a,b]), con [a,b] ⊂ R compacto, es solución entrópica del problema de
Cauchy (3.114) si para toda ψ ∈ C∞

0 (R×R;R+) con ψ ≥ 0, y para todo k ∈ [a,b] se tiene
que∫

∞

0

∫
R

ψt |u−k|+ψx( f (u)− f (k))sgn(u−k)dxdt +
∫
R

ψ(x,0)|u0(x)−k|dx ≥ 0. (3.118)

Por el teorema 3.7, si Ω = [a,b] entonces una solución débil de (3.114) es entrópica en el
sentido de la definición 3.4 si y sólo si es entrópica en el sentido de Kružkov.

Esta sección está dedicada a demostrar el siguiente

Teorema 3.44 (Kružkov). Sea [a,b] ⊂ R compacto y sea f ∈ C1([a,b];R). Sean u, ū ∈
L∞([0,+∞); [a,b]) dos soluciones entrópicas del problema de Cauchy con datos inciales
u0, ū0 ∈L∞ respectivamente, que toman valores en el intervalo [a,b]. Sea N = supu∈[a,b] | f ′(u)|.
Entonces para todo R > 0 y todo τ > τ0 ≥ 0 se tiene que
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|x|≤R
|u(x,τ)− ū(x,τ)|dx≤

∫
|x|≤R+N(τ−τ0)

|u(x,τ0)− ū(x,τ0)|dx. (3.119)

Asimismo, para todo t ≥ 0, R > 0,

‖u(·, t)− ū(·, t)‖L1(BR(0)) ≤ ‖u0− ū0‖L1(BR+Nt (0)). (3.120)

Una de las consecuencias más importantes del teorema de Kružkov es la unicidad de la
solución entrópica.

Corolario 3.45 (Unicidad). Existe, a lo más, una solución entrópica al problema de Cauchy
(3.114).

La desigualdad (3.120) también tiene como consecuencia el siguiente

Corolario 3.46 (Velocidad finita de propagación). El valor de la solución entrópica en
cualquier punto (x, t) ∈ R× (0,+∞) depende únicamente de la restricción de los datos in-
ciales en la bola BNt(x).

Demostración del teorema 3.44. La definición de solución entrópica de Kružkov consiste en
expresar la desigualdad (3.11) con el par de entropı́a de Kružkov:

E(u) = |u− k|, Ψ(u) = ( f (u)− f (k))sgn(u− k),

con k constante. La idea de la demostración está basada en la siguiente propiedad de simetrı́a
de las funciones

Ẽ(u, ū) := |u− ū|= Ẽ(ū,u),

Ψ̃(u, ū) := ( f (u)− f (ū))sgn(u− ū) = Ψ̃(ū,u),

para todo u, ū ∈ [a,b], ası́ como en sustituir k por ū en el par de Kružkov y duplicar el número
de variables. En efecto, para cada (x̄, t̄)∈R×(0,+∞) fijo, ū(x̄, t̄)= k̄∈ [a,b] es una constante.
Por la definición de solución entrópica obtenemos∫ +∞

0

∫
R

(
|u(x, t)− ū(x̄, t̄)|ϕt(x, t, x̄, t̄)+

+( f (u(x, t))− f (ū(x̄, t̄)))sgn(u(x, t)− ū(x̄, t̄))ϕx(x, t, x̄, t̄)
)

dxdt+

+
∫
R

ϕ(x,0, x̄, t̄)|u0(x)− ū(x̄, t̄)|dx ≥ 0,

para cualquier función ϕ ∈C∞
0 (R4;R+), ϕ = ϕ(x, t, x̄, t̄) ≥ 0, suave de soporte compacto en

las cuatro variables. Simétricamente, para (x, t) ∈ R× (0,+∞) fijo, sustituimos la constante
k = u(x, t) ∈ [a,b] en la definición de solución entrópica para ū, para obtener∫ +∞

0

∫
R

(
|ū(x̄, t̄)−u(x, t)|ϕt̄(x, t, x̄, t̄)+

+( f (ū(x̄, t̄))− f (u(x, t)))sgn(ū(x̄, t̄)−u(x, t))ϕx̄(x, t, x̄, t̄)
)

dxdt+

+
∫
R

ϕ(x, t, x̄,0)|ū0(x)−u(x, t)|dx ≥ 0,
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con la misma función ϕ . Integrando la primera desigualdad en (x̄, t̄)∈R×(0,+∞), la segunda
en (x, t) ∈ R× (0,+∞) y sumándolas obtenemos, por simetrı́a, la desigualdad∫ +∞

0

∫
R

∫ +∞

0

∫
R

[
(∂t +∂t̄)ϕ(x, t, x̄, t̄)|u(x, t)− ū(x̄, t̄)|+

+(∂x +∂x̄)ϕ(x, t, x̄, t̄)( f (u(x, t))− f (ū(x̄, t̄)))sgn(u(x, t)− ū(x̄, t̄))
]

dxdtdx̄dt̄ +

+
∫ +∞

0

∫
R

∫
R

ϕ(x,0, x̄, t̄)|u0(x)− ū(x̄, t̄)|dxdx̄dt̄ +

+
∫ +∞

0

∫
R

∫
R

ϕ(x, t, x̄,0)|ū0(x̄)−u(x, t)|dx̄dxdt ≥ 0. (3.121)

Sea η ∈ C∞
0 (R; [0,1]), ηε(z) = ε−1η(z/ε) el alisador de Friedrichs (ver apéndice A,

definición A.4), con ε > 0, de modo que suppηε ⊂ (−ε,ε). Sea ψ ∈ C∞
0 (R× R;R+),

ψ = ψ(X ,T ) ≥ 0, una función de prueba suave de soporte compacto, no negativa. De es-
ta manera podemos escoger ϕ ∈C∞

0 (R4;R+) mediante

ϕ(x, t, x̄, t̄) := ψ

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
.

Esta función es claramente suave, no negativa, con soporte contenido en el conjunto

Ω̃ε,r = { 1
2 |x− x̄|< ε, 1

2 |t− t̄|< ε, 1
2 |x+ x̄|< r, 1

2 |t + t̄|< r}

donde r > 0 es una constante que depende del soporte de ψ . Calculando sus derivadas,

(∂t +∂t̄)ϕ = ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
,

(∂x +∂x̄)ϕ = ψX

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
,

y sustituyendo en la desigualdad (3.121) obtenemos∫ +∞

0

∫
R

∫ +∞

0

∫
R

[
|u(x, t)− ū(x̄, t̄)|ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
+

+( f (u(x, t))− f (ū(x̄, t̄)))sgn(u(x, t)− ū(x̄, t̄))ψX

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)]
dxdtdx̄dt̄ +

+
∫ +∞

0

∫
R

∫
R

ψ

(x+ x̄
2

,
t̄
2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

(−t̄
2

)
|u0(x)− ū(x̄, t̄)|dxdx̄dt̄ +

+
∫ +∞

0

∫
R

∫
R

ψ

(x+ x̄
2

,
t
2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t
2

)
|ū0(x̄)−u(x, t)|dx̄dxdt ≥ 0.

Esta desigualdad se puede escribir de la forma

I1 + I2 + I3 ≥ 0, (3.122)

donde
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I1 =
∫ +∞

0

∫
R

∫ +∞

0

∫
R
|u(x, t)− ū(x̄, t̄)|ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdtdx̄dt̄,

I2 =
∫ +∞

0

∫
R

∫ +∞

0

∫
R
( f (u(x, t))− f (ū(x̄, t̄)))sgn(u(x, t)− ū(x̄, t̄))×

×ψX

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdtdx̄dt̄,

I3 =
∫ +∞

0

∫
R

∫
R

ψ

(x+ x̄
2

,
t̄
2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

(−t̄
2

)
|u0(x)− ū(x̄, t̄)|dxdx̄dt̄+

+
∫ +∞

0

∫
R

∫
R

ψ

(x+ x̄
2

,
t
2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t
2

)
|ū0(x̄)−u(x, t)|dx̄dxdt.

Lema 3.47. Si ε → 0+ entonces

I1→
∫ +∞

0

∫
R

ψT (x, t)|u(x, t)− ū(x, t)|dxdt,

I2→
∫ +∞

0

∫
R

ψX (x, t)( f (u(x, t))− f (ū(x, t)))sgn(u(x, t)− ū(x, t))dxdt,

I3→
∫
R

ψ(x,0)|u0(x)− ū0(x)|dx.

Antes de probar el lema 3.47 requerimos verificar el siguiente resultado auxiliar:

Lema 3.48. Sea v ∈ L∞(R2;R). Se define:

Vε :=
1
ε2

∫
Ω̃

|v(x, t)− v(x̄, t̄)|dxdt dx̄dt̄,

donde
Ω̃ =

{∣∣ 1
2 (x− x̄)

∣∣< ε,
∣∣ 1

2 (t− t̄)
∣∣< ε,

∣∣ 1
2 (x+ x̄)

∣∣< r,
∣∣ 1

2 (t + t̄)
∣∣< r

}
,

con r > 0 fijo, y ε > 0. Entonces
lı́m

ε→0+
Vε = 0.

Demostración. Sea el cambio de variables

T̂ = 1
2 (t + t̄), Ŝ = 1

2 (t− t̄), X̂ = 1
2 (x+ x̄), Ŷ = 1

2 (x− x̄),

de modo que

Vε =
4
ε2

∫
Ω̂

|v(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)− v(X̂− Ŷ , T̂ − Ŝ)|dX̂ dT̂ dŶ dŜ,

con Ω̂ = {|Ŷ |< ε, |Ŝ|< ε, |X̂ |< r, |T̂ |< r}. Podemos escribir

Vε = 4
∫
{|X̂ |<r,|T̂ |<r}

Gε(X̂ , T̂ )dX̂ dT̂ ,

donde
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Gε(X̂ , T̂ ) =
1
ε2

∫
{|Ŷ |<ε,|Ŝ|<ε}

|v(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)− v(X̂− Ŷ , T̂ − Ŝ)|dŶ dŜ.

En este punto recordamos la definición de un punto de Lebesgue (cf. Rudin [190]): x0 ∈Rn

es un punto de Lebesgue de v = v(x),x ∈ Rn si

lı́m
ε→0+

1
εn

∫
|x−x0|≤ε

|v(x)− v(x0)|dx = 0.

Una propiedad importante de los puntos de Lebesgue es que ocurren c.d.s.:

Proposición 3.49. Si v ∈ L∞
loc entonces el conjunto de puntos que no son puntos de Lebesgue

de v tiene medida cero.

Demostración. Es conocido que si v ∈ L1(Rn) entonces el conjunto de puntos que no son
puntos de Lebesgue de v tiene medida cero (ver Rudin [190], teorema 7.7, pág. 138). Dado
que v ∈ L∞

loc ⊂ L1
loc, concluimos que si v es acotada en un compacto, entonces el conjunto de

puntos que no son de Lebesgue tiene medida cero. ut

Por ende, dado que

|v(X̂+Ŷ , T̂ + Ŝ)−v(X̂−Ŷ , T̂− Ŝ)| ≤ |v(X̂+Ŷ , T̂ + Ŝ)−v(X̂ , T̂ )|+ |v(X̂ , T̂ )−v(X̂−Ŷ , T̂− Ŝ)|,

entonces
lı́m

ε→0+
Gε(X̂ , T̂ ) = 0,

c.d.s. en compactos de |X̂ | ≤ r, |T̂ | ≤ r. Mas aún, Gε es acotada:

|Gε(X̂ , T̂ )| ≤ 2‖v0‖∞

1
ε2

∫
{|Ŷ |<ε,|Ŝ|<ε}

dŶ dŜ = 2‖v0‖∞ <+∞.

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

lı́m
ε→0+

Vε = 0.

ut

Demostración del lema 3.47. Dado que ψ ∈C∞
0 y ηε(z) = 0 si |z| ≥ ε tenemos que

I1 =
∫

Ω̃ε,r

|u(x, t)− ū(x̄, t̄)|ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdt dx̄dt̄,

con r > 0 fijo, tal que el soporte de ψ está contenido en |X | < r, |T | < r. Claramente I1 ≥ 0.
Por la desigualdad del triángulo,

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



140 3 Ley de conservación escalar en una dimensión

I1 ≤
∫

Ω̃ε,r

|u(x, t)− ū(x, t)|
∣∣∣ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
−ψT (x, t)

∣∣∣ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdt dx̄dt̄ +

+
∫

Ω̃ε,r

|u(x, t)− ū(x, t)|ψT (x, t)ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdt dx̄dt̄ +

+
∫

Ω̃ε,r

|ū(x, t)− ū(x̄, t̄)|ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdt dx̄dt̄

=: J1 + J2 + J3.

Haciendo el cambio de variables de la demostración del lema 3.48, obtenemos que Ω̃ε,r =
{|Ŷ |< ε, |Ŝ|< ε, |X̂ |< r, |T̂ |< r} y, además, dado que ψT es acotada,

J3 ≤
4C
ε

∫
Ω̃ε,r

|ū(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)− ū(X̂− Ŷ , T̂ − Ŝ)|dX̂ dT̂ dŶ dŜ → 0,

si ε → 0+ tras aplicar el lema 3.48 (el lı́mite es cero salvo en los puntos que no son de
Lebesgue, los cuales tienen medida cero y no contribuyen en la integral), y donde C > 0 es
una constante uniforme.

Por otro lado, por propiedades del alisador de Friedrichs (proposición A.5),

J1 =
∫

Ω̃ε,r

|u(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)− ū(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)||ψT (X̂ , T̂ )−ψT (X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)|×

×ηε(Ŷ )ηε(Ŝ)dX̂ dT̂ dŶ dŜ

→
(
|u(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)− ū(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)||ψT (X̂ , T̂ )−ψT (X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)|

)
|Ŷ=Ŝ=0

= 0,

cuando ε → 0+. Análogamente,

J2 =
∫

Ω̃ε,r

|u(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)− ū(X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)|ψT (X̂ + Ŷ , T̂ + Ŝ)ηε(Ŷ )ηε(Ŝ)dX̂ dT̂ dŶ dŜ

→
∫
|X̂ |<r,|T̂ |<r

|u(X̂ , T̂ )− ū(X̂ , T̂ )|ψT (X̂ , T̂ )dX̂ dT̂

=
∫ +∞

0

∫
R
|u(x, t)− ū(x, t)|ψt(x, t)dxdt =: J̃.

Por lo tanto,
lı́m

ε→0+

(
I1− (J1 + J2 + J3)

)
=
(

lı́m
ε→0+

I1

)
− J̃ ≤ 0.

Similarmente, usando la desigualdad del triángulo obtenemos

J2 ≤ I1 + Ĵ1 + Ĵ2,

donde,

Ĵ1 =
∫

Ω̃ε,r

|u(x, t)− ū(x̄, t̄)|
∣∣∣ψT

(x+ x̄
2

,
t + t̄

2

)
−ψT (x, t)

∣∣∣ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdt dx̄dt̄,
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Ĵ2 =
∫

Ω̃ε,r

|ū(x̄, t̄)− ū(x, t)|ψT (x, t)ηε

(x− x̄
2

)
ηε

( t− t̄
2

)
dxdt dx̄dt̄.

El lı́mite de Ĵ1 se calcula de la misma forma que el lı́mite de J1; Ĵ3 se estima de manera
análoga a J3. En consecuencia,

lı́m
ε→0+

Ĵ1 = lı́m
ε→0+

Ĵ3 = 0,

y por lo tanto,
lı́m

ε→0+
(J2− I1) = J̃− lı́m

ε→0+
I1 ≤ 0.

Concluı́mos, de esta forma, que
lı́m

ε→0+
I1 = J̃.

Los lı́mites para las integrales I2 e I3 se calculan de manera análoga.
ut

De esta forma, tomando el lı́mite en la desigualdad (3.122) cuando ε → 0+, obtenemos la
desigualdad∫ +∞

0

∫
R

ψt(x, t)|u(x, t)− ū(x, t)|+ψx(x, t)( f (u(x, t))− f (ū(x, t)))sgn(u(x, t)− ū(x, t))dxdt+

+
∫
R

ψ(x,0)|u0(x)− ū0(x)|dx ≥ 0,

para cualquier función de prueba positiva ψ ∈ C∞
0 (R×R;R+), ψ ≥ 0. En particular, si el

soporte de ψ está contenido en {t > 0}, esta desigualdad toma la forma∫ +∞

0

∫
R

ψt(x, t)|u(x, t)− ū(x, t)|+ψx(x, t)( f (u(x, t))− f (ū(x, t)))sgn(u(x, t)− ū(x, t))dxdt ≥ 0.

(3.123)
Vamos a construir una ψ adecuada con estas caracterı́sticas. Para cada R > 0, y 0≤ τ0 < τ ,

sea el trapezoide
Ω = {(x, t) : |x| ≤ R+N(τ− t), τ0 < t ≤ τ}.

El dominio Ω puede apreciarse en la figura 3.15. Definimos αε como la antiderivada del
alisador de Friedrichs (función de Heaviside),

αε(z) =
∫ z

−∞

ηε(ζ )dζ ,

α
′
ε(z) = ηε(z)≥ 0,

para cada ε > 0. De este modo, para cada ε > 0, θ > 0, definimos

ψ(x, t) :=
(
αε(t− τ0)−αε(t− τ)

)(
1−αθ (|x|−R−N(τ− t))

)
.

Esta función es suave, con soporte compacto contenido en {t > 0} y no negativa ψ ≥ 0.
Notamos que
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R−R R+N−R−N (τ−τ 0)

Ω

τ0

τ
τ+ε

τ−ε

τ

τ0

0−ε

+ε

2θ 2θ

)0(τ−τ 

Figura 3.15 Trapezoide de Kružkov.

ψ(x, t) =

{
1, si |x| ≤ R+N(τ− t)−θ , y ε + τ0 ≤ t ≤ τ− ε,

0, si |x| ≤ R+N(τ− t)+θ , ó t ≤ τ0− ε, ó t ≥ τ + ε,

es decir, ψ es una aproximación suave de la función caracterı́stica del trapezoide Ω si supo-
nemos que τ0 > ε > 0 tal y como se aprecia en la figura 3.15. Además notamos que si t ≥ τ0
entonces

αε(t− τ)−αε(t− τ0)≥ 0.

Calculamos las derivadas de ψ . El resultado es:

∂tψ =
(
ηε(t− τ0)−ηε(t− τ)

)(
1−αθ (|x|−R−N(τ− t))

)
+

−N
(
αε(t− τ0)−αε(t− τ)

)
ηθ (|x|−R−N(τ− t)),

∂xψ =−sgn(x)
(
αε(t− τ0)−αε(t− τ)

)
ηθ (|x|−R−N(τ− t)).

Sustituyendo en la desigualdad (3.123) obtenemos∫ +∞

0

∫
R
|u− ū|

(
ηε(t− τ0)−ηε(t− τ)

)(
1−αθ (|x|−R−N(τ− t))

)
dxdt+

−
∫ +∞

0

∫
R

(
αε(t− τ0)−αε(t− τ)

)
ηθ (|x|−R−N(τ− t))×

×
(

N|u− ū|+ sgn(u− ū)sgn(x)( f (u)− f (ū))
)

dxdt ≥ 0.
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Observamos también que, dado que f ∈C1([a,b]) y por definición de N, se cumple la condi-
ción de Lipschitz

|sgn(u− v)( f (u)− f (v))| ≤ N|u− v|,
para todo u,v ∈ [a,b]. Como u y ū toman valores en [a,b], y dado que los factores del in-
tegrando son positivos, la segunda integral de la desigualdad anterior es no negativa. Por lo
tanto concluimos que∫ +∞

0

∫
R
|u(x, t)− ū(x, t)|

(
ηε(t− τ0)−ηε(t− τ)

)(
1−αθ (|x|−R−N(τ− t))

)
dxdt ≥ 0.

(3.124)
La función t 7→ ηε(t− τ0)−ηε(t− τ) ≥ 0 tiene soporte compacto en t, contenido en el

conjunto {|t−τ|< ε, |t−τ0|< ε}. Por lo tanto para cada ε > 0 fijo, tomamos el lı́mite cuando
θ → 0+ y aplicamos el teorema de convergencia dominada para obtener∫

Dε

|u(x, t)− ū(x, t)|
(
ηε(t− τ0)−ηε(t− τ)

)
dxdt ≥ 0,

donde Dε = {(x, t) : |x| ≤ R+N(τ− t), τ0− ε < t < τ + ε}. Sea St = {|x| ≤ R+N(τ− t)}
cada sección en la integral sobre Dε para cada t, de modo que la desigualdad anterior se puede
escribir como ∫ +∞

0

(
ηε(t− τ0)−ηε(t− τ)

)
W (t)dt ≥ 0, (3.125)

donde
W (t) =

∫
St

|u(x, t)− ū(x, t)|dx.

Por propiedades del alisador de Friedrichs, tomando el lı́mite cuando ε → 0+ en la de-
sigualdad (3.125) obtenemos

W (τ0)−W (τ)≥ 0,

que es otra forma de escribir la desigualdad (3.119). La desigualdad (3.120) se sigue inmedia-
tamente de (3.119) con τ0 = 0 y τ = t > 0. Con esto terminamos la demostración del teorema
3.44.

ut

3.5.3. Demostración del teorema 3.39

3.6. Ejemplos

Esta sección contiene algunos ejemplos que se pueden formular como una ley de conser-
vación escalar con una condición inicial dada. En particular, se presta particular atención a re-
solver el problema de Riemann. En la primera parte se resuelven algunos problemas sencillos
para la ecuación de Burgers con condiciones iniciales determinadas. En la segunda parte, se
estudia el modelo de tráfico de Lighthill-Whitham-Richards introducido en la sección 2.2.2.
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En la sección 3.6.2 se resuelve el problema de Riemann para el modelo de Buckley-Leverett,
para el cual la función de flujo tiene cambios de convexidad.

Ejemplo 3.50. En este ejemplo consideremos nuevamente la ecuación de Burgers (3.72),
ahora con condición inicial

u(x,0) = u0(x) =


1, x <−1
0, −1≤ x≤ 0,
2 0 < x < 1,
0, x≥ 1.

(3.126)

Observemos que la condición inicial (3.126) contiene saltos entrópicos (es decir, valores a la
izquierda mayores que el valor a la derecha, uL > uR, caso convexo) en x =−1 y x = 1, por lo
cual la formación de choques o discontinuidades es instantánea. Para tiempos cortos existen
dos ondas de choque que “emanan” de x =−1 y de x = 1, con velocidades

s1 =
1
2 (0)

2− 1
2 (1)

2

0−1
=

1
2
, y, s2 =

1
2 (2)

2− 1
2 (0)

2

2−0
= 1,

respectivamente. La primera onda de choque pasa por (−1,0) y por lo tanto tiene la forma
x̂1(t) = 1

2 (t− 2), t ∈ [0,T1), mientras que la segunda onda de choque pasa por (1,0) y está
dada por x̂2(t) = t + 1, t ∈ [0,T2). Los tiempos de existencia T1,T2 > 0 de ambas ondas de
choque están por determinarse. Por otro lado, observemos que en el punto x = 0 hay un salto
de la condición inicial de la forma uL = 0 < uR = 2, generando una onda de rarefacción
centrada en ese punto, la cual está limitada por la derecha por la caracterı́stica que pasa por
(0,0) con pendiente 1

2 (es decir, u = 2 es constante) y que intersecta a la onda de choque x̂2
en (2,1), mientras que está limitada por la izquierda por el eje x = 0. Dado que la función de
flujo es la función de Burgers f (u) = 1

2 u2, el valor de la onda de rarefacción en este sector es
u = x/t (véase la figura 3.16).

Las caracterı́sticas con pendiente 1
2 que provienen de la condición inicial u= 2 en 0< x< 1

están acotadas por la onda de choque x̂2(t) a la derecha, y por la caracterı́stica x = 2t a la
izquierda, la cual intersecta a x̂2(t) en el punto (2,1). Ası́, la onda de choque x̂2(t) existe para
0 ≤ t < 1, y obtenemos que T2 = 1. Para t ≥ 1, la onda de choque se prolonga como una
discontinuidad que denotaremos como Σ2. Del mismo modo, notamos que la onda de choque
x̂1(t) intersecta a x= 0 en (0,2). Para tiempos menores a t = 2, el segmento {(0, t) : 0≤ t < 2}
separa continuamente los valores u = 0 a la izquierda, y la función u = x/t de la onda de
rarefacción a la derecha. Para t ≥ 2, la onda de choque se prolonga como una discontinuidad
Σ1 por determinar. De esta forma, obtenemos que T1 = 2.

Con el fin de extender la solución más allá de los tiempos de existencia T1 y T2 es preciso
determinar la forma de las discontinuidades Σ1 y Σ2 Para ello, recurrimos a las condiciones
de Rankine-Hugoniot. Denotemos Σ j = {(ξ j(t), t) : t ≥ Tj}, j = 1,2. Sobre Σ1 tenemos que
uL = 1 y uR = ξ1(t)/t; de este modo, [u] = ξ1/t− 1, [ f (u)] = (ξ 2

1 /t2− 1)/2 y la condición
de Rankine-Hugoniot implica que

dξ1

dt

(
ξ1

t
−1
)
=

1
2

(
ξ 2

1
t2 −1

)
,
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x

t

u=

10 2

2

u=

u=x/t

u=u=

Σ

Σ

x (t)

x (t)

^

^

1

2

2

1

1 0

2

0

1

−1

Figura 3.16 Para tiempos cortos, existen dos ondas de choque que “emanan” de los saltos entrópicos de la
condición inicial (3.126) en x =−1 y x = 1. El salto en x = 0 genera una onda de rarefacción centrada en cero.
A partir de T1 = 2 la onda de choque x̂1(t) se prolonga como una discontinuidad Σ1 que está determinada por
las condiciones de Rankine-Hugoniot. Igualmente, la onda de choque x̂2 se prolonga como una discontinuidad
que llamamos Σ2 para tiempos mayores a T2 = 1.

es decir, la velocidad de propagación está determinada por

dξ1

dt
=

1
2

(
ξ1

t
+1
)
.

Resolviendo la ecuación anterior por variación de parámetros y dado que Σ1 pasa por el punto
(0,2) obtenemos ξ1(t) = t−

√
2t para t ≥ 2.

ξ1(t) = t−
√

2t, t ≥ 2.

Análogamente, sobre Σ2 tenemos que uL = ξ2(t)/t y uR = 0, por lo que [u] = −ξ2/t,
[ f (u)] = −ξ 2

2 /(2t2) y la condición de Rankine-Hugoniot sobre Σ2 implica que la velocidad
de propagación está dada por

dξ2

dt
=

1
2

ξ2

t
.

Resolviendo la ecuación y en vista de que la discontinuidad pasa por el punto (2,1) obtene-
mos ξ2(t) = 2

√
t para t ≥ 1.

Observamos que las discontinuidades Σ1,Σ2 son admisibles pues satisfacen las condicio-
nes de entropı́a de Lax. En efecto, para todo t ≥ 2, y sobre Σ1 tenemos que

1−
√

2√
t
=

ξ1(t)
t

= uR = f ′(uR)<
dξ1

dt
= 1− 1√

2t
< f ′(uL) = uL = 1.
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Análogamente, para todo t ≥ 1 y sobre Σ2 se cumple que

0 = uR = f ′(uR)<
dξ2

dt
=

1√
t
< f ′(uL) = uL =

ξ2(t)
t

=
2√
t
.

Las desigualdades de Lax implican no sólo que las discontinuidades ξ1(t) y ξ2(t) son admi-
sibles para todo t ≥ 2 y para todo t ≥ 1 respectivamente, sino además que las caracterı́sticas
a la izquierda de Σ1 y las caracterı́sticas a la derecha de Σ2 siempre aparentan “entrar” a la
discontinuidad, asegurando que para todo (x, t) cerca de dichas curvas, ya sea a la izquierda
de Σ1 o a la derecha de Σ2, éste punto pertenece a una caracterı́stica que intersecta el eje x en
x <−1 ó x > 2, según el caso.

Notemos, sin embargo, que para cierto tiempo T3 > 2 las discontinuidades Σ1 y Σ2 se in-
tersectan. El tiempo de intersección está dado por T3 := (2+

√
2)2 > 6, y se da en el punto

(X3,T3) := (2
√

T3,T3) = (2(2+
√

2),(2+
√

2)2). Esta observación sugiere que las disconti-
nuidades Σ1 y Σ2 se colapsan en una discontinuidad Σ3 que se prolonga mas allá del tiempo
T3. La onda de rarefacción cesa de existir para t > T3, y dado que el valor de u a la izquierda
de Σ1 (y por ende, de Σ3) es uL = 1, y que el valor a la derecha es uR = 0, ésta discontinuidad
Σ3 es una onda de choque que se propaga con velocidad constante s = 1

2 , emana del punto
(X3,T3), y está dada por x̂3(t) = 1

2 (t−T3)+X3. Claramente, esta discontinuidad es admisible
pues satisface la condición de entropı́a de Lax. En conclusión, definimos las regiones

R1 = {(x, t) : x < 1
2 (t−2), 0≤ t < 2}∪{(x, t) : x < t−

√
2t, 2 < t < (2+

√
2)2}∪

∪{(x, t) : x < 1
2 (t− (2+

√
2)2)+2(2+

√
2), t > (2+

√
2)2}

R2 = {(x, t) : 1
2 (t−2)< x < 0, 0≤ t < 2}∪{(x, t) : t +1 < x, 0≤ t < 1}∪

∪{(x, t) : 2
√

2 < x, 1 < t < (2+
√

2)2}∪
∪{(x, t) : 1

2 (t− (2+
√

2)2)+2(2+
√

2)< x, t > (2+
√

2)2},
R3 = {(x, t) : 2t < x < 1+ t, 0≤ t ≤ 1},
R4 = {(x, t) : máx(0,ξ1(t))< x < mı́n(2t,ξ2(t)), 0≤ t ≤ (2+

√
2)2}.

La solución construı́da está determinada en (x, t) ∈R× [0,+∞) c.d.s. (excepto en las discon-
tinuidades) mediante la fórmula

u(x, t) =


1, (x, t) ∈ R1,

0, (x, t) ∈ R2,

2, (x, t) ∈ R3,

x/t, (x, t) ∈ R4.

(3.127)

La solución (3.127) es, por construcción, entrópica, y en vista del teorema de Lax (teorema
3.18), única. Un esquema de la solución se puede apreciar en la figura 3.17.
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Figura 3.17 Única solución entrópica al problema de Cauchy (3.72) - (3.126), determinada explı́citamente
por la fórmula (3.127). La gráfica muestra la solución exacta y fue generada con MATLAB c©. Las ondas de
choque que se generan en x =−1 y en x = 1 (en azul en la figura) continúan como curvas Σ1 y Σ2, las cuales
eventualmente se encuentran en un determinado tiempo T3 > 0, y forman una tercera onda de choque con
velocidad constante s = 1

2 . La onda de rarefacción centrada en x = 0 (en verde en la figura) existe para tiempo
t ≤ T3. Las curvas caracterı́sticas (rectas en rojo) tienen como pendiente constante el valor de u que intersecta
la condición inicial a tiempo t = 0.

3.6.1. Modelo de tráfico

3.6.2. Flujo bifásico

Como ejemplo de una ley de conservación escalar con función de flujo no convexa, consi-
deremos la ecuación de Buckley-Leverett [31],

ut + f (u)x = 0, (3.128)

con función de flujo,

f (u) =
u2

u2 +a(1−u)2 , (3.129)

donde a 6= 0 es una constante. Éste es un modelo simplificado para dos fluidos (o “fases”)
en un medio poroso. La variable u representa la componente de la velocidad de la mezcla en
una dimensión. Una aplicación de este modelo es la simulación de reservas de petróleo. Por
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ejemplo, un método para recuperación secundaria de petróleo consiste en bombear agua en
los pozos para que el petróleo salga. En este caso las dos fases son petróleo y agua, y el medio
poroso es la roca o arena. El modelo (3.129) es una sobresimplificación de este fenómeno,
pero captura algunas de las caracterı́sticas más importantes de este tipo de flujo.

Consideremos el problema de Riemann para la ecuación (3.128) - (3.129), con a = 1
2 , y

con datos iniciales

u(x,0) =

{
1, x < 0,
0, x > 0.

(3.130)

El objetivo es modelar el flujo de agua pura (u = 1) en petróleo puro (u = 0). Cada valor de
u ∈ (0,1) representa la proporción de la mezcla de agua y petróleo.

La interpretación es la siguiente: cuando el agua entra en el canal, ésta desplaza una cierta
fracción de petróleo u∗ instantáneamente. Detrás de la onda de choque, existe una mezcla de
agua con petróleo, que contiene cada vez menos petróleo confome avanza el tiempo. En el
pozo de producción, localizado por ejemplo en x = 1, uno obtiene petróleo puro hasta que
llega la onda de choque, seguida de una mezcla de agua con petróleo (onda de rarefacción)
que contiene más agua en cada instante.

Ejercicios

3.1. Supongamos que f es una función estrictamente convexa, f ′′(u)≥ δ > 0 para toda u, y
u0 es de clase C1, acotada y con derivada acotada. Pruebe que si u(x, t) es una solución clásica
de (3.1) en R× [0,+∞), entonces

ux <
1
δ t

. (3.131)

3.2. Probar que la función Ψ dada en (3.13) es el flujo de entropı́a asociado a la función
convexa E en el sentido del lema 3.3.

3.3. Sea la onda N para la ecuación de Burgers definida en (3.83) y representada en la figura
3.11.

(a) Pruebe que (3.83) es una solución en sentido distribucional de la ecuación de Burgers,
con condición inicial u0 = 0.

(b) Pruebe que (3.83) satisface la condición de entropı́a de Oleı̆nik:

u(x+ ε)−u(x, t)<
Cε

t
, ε > 0,

para todo (x, t) ∈ R× (0,+∞) (en particular, a través de las discontinuidades x =±√t).
(c) Explique porqué, sin embargo, N no es la solución entrópica al problema de Cauchy (la

única solución entrópica con u0 ≡ 0 es la solución idénticamente igual a cero).

3.4. Encuentre la única solución entrópica al problema de Cauchy para la ecuación de Burgers
(3.72) con condición inicial
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u(x,0) = u0(x) =


1, x <−1
0, −1≤ x≤ 0,
2 0 < x < 1,
0, x≥ 1.

Encuentre una fórmula explı́cita para la solución para todo t > 0 y x ∈ R. Sugerencia: Ob-
servemos que la condición inicial contiene saltos entrópicos (es decir, valores a la izquierda
mayores que el valor a la derecha, uL > uR, caso convexo) en x = −1 y x = 1, por lo cual
la formación de choques o discontinuidades es instantánea. Para tiempos cortos existen dos
ondas de choque que “emanan” de x =−1 y de x = 1.

3.5. Encuentre explı́citamente la única solución entrópica al problema de Cauchy para la
ecuación de Burgers (3.72) con condición inicial

u(x,0) = u0(x) =


0, x < 0
1, 0≤ x≤ 1
0, x > 1.

Observe que, en este caso, la onda N definida en (3.81) (con p = 0, q = 2, a0 = 0 y d = 1)
tiene la forma

N(x, t) =

{
x/t, 0 < x <

√
2t,

0, en otro caso.

Verifique la conclusión del teorema 3.33 demostrando que, de hecho, u(·, t) ≡ N(·, t) para
todo t ≥ 2.

3.6. Dibuje las caracterı́sticas y describa la evolución cuando t → +∞ de la solución al pro-
blema

ut +uux = 0, x ∈ R, t > 0,

con condición inicial

u(x,0) =

{
sinx, 0 < x < π,

0, x≤ 0, o x≥ π.

3.7. Tráfico vehicular en un túnel. Un modelo más realista para el flujo vehicular dentro de
un túnel está descrito por la siguiente función de flujo:

q(ρ) =

{
ρvm, 0≤ ρ ≤ ρc,

ρλ log
(

ρm
ρ

)
, ρc ≤ ρ ≤ ρm,

donde
λ =

vm

log(ρm/ρc)
.

Observe que q es continua también en el valor de densidad crı́tica ρc := ρme−vm/λ . Si ρ ≤
ρc los conductores tienen la libertad de conducir a la velocidad máxima vm. Suponga que
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la entrada del túnel está localizada en x = 0 y que los automóviles esperan (con densidad
máxima ρm) a la apertura del túnel a tiempo t = 0. De este modo, la condición inicial es

ρ(x,0) =

{
ρm, x < 0,
0, x > 0.

(a) Determine la densidad y la velocidad de los automóviles para t > 0. Dibuje las gráficas
como función del tiempo.

(b) Determine la trayectoria de un auto que inicialmente se encuentra en la posición x = x0 <
0 y calcule el tiempo que le toma llegar a la entrada del túnel. Dibuje su trayectoria en el
plano x, t.

Nota bibliográfica

La demostración de la proposición 3.16, es una generalización del principio de contracción
en L1 para f convexa probado por B. Quinn-Keyfitz [185] (véase también [128]).

La fórmula de Lax fue establecida originalmente por Hopf [94] para el caso de flujo de
Burgers. Para el caso con f estrictamente convexa la fórmula fue escrita por primera vez
por Lax en [123] y analizada en [124]. Una versión en el caso multidimensional se puede
encontrar en [95], y la versión para f general con u0 monótona se encuentra en el citado
trabajo de Kunik [118]. Otra prueba de unicidad para el caso convexo fue introducida por
Oleı̆nik [176].

El problema de Riemann fue planteado originalmente por B. Riemann [188] para las ecua-
ciones de dinámica de gases.

La prueba del teorema de existencia y unicidad de la solución entrópica para una ley de
conservación escalar en varias dimensiones espaciales se puede encontrar en [84].

Para el análisis correspondiente a ondas de choque, ondas de rarefacción y el problema de
Riemann en el caso de funciones con cambios de convexidad, recomiendo al lector consultar
el libro de LeFloch [135].
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Capı́tulo 4
Sistemas hiperbólicos de leyes de conservación en una
dimensión

En este capı́tulo estudiamos sistemas hiperbólicos de leyes de conservación en una di-
mensión espacial. En la primera sección introducimos los conceptos de campo caracterı́stico
genuinamente nolineal y de campo caracterı́stico linealmente degenerado.

4.1. Sistemas de leyes de conservación en una dimensión

Consideremos sistemas de leyes de conservación en una dimensión espacial de la forma

ut + f (u)x = 0, (4.1)

donde u ∈ Ω ⊆ Rn, Ω es abierto, convexo, n ≥ 1, y la función f : Ω → Rn es de clase C2.
Aquı́, (x, t) ∈ R× [0,+∞) y las componentes de u y de f las denotamos mediante

u = (u1, . . . ,un)
>, y f (u) = ( f1(u), . . . , fn(u))>,

respectivamente. En acuerdo con con la notación del capı́tulo 2, denotamos a la matriz jaco-
biana de f como

A(u) := D f (u) =

∂u1 f1 · · · ∂un f1
...

...
∂u1 fn · · · ∂u1 fn

 ,

para todo u ∈Ω .

4.1.1. Hiperbolicidad e hiperbolicidad estricta

Antes de comenzar con el estudio de sistemas nolineales, es conveniente analizar sistemas
lineales con coeficientes constantes, para los cuales, por ejemplo, el problema de Riemann es
fácil de resolver.

151
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152 4 Sistemas de leyes de conservación en una dimensión

Ejemplo 4.1. (Sistemas lineales con coeficientes constantes). Recordemos que tras lineali-
zar el sistema (4.1) alrededor de un estado u∗ ∈ Ω obtenemos un sistema con coeficientes
constantes. De este modo, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

ut +Aux = 0, x ∈ R, t > 0, (4.2)

donde u ∈ Rn y A ∈ Rn×n es una matriz constante y estrictamente hiperbólica, es decir, A
tiene exactamente n valores propios reales y distintos que denotamos por λ1 < .. . < λn. Cada
valor propio λ j tiene vectores propios derecho e izquierdo asociados, r j ∈ Rn×1 y l j ∈ R1×n,
respectivamente, tales que l jA = λ jl j, y Ar j = λ jr j, para cada j = 1, . . . ,n. Los conjuntos
de vectores derechos e izquierdos constituyen bases de Rn. Más aún, es posible normalizar
dichas bases de modo que

l jrk =

{
1, j = k,
0, j 6= k.

Definimos las matrices

R = (r1 · · · rn) ∈ Rn×n, L =

l1
...
ln

 ,∈ Rn×n.

Dado que los vectores propios son una base ortonormal tenemos que RL = LR = I. Clara-
mente, L y R diagonalizan la matriz A,

LAR =

λ1
. . .

λn

=: Λ . (4.3)

Definimos el cambio de variables v := Lu. Multiplicando el sistema (4.2) por la izquierda por
L, obtenemos un sistema desacoplado de ecuaciones escalares,

Lut +LAux = vt +Λvx = 0,

es decir,
v jt +λ jv jx = 0, j = 1, . . . ,n. (4.4)

Cada ecuación escalar se puede resolver de manera directa e independiente. Por lo visto en el
capı́tulo 2, v j es constante a lo largo de rectas caracterı́sicas de la forma

x j(t) = λ jt + x0
j , (4.5)

y la solución está determinada de manera única por

v j(x, t) = v j(x−λ jt,0),

donde cada v j(·,0) está determinada por las condiciones iniciales. De este modo, es posible
derivar una expresión explı́cita y única para la solución al problema de Cauchy
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ut +Aux = 0,
u(x,0) = u0,

(4.6)

en (x, t) ∈ R× [0,+∞). Denotando v0 := Lu0, observamos que cada v j está dada por

v j(x, t) = v j(x−λ jt,0) = (Lu0) j(x−λ jt) = l ju0(x−λ jt).

Ası́, la solución al problema en las coordenadas u tiene una representación simple en términos
de las condiciones iniciales:

u(x, t) = Rv(x, t) =
n

∑
j=1

v j(x, t)r j =
n

∑
j=1

l ju0(x−λ jt)r j.

Observación 4.2. Notamos que la solución posee la misma regularidad que la condición ini-
cial, esto es, si u0 ∈Ck, con k≥ 1, entonces u ∈Ck como función de x y de t. Las rectas (4.5)
son las curvas caracterı́sticas del sistema: cada recta es llamada la j-caracterı́stica, que se
propaga con velocidad λ j. En el caso de un sistema estrictamente hiperbólico, por cada punto
del espacio-tiempo (x, t) pasan exactamente n curvas caracterı́sticas.

Consideremos ahora el caso particular del problema de Riemann, con condición inicial,

u0(x) =

{
uL, x < 0,
uR, x > 0,

(4.7)

donde uR 6= uL ∈Rn son vectores (estados) constantes, que tienen representaciones en la base
invariante de A dadas por

uL =
n

∑
j=1

α jr j, uR =
n

∑
j=1

β jr j.

En las variables caracterı́sticas, v = Lu, la condición inicial es simplemente

(v0) j(x) =

{
α j, x < 0,
β j, x > 0,

(4.8)

dado que LuL = ∑α jLr j = ∑α j ê j, donde {ê j}n
j=1 es la base canónica derecha de Rn. Igual-

mente LuR = ∑β j ê j. Por ende, la solución es

v j(x, t) = v j(x−λ jt,0) =

{
α j, x < λ jt,
β j, x > λ jt.

En términos de las variables originales obtenemos

u(x, t) = Rv =
n

∑
j=1

v j(x, t)r j. (4.9)
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Notamos que las soluciones v j(x, t) son autosimilares, ya que dependen únicamente del valor
de la razón x/t, es decir,

w j(x/t) := v j(x, t) =

{
α j,

x
t < λ j,

β j,
x
t > λ j,

t > 0.

Para cada (x, t) con t > 0 existe p ∈ N con 1 ≤ p ≤ n tal que λ1 < .. . < λp ≤ x
t ≤ λp+1 <

.. . < λn, por lo que en el intervalo λpt < x < λp+1t, la solución u toma el valor constante

u(x, t) =
p

∑
j=1

β jr j +
n

∑
j=p+1

α jr j =: wp,

para cada 0≤ p≤ n, asumiendo por supuesto la convención

−∞ = λ0 < λ1 < .. . < λn < λn+1 =+∞,

con w0 = uL y wn = uR. De este modo la solución está determinada por

u(x, t) =



w0 = uL, x < λ1t,
w1, λ1t < x < λ2t,
...
wp, λpt < x < λp+1t,
...
wn = uR, λnt < x.

(4.10)

Véase la figura 4.1.

Figura 4.1 Esquema de la
solución al problema de Rie-
mann para un sistema lineal.
La solución es constante por
pedazos, donde las n disconti-
nuidades son lı́neas rectas que
se propagan con velocidades
caracterı́sticas que correspon-
den a los valores propios de
la matriz A. Notablemente,
se satisfacen las condiciones
de Rankine-Hugoniot en cada
discontinuidad. x=

x=

x=

x=

x=λ
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La solución no está definida sobre las curvas caracterı́sticas x = λ jt. La interpretación
de la solución (4.10) es la siguiente: la discontinuidad inicial (4.7) se distribuye en n dis-
continuidades que se propagan con velocidades caracterı́sticas distintas λ j ∈ R. La solución
es, por lo tanto, constante por pedazos, con discontinuidades que coinciden con las curvas
caracterı́sticas asociadas al sistema.

Observación 4.3. Notamos que los estados wp, con 1≤ p≤ n, satisfacen

[w] := wp−wp−1 = (βp−αp)rp ⇒ [ f ] = A[w] = A(wp−wp−1) = λp(wp−wp−1),

es decir, las condiciones de Rankine-Hugoniot (2.45) (con flujo f (u) = Au y velocidad cons-
tante s = λp) se satisfacen en cada discontinuidad.

4.1.2. Nolinealidad genuina y degeneración lineal

A partir de este punto nos concentraremos en el estudio de sistemas nolineales. Sea Ω ⊆
Rn abierto, convexo y f ∈ C2(Ω ;Rn). Vamos a suponer, por conveniencia, que el sistema
de leyes de conservación (4.1) es estrictamente hiperbólico. De este modo, para cada valor
propio λ j(u) con u ∈ Ω , existen vectores propios derecho r j(u) ∈ Rn×1, e izquierdo l j(u) ∈
R1×n, que satisfacen

A(u)r j(u) = λ j(u)r j(u),

l j(u)A(u) = λ j(u)l j(u),
(4.11)

para cada j = 1, . . . ,n, u ∈ Ω . Dado que los valores propios son todos distintos, {l j}n
j=1 y

{r j}n
j=1 constituyen (ambas) bases duales de Rn que satisfacen

l j(u)rk(u) = 0, j 6= k. (4.12)

Análogamente al caso escalar, para el cual la convexidad (o concavidad) de la función
de flujo es crucial en el estudio de existencia de soluciones, es preciso definir la noción de
convexidad para sistemas.

Definición 4.4. Decimos que el p-campo caracterı́stico, con 1≤ p≤ n, es genuinamente no-
lineal si

Dλp(u) · rp(u) 6= 0, ∀u ∈Ω . (4.13)

En este caso también se llama al p-campo como un modo convexo. Por otra parte, el p-campo
caracterı́stico se denomina linealmente degenerado si

Dλp(u) · rp(u) = 0, ∀u ∈Ω . (4.14)

Aquı́ Dλp(u) = (∂u1λp, . . . ,∂unλp)
> ∈ Rn.

Observación 4.5. En el caso de una ecuación escalar (n = 1), tenemos que λ (u) = a(u) =
f ′(u) es la única velocidad caracterı́stica y el “vector”propio es simplemente r(u) ≡ 1. Ası́,
la condición de nolinealidad genuina (4.13) toma la forma f ′′(u) 6= 0, para toda u ∈ Ω , es
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decir, f es estrictamente cóncava o estrictamente convexa. Por otra parte la condición de
degeneración lineal (4.14) es f ′′(u) = 0, para u ∈ Ω , lo cual implica que la ecuación es
lineal, con a(u) = a0 constante. La definición de nolinealidad genuina extiende a sistemas el
concepto de convexidad (o concavidad) estricta para el caso escalar.

Ejemplo 4.6. (El sistema p.) Consideremos nuevamente el sistema p (2.24) bajo las hipótesis
p′(v) < 0 y p′′(v) > 0. Como vimos en la sección 2.5.2, los valores propios de la matriz
jacobiana asociada al sistema (2.24) son

λ1(v) =−
√
−p(v)< 0 < λ2(v) =

√
−p(v),

con vectores propios asociados

r1(v) =
(

1√
−p′(v)

)
, r2(v) =

(
1

−
√
−p′(v)

)
.

Calculando el jacobiano de los valores propios con respecto a las variables v y w, obtenemos

Dλ1 =

(
p′′(v)

2
√
−p′(v)
0

)
=−Dλ2

por lo que

Dλ1 · r1 =
p′′(v)

2
√
−p(v)

=−Dλ2 · r2 6= 0,

para todo v. Esto implica que los campos caracterı́sticos del sistema p (2.24) son genuina-
mente nolineales.

Al igual que la definición de hiperbolicidad (ver proposición 2.20), las nociones de noli-
nealidad genuina y de degeneración lineal para un campo caracterı́stico no dependen de la
forma conservativa del sistema y son invariantes bajo cambios suaves de coordenadas. Deja-
mos al lector la prueba de esta propiedad como ejercicio (véase el ejercicio 4.3).

Ejemplo 4.7. (Ecuaciones de Euler en coordenadas eulerianas.) Consideremos nuevamente
el sistema de Euler en forma no conservativa (2.70), escrito nuevamente aquı́ por convenien-
cia del lector

ρt + vρx +ρvx = 0,

vt + vvx +
px

ρ
= 0,

et + vex +
pvx

ρ
= 0.

(1.70)

La ecuación de estado p = p̂(ρ,e) satisface las condiciones (2.69), a saber, p̂ > 0, p̂ρ > 0
y p̂e > 0. Vamos a estudiar los campos caracterı́sticos de la matriz jacobiana asociada al siste-
ma (2.70) para determinar las condiciones bajo las cuales éstos son genuinamente nolineales
o linealmente degenerados. Para tal efecto, y en virtud de la invariancia bajo cambios de
coordenadas (Ejercicio 4.3), escribiremos el sistema en términos de una nueva variable ter-
modinámica. Definimos la entropı́a especı́fica s mediante la primera ley de la termodinámica
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θds = de− p
ρ2 dρ, (4.15)

donde θ > 0 es la temperatura. Es un hecho conocido de la teorı́a de la termodinámica [40]
que una vez prescritas dos variables de estado del gas, por ejemplo, la densidad y la energı́a
interna especı́fica (ρ y e, respectivamente), es posible determinar las tres variables restantes
(entropı́a especı́fica s, presión p y temperatura θ ). De este modo, a partir de la primera ley
podemos definir la ecuación de estado del gas en términos de ρ y de s, y de una función p̌,
de modo que

p = p̌(ρ,s) = p̂(ρ, ě(ρ,s)),

donde ě es una función que satisface e = ě(ρ,s), ěs = θ a densidad constante, y ěρ = p/ρ2 a
entropı́a constante, en virtud de (4.15). Asimismo, podemos especificar a la entropı́a mediante
una función s = ŝ(ρ,e) que satisface ŝρ =−p/(ρ2θ) y ŝe = 1/θ .

Sustituyendo (2.70) y usando la primera ley (4.15), obtenemos

0 = et + vex +
pvx

ρ

= et + vex−
p

ρ2

(
ρt + vρx

)
=
(
et −

p
ρ2 ρt

)
+ v
(
ex−

p
ρ2 ρx

)
= θ(ŝeet + ŝρ ρt)+θv(ŝeex + ŝρ ρx)

= θ(st + vsx),

por lo cual, obtenemos el sistema

ρt + vρx +ρvx = 0,

vt + vvx +
px

ρ
= 0,

st + vsx = 0.

(4.16)

Nótese que el mapeo

Θ :

ρ

v
s

−→
 ρ

ρv
ρe


es invertible y suave con matriz jacobiana

DΘ =

 1 0 0
v ρ 0

e+ p/ρ ρv ρθ

 ,

de tal manera que el sistema (2.10) en forma conservativa, y los sistemas cuasilineales (2.70)
y (4.16) son equivalentes para soluciones clásicas. El sistema (4.16) considera a las variables
ρ y s como variables termodinámicas independientes, con ecuación de estado p = p̌(ρ,s).
Las condiciones (2.69) son equivalentes a
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p̌ > 0 (4.17)

p̌ρ = p̂ρ + p̂eěρ = p̂ρ +
p̂e p̂
ρ2 = c2 > 0, (4.18)

p̌s = p̂eěs = θ p̂e > 0. (4.19)

Las condiciones (2.69) (equivalentemente (4.17) - (4.19)) implican que la presión se mide
en una escala positiva, que a entropı́a constante la presión se incrementa con la densidad, y
que a densidad constante la presión aumenta si aumenta la energı́a interna. Adicionalmente a
estas condiciones, usualmente (ver [40]) se añade la condición

p̌ρρ > 0, (4.20)

la cual es equivalente a la condición de convexidad de Bethe ([179], pg. 761; ver también
[150], pg. 568). Notamos, en particular, que la ecuación de estado de un gas ideal satisface la
condición (4.20). En efecto, para un gas ideal p = p̂(ρ,e) = (γ−1)ρe, con γ > 1, por lo que

p̌(ρ,s) = (γ−1)ρ ě(ρ,s),

p̌ρ = (γ−1)
(
ě+ρ ěρ

)
= (γ−1)

(
ě+

p̌
ρ

)
,

y finalmente,

p̌ρρ = (γ−1)
(

ěρ +
p̌ρ

ρ
− p̌

ρ2

)
= (γ−1)

p̌ρ

ρ
> 0,

en virtud de (4.18).
Usando el sistema cuasilineal (4.16), vamos a demostrar que bajo las condiciones (4.17) -

(4.20) los p-campos caracterı́sticos con p = 1,3 son genuinamente nolineales, mientras que
el 2-campo caracterı́stico es siempre linealmente degenerado para toda ecuación de estado.
La matriz jacobiana del sistema (4.16) está dada por

A(ρ,v,s) =

 v ρ 0
1
ρ

p̌ρ v 1
ρ

p̌s

0 0 v

 , (4.21)

con valores propios
λ1 = v− c < λ2 = v < λ3 = v+ c.

Los vectores propios asociados a (4.21) son, a su vez,

r1 =

 ρ

−c
0

 , r2 =

 p̌s
0
−c2

 , r3 =

ρ

c
0

 . (4.22)

Calculando los jacobianos de las velocidades caracterı́sticas obtenemos
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Dλ1 =

−cρ

1
−cs

 , Dλ2 =

0
1
0

 , Dλ3 =

cρ

1
cs

 .

De esta forma tenemos que, claramente,

Dλ2 · r2 = 0,

para todo (ρ,v,s), es decir, el 2-campo caracterı́stico es linealmente degenerado. Por otro
lado, de p̌ρ = c2 se deduce que cρ = p̌ρρ/2c, por lo que

Dλ1 · r1 =−(ρcρ + c) =−
(
ρ

p̌ρρ

2c
+ c
)
< 0,

en virtud de (4.17) - (4.20). Análogamente,

Dλ3 · r3 = ρ
p̌ρρ

2c
+ c > 0.

Por lo tanto los j-campos caracterı́sticos, con j = 1,3, son genuinamente nolineales si supo-
nemos que la ecuación de estado satisface (4.17) - (4.20).

4.1.3. Normalizaciones

A continuación presentaremos dos normalizaciones de los campos caracterı́sticos (de he-
cho, complementarias una de la otra) que son de gran utilidad.

Lema 4.8. Sea la matriz A : Ω → Rn×n de clase Cm, m ≥ 1 y estrictamente hiperbólica.
Entonces,

(a) Los valores propios λ j(u), j = 1, . . . ,n son de clase Cm como funciones de u ∈Ω .
(b) Es posible seleccionar los vectores propios derechos {r j(u)}n

j=1 ⊂ Rn×1 e izquierdos
{l j(u)}n

j=1 ⊂ R1×n, de clase Cm, tales que

l j(u)rk(u) = 0, j 6= k

|l j(u)|= |r j(u)|= 1, j = 1, . . . ,n,
(4.23)

para toda u ∈Ω .

Demostración. Dado que A ∈Cm(Ω ;Rn×n) es estrictamente hiperbólica, para cada u0 ∈ Ω

se tiene que
λ1(u0)< .. . < λn(u0).

Fijemos un ı́ndice 1≤ p≤ n. Tras una normalización adecuada, sea rp(u0) un vector propio
derecho tal que

A(u0)rp(u0) = λp(u0)rp(u0),

|r0(u0)|= 1.
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Vamos a aplicar el teorema de la función implı́cita al mapeo de clase C1, G : Rn×R×Ω →
Rn+1, definido por

G(r,λ ,u) :=
(

A(u)r−λ r
|r|2−1

)
.

El jacobiano con respecto a las variables (r,λ ) es

∂G
∂ (r,λ )

=

(
A(u)−λ I −r

2r> 0

)
∈ R(n+1)×(n+1).

Sea

B0 :=
∂G

∂ (r,λ ) |(rp(u0),λp(u0),u0)

.

Debemos verificar que detB0 6= 0. Nótese que para 1� ε > 0 suficientemente pequeño, la
matriz

Aε := A(u0)− (λp(u0)+ ε)I,

es invertible, por hiperbolicidad estricta. En vista de que −ε−1Aε rp(u0) = rp(u0) y de que
|rp(u0)|= 1, podemos escribir(

Aε −rp(u0)
2rp(u0)

> 0

)(
I −ε−1rp(u0)
0 1

)
=

(
Aε 0

2rp(u0)
> −2ε−1

)
.

Por lo tanto,

det
(

Aε −rp(u0)
2rp(u0)

> 0

)
=−2ε

−1 det Aε

=−2ε
−1 det(A(u0)− (λp(u0)+ ε)I)

= 2
n

∏
j 6=p

(λ j(u0)− (λp(u0)+ ε)) → 2
n

∏
j 6=p

(λ j(u0)−λp(u0)) 6= 0,

cuando ε → 0+. Por hiperbolicidad estricta concluı́mos que detB0 6= 0.
Ası́, por el teorema de la función implı́cita, existe una vecindad O de u0 tal que es posible

encontrar funciones λp : O→R, rp : O→Rn×1, de clase Cm, que satisfacen las conclusiones
del teorema. Para verificar que λp y rp se pueden extender a todo Ω , se cubre Ω̄ (compacto)
por un número finito de vecindades abiertas Ol , con l = 1, . . . ,N, en donde es posible extender
λp y rp de clase Cm por el teorema de la función implı́cita. Este procedimiento se repite para
cada 1≤ p≤ n. La condición l jrk = 0 si j 6= k es una consecuencia directa de la hiperbolicidad
estricta (Observación 2.19). La construcción de los vectores propios izquierdos es análoga.

ut
Observación 4.9. La demostración del lema 4.8 depende fuertemente de la hipótesis de hi-
perbolicidad estricta. Para ilustrar al lector de lo que puede ocurrir en el caso general, véase
el ejercicio 4.5.

El siguiente lema contiene una posible (y útil) normalización en el caso genuinamente
nolineal. La prueba es muy similar a la prueba del lema 4.8 y se deja al lector como ejercicio.
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Lema 4.10. Sea la matriz A : Ω → Rn×n de clase Cm, m ≥ 1 y estrictamente hiperbólica.
Si el p-campo caracterı́stico, con 1 ≤ p ≤ n, es genuinamente nolineal, entonces es posible
seleccionar los vectores propios derechos {r j(u)}n

j=1 e izquierdos {l j(u)}n
j=1, de clase Cm,

tales que
Dλp(u) · rp(u) = 1,

lp(u)rp(u) = 1,
(4.24)

para toda u ∈Ω .

4.2. Ondas de rarefacción e invariantes de Riemann

Sean uL,uR ∈Ω , uL 6= uR, dos estados constantes. Motivados por la solución al problema
de Riemann en el caso de una ley de conservación escalar, la cual involucra ondas de rarefac-
ción, consideremos soluciones autosimilares del sistema (4.1) que conectan continuamente
a los estados uL y uR. Sea (x0, t0) ∈ R× (0,+∞) fijo. Vamos a definir una clase general de
soluciones denominada la clase de ondas centradas de rarefacción, las cuales dependen so-
lamente de la razón (x− x0)/(t− t0) para t > t0. Al punto (x0, t0) se le llama el centro de la
onda de rarefacción. De este modo, sea u una solución a (4.1) de la forma

u(x, t) = v
(x− x0

t− t0

)
, (4.25)

para x ∈ R, t > t0 y donde v : R→ Rn es de clase C1. Denotamos

ξ :=
x− x0

t− t0
;

en el dominio de definición de v en la variable ξ se tiene que u es una solución clásica, por lo
cual ésta satisface el sistema cuasilineal

ut +A(u)ux = 0.

Sustituyendo obtenemos
(A(v(ξ ))−ξ I)v′(ξ ) = 0. (4.26)

De la ecuación (4.26) concluı́mos que, o bien v′(ξ ) = 0, o bien existe un ı́ndice 1≤ p≤ n
tal que

ξ = λp(v(ξ )), (4.27)
v′(ξ ) = α(ξ )rp(v(ξ )), (4.28)

donde α(ξ ) es un escalar distinto de cero para todo ξ . Supongamos que ξ ∈ [ξ0,ξ1] y que
es posible resolver (4.27) y (4.28) en dicho intervalo. Dado que los valores propios de A son
distintos, el ı́ndice p no depende de ξ y v′(ξ ) 6= 0. Ası́, diferenciando la ecuación (4.27) con
respecto a ξ obtenemos

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



162 4 Sistemas de leyes de conservación en una dimensión

1 = Dλp(v(ξ )) · v′(ξ ) = α(ξ )Dλp(v(ξ )) · rp(v(ξ )). (4.29)

Esta ecuación no tiene solución si el p-campo caracterı́stico es linealmente degenerado.
Por lo tanto, suponiendo que el campo es genuinamente nolineal y tomando la normalización
(4.24), concluı́mos que α(ξ )≡ 1 y obtenemos el sistema

v′(ξ ) = rp(v(ξ )),

ξ = λp(v(ξ )).
(4.30)

Nuevamente, supongamos que podemos resolver el sistema (4.30) en el intervalo ξ ∈
[ξ0,ξ1] sujeto a las condiciones

ξ0 = λp(uL), ξ1 = λp(uR), (4.31)

v(ξ0) = uL, v(ξ1) = uR, (4.32)

donde hemos supuesto que λp(uL)≤ λp(uR). En este caso, la función continua autosimilar

u(x, t) =


uL, x− x0 ≤ λp(uL)(t− t0),

v
(

x−x0
t−t0

)
, λp(uL)(t− t0)≤ x− x0 ≤ λp(uR)(t− t0),

uR, λp(uR)(t− t0)≤ x− x0,

(4.33)

es una solución débil de (4.1) para (x, t) ∈ R× (t0,+∞), t0 ≥ 0.

Definición 4.11. La solución autosimilar (4.33) es llamada una p-onda de rarefacción cen-
trada en (x0, t0), con t0 ≥ 0, que conecta a uL con uR por la derecha.

A continuación vamos a probar que es posible construir una p-onda de rarefacción local-
mente, si el p-campo caracterı́stico es genuinamente nolineal.

4.2.1. Existencia local de ondas de rarefacción

El siguiente teorema es el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.12. Supongamos que el p-campo caracterı́stico, con 1≤ p≤ n, es genuinamente
nolineal con la normalización (4.24). Entonces, dado un estado uL ∈ Ω , existe una curva
de estados Rp(uL) en Ω que pueden ser conectados a uL por la derecha mediante una p-
onda de rarefacción, es decir, para toda ũ ∈ Rp(uL), λp(ũ) ≥ λp(uL) y existe una función
v ∈C1([λp(uL),λp(ũ)];Rn) que satisface el sistema (4.30) con condiciones

v(λp(uL)) = uL, v(λp(ũ)) = ũ. (4.34)

Mas aún, existe una parametrización de Rp(uL) : ε → Φp(ε) definida para 0 ≤ ε < ε0,
con ε0 > 0 suficientemente pequeño tal que

Φp(ε) = uL + εrp(uL)+
1
2 ε

2Drp(uL) · rp(uL)+O(ε3). (4.35)
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Demostración. Para todo ξ0 ∈ R, por el teorema de Picard existe una única solución a la
ecuación

v′(ξ ) = rp(v(ξ )), ξ > ξ0,

v(ξ0) = uL,

para ξ ∈ [ξ0,ξ0 + ε0] con ε0 > 0 suficientemente pequeño. Escogiendo ξ0 := λp(uL) y dife-
renciando con respecto a ξ obtenemos

d
dξ

λp(v(ξ )) = Dλp(v(ξ )) · v′(ξ ) = Dλp(v(ξ )) · rp(v(ξ )) = 1,

en vista de (4.24). De este modo λp(v(ξ )) = ξ ya que λp(v(ξ0)) = λp(uL). Entonces defini-
mos el conjunto

Rp(uL) := {v(ξ ) : λp(uL)≤ ξ ≤ λp(uL)+ ε0} ⊂Ω ,

como la curva de estados en Ω que se pueden conectar a uL por la derecha mediante una
p-onda de rarefacción. Sea

Φp(ε) := v(λp(uL)+ ε), 0≤ ε ≤ ε0.

De este modo, Φp(0) = v(λp(uL)) = uL. Diferenciando, obtenemos

Φ
′
p(ε) = v′(λp(uL)+ ε) = rp(v(λp(uL)+ ε)),

por lo cual,
Φ
′
p(0) = rp(v(λp(uL)+ ε)) = rp(uL).

Calculando la segunda derivada obtenemos

Φ
′′
p (ε) = Drp(v(λp(uL)+ ε)) · v′(λp(uL)+ ε) = Drp(v(λp(uL)+ ε)) · rp(v(λp(uL)+ ε)),

de modo que Φ ′′p (0) = Drp(uL) · rp(uL). Esto justifica la expansión (4.35).
ut

La curva Rp(uL) es llamada la p-curva de rarefacción (derecha). Es una curva integral
del campo rp, tangente a rp(uL) en el punto uL. Para estudiar el caso en el que el campo
caracterı́stico no es genuinamente nolineal, es necesario introducir el concepto de invariantes
de Riemann.

4.2.2. Invariantes de Riemann

Definición 4.13. Una función escalar suave (al menos de clase C1) w : N ⊂Ω →R, definida
en una vecindad N de Ω se denomina un p-invariante de Riemann local, con 1≤ p≤ n, si
satisface

Dw(u) · rp(u) = 0, (4.36)
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para todo u ∈N .

Observación 4.14. (a) Un p-invariante de Riemann w es constante sobre una curva v : R→
Rn si y sólo si

d
dξ

w(v(ξ )) = Dw(v(ξ )) · v′(ξ ) = 0,

lo cual se cumple si en particular v es una curva integral del campo rp, es decir, si v′(ξ ) =
rp(v(ξ )). Esto implica que una p-invariante de Riemann es constante a lo largo de las trayec-
torias del campo vectorial rp.

(b) Si el p-campo caracterı́stico es linealmente degenerado, entonces la función w(u) =
λp(u) es un p-invariante de Riemann global.

Una propiedad inmediata pero útil de los invariantes de Riemann es la siguiente.

Lema 4.15. Sobre una p-onda de rarefacción, con 1≤ p≤ n, todo p-invariante de Riemann
es constante.

Demostración. La conclusión es consecuencia inmediata de la observación 4.14 (a) y el he-
cho de que toda curva de rarefacción es una curva integral del campo rp por construcción
(teorema 4.12). ut

Definición 4.16. Se dice que el sistema de leyes de conservación (4.1) está dotado de un
sistema completo de invariantes de Riemann (globales) en Ω ⊂ Rn si existen n funciones
escalares w1, . . . ,wn en Ω tales que para todo par 1≤ i, j ≤ n, con i 6= j, w j es un i-invariante
de Riemann en Ω .

Como consecuencia inmediata de esta definición tenemos el siguiente

Corolario 4.17. Las funciones w j : Ω → R, con j = 1, . . . ,n forman un sistema completo de
invariantes de Riemann si y sólo si

Dwi(u)r j(u)

{
= 0, si i 6= j,
6= 0, si i = j,

(4.37)

es decir, si y sólo si para todo 1 ≤ i ≤ n, Dwi(u) es un vector propio izquierdo li(u)
de A(u) con velocidad caracterı́stica λi(u). (Equivalentemente, el hiperplano tangente a
la superficie de nivel de wi en cualquier punto u ∈ Ω está generado por los vectores
r1(u), . . . ,ri−1(u),ri+1(u), . . . ,rn(u).)

Observación 4.18. Es posible demostrar (ver el ejercicio 4.7) que todo sistema de dos leyes
de conservación está dotado con un sistema completo de invariantes de Riemann. Por otro
lado, si n ≥ 3 entonces el sistema de ecuaciones (4.37) está, por lo general, sobredetermi-
nado. Sin embargo, existen excepciones. Cuando un sistema de n ≥ 3 leyes de conservación
tiene una base completa de invariantes de Riemann se dice que el sistema es rico o semi-
Hamiltoniano.

A continuación vamos a demostrar la existencia local de (n− 1) invariantes de Riemann
cuyos gradientes son linealmente independientes. Primero necesitamos la siguiente
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Definición 4.19. Una hipersuperficie de Rn, S = {u ∈ Rn : ψ(u) = 0} donde ψ : Rn → R
es diferenciable, se denomina p-caracterı́stica si

Dψ(u) · rp(u) = 0, (4.38)

para toda u ∈S , es decir, si rp es tangente a S .

Lema 4.20. Supongamos que el hiperplano

S = {u ∈ Rn : un = 0}

no es p-caracterı́stico. Entonces existe un cambio suave de coordenadas, invertible, u =
Θ(v), definido en una vecindad de S , tal que la condición (4.36) es equivalente a

∂ z
∂vn

= 0, (4.39)

donde z(v) := w(Θ(v)) para todo p-invariante de Riemann. Mas aún, las n−1 funciones

w j(u) := z j(Θ
−1(u)), j = 1, . . . ,n−1, (4.40)

donde z j := v j para cada j, son p-invariantes de Riemann cuyos gradientes son linealmente
independientes.

Demostración. Sea {ê j}n
j=1 la base canónica de Rn. Para toda función z : Rn → R diferen-

ciable
∂ z
∂vn

= Dz(v) · ên.

Supiniendo que dicho mapeo Θ existe, definimos z := w(Θ(v)), donde w : Rn → R es una
función diferenciable, de manera que

∂ z
∂vn

= Dz(v) · ên = Dw(Θ(v))DΘ(v) · ên = Dw(u)
∂Θ

∂vn
.

Por lo tanto la condición (4.36) es equivalente a (4.39) si y sólo si

∂Θ(v)
∂vn

= rp(Θ(v)). (4.41)

Para resolver (4.41) se prescribe la condición inicial

Θ(v∗) =Θ(v1, . . . ,vn−1,0) = (v1, . . . ,vn−1,0) =: v∗, (4.42)

sobre cualquier v∗ ∈S . Por el teorema de Picard, para cada v∗ ∈S existe una única solución
local a (4.41) con condición inicial (4.42), definida para vn cerca de vn = 0, por ejemplo, para
vn ∈ [−ε,ε], con ε > 0 suficientemente pequeño. Por hipótesis, el hiperplano S no es p-
caracterı́stico, por lo que
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∂Θ

∂vn
(v∗) = rp(Θ(v∗)) = rp(v∗) /∈S ,

es decir, la componente n de rp es distinta de cero para toda u ∈Ω . Por otra parte,

∂Θ

∂v j
(v∗) =

∂

∂v j
(v1, . . . ,vn−1,0) = ê j 6= 0,

donde ê j ∈S , para cada j 6= n. De este modo, el jacobiano

DΘ(v∗) =
(
ê1 · · · ên−1 rp(Θ(v∗))

)
,

(formado por las columnas êi, . . . , ên−1,rp) es no singular. Por lo tanto, el mapeo v 7→Θ(v),
definido en una vecindad de vn = 0, y por ende, para v en una vecindad de S , es inyectivo,
sobre y diferenciable, con matriz jacobiana DΘ(v) invertible para vn ∼ 0. Por construcción
las funciones z j(v) := v j, j 6= n resuelven (4.39), por lo que las correspondientes funciones
w j(u) = z j(Θ

−1(u)) son p-invariantes de Riemann. Tomando una combinación lineal de sus
gradientes igual a cero, tenemos que

0 =
n−1

∑
j=1

α jDw j(u) =
n−1

∑
j=1

α j(DΘ
−1(u))>ê j =

n−1

∑
j=1

α j c̃ j(u),

donde c̃ j denota a la columna j de DΘ−1. Dado que DΘ−1 tiene rango máximo, esto implica
que α j = 0, para todo j = 1, . . . ,n−1 y los gradientes son linealmente independientes.

ut
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.21. (El sistema p.) Consideremos el sistema p,

vt −ux = 0,
ut + p(v)x = 0,

(4.43)

donde p : R→ R satisface p′(v)< 0, p′′(v)> 0. Como hemos calculado en la sección 2.5.2,
los valores propios de la matriz jacobiana

A(v,u) =
(

0 −1
p′(v) 0

)
son

λ1 =−
√
−p′(v) < 0 < λ2 =

√
p′(v),

con vectores propios asociados

r1 =

(
1√
−p′(v)

)
, r2 =

(
1

−
√
−p′(v)

)
.

El lema 4.20 garantiza la existencia local de un 1-invariante de Riemann, y un 2-invariante
de Riemann. Para encontrar, por ejemplo, el invariante de Rieman w1 = w1(v,u), calculamos
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Dw1 · r1 = w1v +
√
−p′(v)w1u. (4.44)

Esta ecuación es lineal y puede resolverse mediante el método de caracterı́sticas. Claramente,
w1 es constante a lo largo de curvas de la forma {(v, û(v) : v ∈ I} donde û′(v) =

√
−p′(v) e

I ⊂ R es un intervalo. Si (u,v) es fijo, la curva caracterı́stica que pasa por ese punto es

û(ṽ) = u−
∫ v

ṽ

√
−p′(y)dy, ṽ ∈ I.

Dado que w1 es constante sobre la caracterı́stica tenemos que

w1(v,u) = w1(ṽ, û(ṽ)) = w1(0, û(0)) = w1

(
0,u−

∫ v

0

√
−p′(y)dy

)
= w0

1

(
u−

∫ v

0

√
−p′(y)dy

)
,

donde hemos supuesto que 0 ∈ I y w0
1 es cualquier condición inicial de w1. Escogiendo

w0
1(u) = u, obtenemos

w1(v,u) = u−
∫ v

0

√
−p′(y)dy. (4.45)

En efecto, w1 satisface (4.44) para toda v ∈ R y es un 1-invariante de Riemann.
Análogamente, el 2-invariante de Riemann tiene la forma

w2(v,u) = u+
∫ v

0

√
−p′(y)dy. (4.46)

Es importante señalar que los invariantes de Riemann (4.45) y (4.46) están definidos glo-
balmente, es decir, están definidos para todo valor (v,u) ∈Ω , en contraste con el Lema 4.20,
que garantiza existencia local únicamente. Esto es posible ya que el sistema p es un sistema
de dos leyes de conservación (n = 2). Invariantes globales de Riemann no existen en general
si n > 2.

Ejemplo 4.22. (Ecuaciones de Euler para un gas ideal.) La ecuación de estado de un gas
ideal es

p = p̂(ρ,e) = (γ−1)ρe, (4.47)

donde γ > 1 y ρ , p y e son la densidad, presión y energı́a interna especı́fica del gas. Considere-
mos el sistema cuasilineal equivalente (4.16) en términos de las variables (ρ,v,s), donde v y s
son la velocidad y la entropı́a especı́fica, respectivamente. Ası́, existe una función p = p̌(ρ,s)
que satisface las condiciones (4.17) - (4.20). Probaremos que las funciones

w(1)
1 (ρ,v,s) = s,

w(1)
2 (ρ,v,s) = v+

2
γ−1

c(ρ,s),

son invariantes de Riemann globales asociados al campo caracterı́stico j = 1. Aquı́ la velo-
cidad del sonido c = c(ρ,s)> 0 está definida por c2 = p̌ρ . Recordando las expresiones para
los vectores propios asociados (4.22) obtenemos
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Dw(1)
1 · r1 =

0
0
1

 ·
 ρ

−c
0

≡ 0,

Dw(1)
2 · r1 =

 2
γ−1 cρ

1
2

γ−1 cs

 ·
 ρ

−c
0

 =
2

γ−1
ρcρ − c.

Sin embargo, dado que p̌(ρ,s) = (γ − 1)ρ ě(ρ,s) y que ěρ = p/ρ2 (ver ejemplo 4.7), se
cumple que

2ccρ = p̌ρρ =
(γ−1)

ρ
p̌ρ =

(γ−1)c2

ρ
,

y por lo tanto

Dw(1)
2 · r1 =

2
γ−1

ρcρ − c≡ 0,

para todo (ρ,s). Ası́, tenemos dos 1-invariantes de Riemann globales.
Análogamente, es fácil probar que las funciones

w(3)
1 (ρ,v,s) = s, w(3)

2 (ρ,v,s) = v− 2
γ−1

c(ρ,s),

son 3-invariantes de Riemann globales. Finalmente, sean

w(2)
1 (ρ,v,s) = v, w(2)

2 (ρ,v,s) = p̌(ρ,s).

Claramente tenemos que

Dw(2)
1 · r2 =

0
1
0

 ·
 p̌s

0
−c2

 = 0,

Dw(2)
2 · r2 =

p̌ρ

0
p̌s

 ·
 p̌s

0
−c2

 = p̌s(p̌ρ − c2) = 0,

por lo que la presión y la velocidad son 2-invariantes de Riemann globales.

Ejemplo 4.23. (Ecuaciones de Euler en el caso barotrópico.) Consideremos nuevamente las
ecuaciones de Euler en el caso barotrópico (2.79), en el que la presión no cambia con la
energı́a interna. La presión está determinada por una función de la densidad, p = p(ρ) que
satisface p′(ρ)> 0. Los valores propios de la matriz asociada al sistema, dada por (2.81), son

λ1 = v−
√

p′(ρ)< λ2 = v+
√

p′(ρ).

Denotamos a c(ρ) =
√

p′(ρ)> 0 como la velocidad del sonido, de modo que λ1 = v− c
y λ2 = v+ c. Los vectores propios asociados son
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r1 =

(
1

v− c

)
, y r2 =

(
1

v+ c

)
,

respectivamente. Verificaremos que las funciones

w1 :=
∫

ρ

1

c(τ)
τ

dτ + v, y w2 :=
∫

ρ

1

c(τ)
τ

dτ − v,

son 1- y 2-invariantes de Riemann, respectivamente. En efecto, dado que la matriz jacobiana
(2.81) se calculó con respecto a las variables conservadas (u1,u2) = (ρ,ρv), debemos escribir
las funciones w1 y w2 en términos de u, es decir,

w1 =
∫ u1

1

c(τ)
τ

dτ +
u2

u1
, w2 =

∫ u1

1

c(τ)
τ

dτ − u2

u1
,

y calcular sus gradientes derivando con respecto a las variables conservadas. Por ejemplo,

Dw1(u) =

( c(u1)
u1
− u2

u2
1

1
u1

)
=

(
c−v

ρ
1
ρ

)
,

de modo que

Dw1 · r1 =
1
ρ
(c− v+ v− c) = 0.

Análogamente Dw2 ·r2 = 0. Notamos nuevamente que w1 y w2 son invariantes de Riemann
globales definidos para todo u = (ρ,ρv).

4.2.3. Ondas simples

A continuación vamos a definir una clase más general de ondas suaves asociadas a un
campo caracterı́stico p, que incluye a las ondas de rarefacción como caso particular.

Definición 4.24. Una función suave u : Q→ N ⊆ Ω , solución de (4.1) y definida en un
dominio Q⊆R× [0,+∞) es llamada una p-onda simple si la función h(x, t) = w(u(x, t)), con
(x, t) ∈ Q, es constante para cualquier p-invariante de Riemann local w : N → R.

Primero probaremos el siguiente lema elemental.

Lema 4.25. Sea
d

d p
:= ∂t +λp∂x,

du
d p

= ut +λp(u)ux,

(4.48)

el operador que denota derivación en la dirección del campo caracterı́stico λp. Entonces u
es una solución clásica de (4.1) si y sólo si
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lp(u)
du
d p

= 0. (4.49)

Demostración. Sabemos que u es solución clásica de (4.1) si y sólo si satisface el sistema
cuasilineal

ut +A(u)ux = 0.

Multiplicando por la izquierda por lp(u) obtenemos

0 = lp(u)ut + lp(u)A(u)ux = lp(u)(ut +λp(u)ux) = lp(u)
du
d p

.

ut
Proposición 4.26. Sea u : Q→Ω una p-onda simple definida en una región Q⊆R× [0,+∞).
Entonces las caracterı́sticas del campo p, es decir, las curvas de la forma {(x̂(t), t)} ⊂Q que
satisfacen

dx̂
dt

= λp(u(x̂(t), t)), (4.50)

son lı́neas rectas a lo largo de las cuales u es constante.

Demostración. Por el lema 4.25 tenemos que

lp
du
d p

= 0. (4.51)

Si w1, . . . ,wn−1 son p-invariantes de Riemann entonces las funciones w̃ j(x, t) :=w j(u(x, t)),
con j = 1, . . . ,n−1, son constantes en la región Q. Ası́,

0 =
dw̃ j

d p
= Dw j ·

du
d p

, j = 1, . . . ,n−1. (4.52)

Por el lema 4.20, existen localmente n−1 p-invariantes de Riemann que satisfacen las ecua-
ciones (4.52). Éstas últimas, junto con la condición (4.51), se pueden escribir de manera
simplifcada como

M(u)
du
d p

= 0, (4.53)

donde M(u) es una matriz de dimensiones n×n definida por

M(u) :=


lp(u)

Dw>1 (u)
...

Dw>n−1(u)

 .

Al tomar una combinación lineal de los renglones de M(u) de la forma

αlp +
n−1

∑
j

α jDw>j = 0,

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



4.2 Ondas de rarefacción e invariantes de Riemann 171

obtenemos, tras tomar el producto con rp y por la definición de invariante de Riemann (4.36),
que αlprp = 0. Dado que lprp 6= 0, esto implica que α = 0 y, en virtud de que los gradientes
Dw j, con j = 1, . . . ,n−1, son linealmente independientes, que α j = 0 para toda 1≤ j≤ n−1.
Es decir, la matriz M(u) es no singular. Esto implica que la única solución al sistema (4.53)
es tal que du/d p = 0. Por ende, u es constante en la dirección del campo caracterı́stico p, es
decir,

du
d p

= ut +λp(u)ux = 0.

Consecuentemente, sobre las curvas caracterı́sticas de la forma {(x̂(t), t)} que resuelven

dx̂
dt

= λp(u(x̂(t), t)),

la onda simple u es constante, y la pendiente λp(u) es constante, por lo que las curvas carac-
terı́sticas son lı́neas rectas. ut
Proposición 4.27. Sea u una p-onda simple. Entonces el conjunto de valores de u está res-
tringido a una sola curva integral de rp en Rn.

Demostración. Sea u una onda simple definida en un dominio Q ⊂ R× [0,+∞). Vamos a
demostrar que es posible encontrar un p-invariante de Riemann cuyos valores constantes en
dos curvas integrales de rp son distintos. Sean I1 y I2 dos curvas integrales de rp en una
vecindad de un estado u∗ ∈ Ω , de modo que u1 ∈ I1, u2 ∈ I2, y u1,u2 pertenecen a una
vecindad N (u∗) de u∗. Sea C una curva de estados en N (u∗), con representación

C = {û(ξ ) ∈N (u∗) : ξ ∈ I ⊆ R},

que no sea tangente a rp en ningún punto (ver figura 4.2). Por el Lema 4.20, sean w j, con
j = 1, . . . ,n−1 los p-invariantes de Riemann locales cuyos gradientes son linealmente inde-
pendientes. De este modo, para cada estado u ∈N (u∗) se tiene que

span{Dw1(u), . . . ,Dwn−1(u)}= {rp(u)}⊥.

En virtud de que C no es tangente a rp en ningún punto, entonces la proyección de û′ en
{rp(u)}⊥ es siempre distinta de cero, es decir,

û′(ξ ) ·
(

∑
j 6=p

α jDw j(û(ξ ))
)
6= 0, para todo ξ ∈ I.

Sea w(u) := ∑ j 6=p α jw j(u), el cual es también un p-invariante de Riemann ya que Dw(u) ·
rp(u) = ∑ j 6=p α jDw j(u) · rp(u) = 0, para toda u ∈N (u∗). De este modo,

d
dξ

w(û(ξ ) = û′(ξ ) ·
(

∑
j 6=p

α jDw j(û(ξ ))
)
6= 0,

y no cambia de signo. Es decir, la función w(û(ξ )) es estrictamente monótona en ξ ∈ I. Esto
implica que w(û(ξ )) toma distintos valores a lo largo de C . Por lo tanto, w toma distintos
valores en distintas curvas integrales de rp. Finalmente, si suponemos que u es una p-onda
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simple y w(u) es constante en Q, entonces u toma valores en sólo una curva integral de rp.
ut

Usaremos la proposición 4.27 para dar una caracterización de las p-ondas simples. Éste es
el contenido del siguiente

Lema 4.28. u es una p-onda simple definida en una región Q⊂ R× [0,+∞) si y sólo si

u = v(ϕ(x, t)), (4.54)

donde v ∈C1(R;Rn) es una curva integral de rp, es decir, es solución de

v′(ξ ) = rp(v(ξ )),

v(ξ0) = v0,
(4.55)

con ξ ,ξ0 ∈ I ⊆ R, y la función escalar ϕ ∈C1(Q; I) satisface

dϕ

d p
= ϕt +λp(v(ϕ))ϕx = 0. (4.56)

Demostración. Para demostrar que la condición es necesaria, supongamos que u es una p-
onda simple en Q⊂ R× [0,+∞). Por la Proposición 4.27, los valores de u están restringidos
a una sola curva integral de rp, por lo que existe (al menos, localmente) una solución v de
(4.55) tal que u tiene la forma (4.54). Dado que u es una solución clásica de (4.1) tenemos
que

0 = ut + f (u)x = ut +A(u)ux = ϕtv′(ϕ)+ϕxA(v(ϕ))v′(ϕ) =
(
ϕt +λp(v(ϕ))ϕx

)
rp(v(ϕ)).

Tomando el producto punto con lp(v(ϕ)) obtenemos (4.56). Dado que u es una p-onda sim-
ple, la Proposición 4.26 implica que u es constante a lo largo de lı́neas rectas (caracterı́sticas)

Figura 4.2 Curva C de
estados en una vecindad de
u∗ que no es tangente al
campo rp en ningún punto.
La curva C corta a dos curvas
integrales I1 y I2 del campo
rp en los estados u1 y u2,
respectivamente.

.

.

u

u

1

2

I

I2

1

C

rp

u
.*
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que satisfacen la ecuación

dx̂
dt

= λp(u(x̂(t), t)) = λp(v(ϕ)),

donde λp = λp(v(ϕ)) es la velocidad constante de la onda. Resolviendo (4.56) por el método
de caracterı́sticas obtenemos

ϕ(x, t) = ϕ0(x−λpt), (4.57)

donde ϕ0 es una función dada (condición “inicial”), siempre y cuando ϕ sea suave en Q.
Para verificar que la condición es suficiente, supongamos que v ∈ C1(R,Rn) y ϕ ∈

C1(Q;R) resuelven (4.55) y (4.56) para cierto intervalo I ⊆ R. Definimos u ∈ C1(Q;Rn)
mediante la ecuación (4.54). Calculando,

ut + f (u)x = ut +A(u)ux =
(
ϕt +λp(v(ϕ))ϕx)rp(v(ϕ)) = 0,

dado que ϕ satisface (4.56). Ası́, u es solución clásica de (4.1) en Q. Finalmente, sea w un p-
invariante de Riemann local. Entonces la función w̃(x, t) :=w(v(ϕ(x, t)) tiene como gradiente

D(x,t)w̃ =

(
Dw(v(ϕ)) · v′(ϕ)ϕt
Dw(v(ϕ)) · v′(ϕ)ϕx

)
=

(
Dw(v(ϕ)) · rp(v(ϕ))ϕt
Dw(v(ϕ)) · rp(v(ϕ))ϕx

)
= 0,

ya que w es un p-invariante de Riemann. De esta forma, w̃ es constante. Esto prueba que u es
una p-onda simple.

ut

Observación 4.29. La fórmula (4.57) es la expresión general para una p-onda simple,

u(x, t) = v(ϕ0(x−λp(v(ϕ))t)), (4.58)

donde v es una solución de (4.55). De hecho, en algunos textos (ver, por ejemplo, el libro de
Evans [56]) ésta es la definición de onda simple. La idea central es interpretar a la ecuación
(4.56) como una ley de conservación escalar, una vez que se ha resuelto el sistema (4.55).

Ejemplo 4.30. (Ondas simples para campos genuinamente nolineales.) Si el campo es ge-
nuinamente nolineal podemos considerar la normalización (4.24), de modo que

d
dξ

λp(v(ξ )) = Dλp(v(ξ )) · v′(ξ ) = Dλp(v(ξ )) · rp(v(ξ )) = 1,

es decir, λp(v(ϕ(x, t)) = ϕ(x, t) (tras añadir una constante apropiada). Ası́, la ecuación (4.56)
es, en este caso, la ecuación de Burgers

ϕt +ϕϕx = 0.

Una solución clásica conocida es ϕ = x/t en su dominio de definición, contenido en t > 0,
la cual corresponde a una p-onda de rarefacción centrada en (x0, t0) = (0,0) de la forma
(4.33). Las ondas de rarefacción son ejemplos de ondas simples de la forma (4.54) donde
ϕ(x, t) = (x− x0)/(t− t0).

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



174 4 Sistemas de leyes de conservación en una dimensión

Sin embargo, existen ondas simples que no son ondas de rarefacción. En el ejemplo 3.27,
la solución a la ecuación de Burgers en el dominio t ≤ x < 1 y 0≤ t < 1 toma la forma

ϕ(x, t) =
x−1
t−1

,

que si bien es autosimilar, en este caso la velocidad caracterı́stica λ (ϕ(x, t)) = ϕ(x, t) decrece
de derecha a izquierda, ya que ϕL = 1 > 0 = ϕR (ver figura 3.9). A este tipo de ondas simples
se les llama ondas de compresión.

Ejemplo 4.31. (Ondas simples para campos linealmente degenerados.) Si el campo p es li-
nealmente degenerado, entonces no es posible hallar p-ondas simples centradas en (x0, t0) ya
que no hay solución al sistema (4.27) - (4.28) (la ecuación (4.29) implica, en ese caso, una
contradicción). Sin embargo, sabemos que w(u) = λp(u) es un p-invariante de Riemann glo-
bal (es decir, en todo Ω ) y por lo tanto λp es constante sobre cualquier p-onda simple; a esta
velocidad constante la denotamos como λ̄p = λp(u(x, t)) = λp(v(ϕ(x, t)), donde v resuelve
(4.55) y la p-onda simple u toma la forma

u(x, t) = v(ϕ0(x− λ̄pt)). (4.59)

Por ende, las curvas caracterı́sticas son lı́neas rectas paralelas de la forma x− λ̄pt = constan-
te.

Concluimos que en el caso de un campo linealmente degenerado, dos estados distintos
uL 6= uR no pueden ser conectados mediante una p-onda simple continua.

En la siguiente sección estudiaremos ondas discontinuas.

4.3. Ondas de choque y discontinuidades de contacto

Vamos a construir soluciones discontinuas, constantes por pedazos, de (4.1), que conectan
a dos estados uL 6= uR de Ω . Recordemos que si una discontinuidad de una solución débil u
de (4.1) está parametrizada por una curva

Σ = {(x, t) ∈ R× I : x = x̂(t), x̂ ∈C1(I), I ⊂ [0,+∞)},

entonces se deben satisfacer las condiciones de Rankine-Hugoniot

dx̂
dt

[u] = [ f (u)],

a lo largo de Σ . El número real dx̂/dt =: s es la velocidad de la discontinuidad y una función
de la forma

u(x, t) =

{
uL, x < st,
uR, x > st,

(4.60)
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solución débil de (4.1), es conocida como una onda discontinua. Nuestro objetivo es deter-
minar, dado un estado constante uL ∈ R, cuáles son lo posibles estados uR que pueden ser
conectados con uL mediante una onda de tipo (4.60).

4.3.1. El conjunto de Hugoniot

Definición 4.32. Dado un estado constante u0 ∈Ω , el conjunto de Hugoniot de u0 es el con-
junto de estados u ∈Ω tales que existe σ(u0,u) ∈ R que satisface

σ(u0,u)(u−u0) = f (u)− f (u0). (4.61)

Denotaremos al conjunto de Hugoniot de u0 como H (u0)⊆Ω .

Por lo tanto, nos interesa probar que el conunto de Hugoniot es no vacı́o y determinar su
estructura. Ése es el contenido del siguiente

Teorema 4.33. Sea u0 ∈Ω , fijo. Supongamos que el p-campo caracterı́stico, con 1≤ p≤ n,
tiene velocidad caracterı́stica λp(u) simple, con multiplicidad algebraica igual a uno como
valor propio de A(u) = D f (u), para todo u en una vecindad de u0, u ∈N (u0). Entonces
existe una curva de clase C2, Sp(u0) : ε→Ψp(ε), definida para−ε1≤ ε ≤ ε1, con 0< ε1� 1
suficientemente pequeño, tal que

Sp(u0) = {Ψp(ε) ∈Ω : ε ∈ (−ε1,ε1)} ⊂H (u0).

Mas aún, podemos escoger la parametrización de la curva Sp(u0) de forma tal que

Ψp(ε) = u0 + εrp(u0)+
ε2

2
Drp(u0)rp(u0)+O(ε3), (4.62)

σ(u0,Ψp(ε)) = λp(u0)+
ε

2
Dλp(u0) · rp(u0)+O(ε2). (4.63)

Demostración. Dado que f es suave, con D f = A, escribimos

f (u)− f (u0) =
∫ 1

0

d
ds

( f (u0 + s(u−u0)))ds

=
∫ 1

0
A(u0 + s(u−u0))(u−u0)ds

=
(∫ 1

0
A(u0 + s(u−u0))ds

)
(u−u0).

De este modo, para cada u,v ∈Ω , s ∈ (0,1), tal que u+ s(v−u) ∈Ω , definimos

A(u,v) :=
∫ 1

0
A(u+ s(v−u))ds.

Preliminary version – 20 de marzo de 2020



176 4 Sistemas de leyes de conservación en una dimensión

Claramente A(u,u) = A(u) para todo u ∈Ω , por lo que las condiciones de Rankine-Hugoniot
se pueden expresar como un problema de valores propios,

A(u0,u)(u−u0) = σ(u0,u)(u−u0).

Esto implica que u− u0 debe ser un vector propio de A(u0,u), teniendo como valor pro-
pio la velocidad σ(u0,u) de la conexión. En virtud de que A(u0) = A(u0,u0) tiene un va-
lor propio simple λp(u0), y bases completas de vectores propios izquierdos y derechos,
{l j(u0)}n

j=1 y {r j(u0)}n
j=1 respectivamente, tales que l j(u0)rp(u0) = 0 si j 6= p, y dado que

A(u) es hiperbólica con valor propio simple λp(u), por continuidad del mapeo u 7→ A(u0,u)∈
C1(Ω ;Rn×n), existe una vecindad N ′(u0) de u0 (posiblemente más pequeña que N (u0)), tal
que la matriz A(u0,u) es hiperbólica, con bases completas de vectores propios {l j(u0,u)}n

j=1
y {r j(u0,u)}n

j=1, asociadas a valores propios reales

λ1(u0,u)≤ ·· ·λp−1(u0,u)< λp(u0,u)< λp+1(u0,u)≤ ·· ·λn(u0,u),

y donde λp(u0,u) es un valor propio simple de A(u0,u) para todo u ∈N ′(u0). Además, estas
bases satisfacen

l j(u0,u)rp(u0,u) = 0, si j 6= p.

De esta forma, un estado u ∈H (u0)∩N ′(u0), con velocidad de conexión σ(u0,u) cer-
cana a λp(u0) debe satisfacer

u−u0 = θrp(u0,u),

σ(u0,u) = λp(u0,u),

para cierto θ ∈ R. Sea entonces la función

Gp(u,θ) = u−u0−θrp(u0,u),

definida en N ′(u0)×R. Notamos que Gp(u0,0) = 0, y que DuGp(u0,0) = I. Tras una apli-
cación directa del teorema de la función implı́cita concluimos que existe una vecindad de
θ = 0, digamos Nθ = (−θ0,θ0) con 0 < θ0 � 1, una vecindad Ñu(u0) de u0 contenida en
N ′(u0), y n funciones de clase C2,

u(θ) :=
(
u1(θ), . . . ,un(θ)

)> : Nθ → Ñu(u0),

tales que u(0) = u0 y

Gp(u,θ) = 0 para θ ∼ 0 si y sólo si u = u(θ).

A esta curva la denotamos mediante

Sp(u0) = {u(θ) ∈Ω : θ ∈ (−θ0,θ0)} ⊂ Ñu(u0).

Dado que Gp(u(θ),θ) = 0 para θ ∼ 0, tenemos la relación de colinealidad

u(θ)−u0 = θrp(u0,u(θ)),
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por lo cual u(θ)−u0 es ortogonal a cada vector l j(u0,u(θ)) con j 6= p. Esto implica que

f (u(θ))− f (u0) = A(u0,u(θ))(u(θ)−u0)

= λp(u0,u(θ))(u(θ)−u0)

= σ(u0,u(θ))(u(θ)−u0) = σ(θ)(u(θ)−u0),

(4.64)

donde hemos definido σ(θ) := σ(u0,u(θ)) := λp(u0,u(θ)). Por lo tanto, la curva Sp(u0)
está contenida en H (u0).

De esta manera, hemos demostrado la existencia de una curva local Sp(u0) contenida
en el conjunto de Hugoniot H (u0). Sólo resta verificar que es posible reparametrizarla de
modo que las expansiones (4.62) y (4.63) son válidas. Denotando ˙= d/dθ y diferenciando
la ecuación (4.64) obtenemos

A(u(θ))u̇(θ) = σ̇(θ)(u(θ)−u0)+σ(θ)u̇(θ), (4.65)

que implica A(u0)u̇(0) = σ(0)u̇(0). Asimismo, u(θ)−u0 es ortogonal a cada l j(u0,u(θ)) con
j 6= p para θ ∼ 0, por lo que(u(θ)−u0

θ

)
· l j(u0,u(θ)) = 0, j 6= p,θ 6= 0.

Tomando el lı́mite cuando θ → 0 obtenemos u̇(0) · l j(u0) = 0 para todo j 6= p. Por lo tan-
to, u̇(0) = αrp(u0), y σ(0) = λp(u0), para cierto α ∈ R, α 6= 0. Sin pérdida de generali-
dad, es posible reparametrizar la familia de estados de modo que α = 1. Sea Ȧ(u(θ)) :=
D2 f (u(θ))u̇(θ); diferenciando la ecuación (4.65) se obtiene

Ȧ(u(θ))u̇(θ)+A(u(θ))ü(θ) = σ̈(θ)(u(θ)−u0)+2σ̇(θ)u̇(θ)+σ(θ)ü(θ).

Evaluando en θ = 0,

Ȧ(u0)rp(u0)+A(u0)ü(0) = 2σ̇(0)rp(u0)+λp(u0)ü(0).

Ahora, en vista de que λp(u(θ))rp(u(θ)) = A(u(θ))rp(u(θ)), derivamos con respecto a θ

y evaluamos en θ = 0 para obtener

λ̇p(u0)rp(u0)+λp(u0)ṙp(u0) = Ȧ(u0)rp(u0)+A(u0)ṙp(u0),

donde nuevamente λ̇p(u(θ)) := (d/dθ)λp(u(θ)) y ṙp(u(θ)) := (d/dθ)rp(u(θ)). Restando
ambas ecuaciones tenemos

A(u0)(ü(0)− ṙp(u0)) = λp(u0)(ü(0)− ṙp(u0))+(2σ̇(0)− λ̇p(u0))rp(u0). (4.66)

Multiplicando por la izquierda por lp(u0) se llega a que σ̇(0) = 1
2 λ̇p(u0), es decir,

σ̇(0) = 1
2

d
dθ

(
λp(u(θ))

)
|θ=0 =

1
2 Dλp(u0) · u̇(0) = 1

2 Dλp(u0) · rp(u0).
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(Nótese que σ̇(0) 6= 0 si el p-campo es genuinamente nolineal.) Sustituyendo en (4.66) con-
cluimos que

(A(u0)−λp(u0)I)(ü(0)− ṙp(u0)) = 0,

y que, por lo tanto, existe un número real β tal que

ü(0)− ṙp(u0) = ü(0)−Drp(u0)u̇(0) = β rp(u0). (4.67)

Cambiamos la parametrización mediante

θ(ε) =: ε− 1
2 βε

2.

Denotando ′ = d/dε , claramente se tiene θ ′(ε) = 1−βε , θ ′′(ε) =−β , θ(0) = 0, θ ′(0) = 1
y θ ′′(0) =−β . Con esta nueva parametrización, la familia de estados satisface

u(ε) := u(θ(ε)),

u′(ε) = (1−βε)u̇(θ(ε)),

u′′(ε) =−β u̇(θ(ε))+(1−βε)2ü(θ(ε)),

con u′(0) = u̇(0) = rp(u0) y u′′(0) = −β u̇(0)+ ü(0). La condición (4.67), por lo tanto, se
reduce a

u′′(0)+βu′(0)−Drp(u0)u′(0) = βu′(0),

es decir, u′′(0) = Drp(u0)u′(0) y la expansión en series de Taylor es simplemente

u(ε) = u0 + εrp(u0)+
1
2 ε

2Drp(u0)rp(u0)+O(ε3).

De la misma forma, σ(ε) := σ(θ(ε)) satisface σ ′(0) = σ̇(0) = 1
2 Dλp(u0) · rp(u0), por lo

que
σ(ε) = σ(u0,u(ε)) = λp(u0)+

1
2 εDλp(u0) · rp(u0)+O(ε2).

Denotamos Ψp(ε) := u(ε). Esto justifica las expansiones (4.62) y (4.63) y concluimos la
demostración del teorema. ut

Si el sistema es estrictamente hiperbólico, entonces tenemos el siguiente

Corolario 4.34. Si el sistema es estrictamente hiperbólico en Ω entonces el conjunto de
Hugoniot H (u0), para cada u0 ∈ Ω está constituı́do localmente por n curvas suaves
Sp(u0)⊂Ω , p= 1, . . . ,n, que admiten una parametrización de la forma Sp(u0) : ε→Ψp(ε),
definida para −ε1 ≤ ε ≤ ε1, con 0 < ε1� 1 uniforme y suficientemente pequeño, que satis-
facen las expansiones (4.62) y (4.63) para cada 1≤ p≤ n.

Observación 4.35. Para un estado u0 ∈Ω , el conjunto

Sp(u0) = {Ψp(ε) : |ε| ≤ ε1},

es el conjunto de Hugoniot local asociado al p-campo caracterı́stico, y contiene a todos los
estados u vecinos a u0 que se pueden conectar con éste mediante una onda discontinua, cuya
velocidad σ(u0,u) ∼ λp(u0) es muy parecida a la velocidad caracterı́stica en el estado u0
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(como puede apreciarse de la expansión (4.63)). Asimismo, la serie (4.62) nos indica no sólo
la vecindad de u =Ψp(ε) con u0 sino que, a primer orden, la diferencia u− u0 es colineal a
la dirección caracterı́stica asociada rp(u0).

Una vez establecida la estructura local del conjunto de Hugoniot vamos a distinguir entre
dos posibles tipos de ondas discontinuas dependiendo de la convexidad del modo caracterı́sti-
co.

4.3.2. Curvas de choque

Sea u0 ∈Ω fijo. Si el p-campo caracterı́stico es genuinamente nolineal (o convexo), enton-
ces podemos usar la normalización (4.24) de forma que Dλp(u0) · rp(u0) = 1 y la velocidad
de conexión para los elementos de Sp(u0) es

σ(ε) = σ(u0,Ψp(ε)) = λp(u0)+
1
2 ε +O(ε2).

Por otro lado, la velocidad caracterı́stica en el estado Ψp(ε) (para ε ∼ 0), gracias a la
expansión (4.62), se puede escribir como

λp(Ψp(ε)) = λp(Ψp(0))+ εDλp(ψp(0)) · ((d/dε)Ψp(ε))ε=0 +O(ε2)

= λp(u0)+ εDλp(u0) · rp(u0)+O(ε2)

= λp(u0)+ ε +O(ε2).

Por lo tanto,
ε = λp(Ψp(ε))−λp(u0)+O(ε2),

y la velocidad de conexión es

σ(ε) = 1
2

(
λp(Ψp(ε))+λp(u0))+O(ε2).

Si el p-campo es genuinamente nolineal entonces la curva local Sp(u0) se denomina una
curva de p-ondas de choque.

4.3.3. Discontinuidades de contacto

En el caso en el que el p-campo caracterı́stico es linealmente degenerado, tenemos que
Dλp(u) · rp(u) = 0 para toda u ∈ Ω . Consideremos entonces la curva integral del campo rp
que pasa por u0, es decir, las soluciones v al sistema de ecuaciones

v′(ξ ) = rp(v(ξ )),

v(0) = u0.
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Entonces

d
dξ

( f (v(ξ ))− f (u0)−λp(v(ξ ))(v(ξ )−u0))

= (A(v(ξ ))−λp(v(ξ )))v′(ξ )− (Dλp(v(ξ )) · v′(ξ ))(v(ξ )−u0)

= (A(v(ξ ))−λp(v(ξ )))rp(v(ξ ))

= 0,

lo cual implica que f (v(ξ ))− f (u0)−λp(v(ξ ))(v(ξ )−u0) =C, es una constante. Evaluando
en ξ = 0 obtenemos C = 0, y por ende,

f (v(ξ ))− f (u0) = λp(v(ξ ))(v(ξ ))−u0).

De este modo Sp(u0) coincide con v(ξ ) y además la velocidad de conexión es

σ(u0,v(ξ )) = λp(v(ξ )).

Finalmente, dado que λp(v(ξ )) es un p-invariante de Riemann local (observación 4.14 (b)),
dicha velocidad es constante,

λp(v(ξ )) = σ(u0,v(ξ ))≡ λp(u0).

De hecho, todo p-invariante de Riemann es constante a lo largo de la curva de Hugoniot. De
este modo hemos probado el siguiente

Lema 4.36. Si el p-campo caracterı́stico es linealmente degenerado entonces el conjunto
(local) de Hugoniot Sp(u0) es la curva integral del campo rp y, además,

σ(u0,Ψp(ε)) = λ (Ψp(ε)) = λp(u0), (4.68)

para todo ε ∼ 0. También se tiene que para cualquier p-invariante local de Riemann w,

w(Ψp(ε)) = w(u0), ε ∼ 0.

En el caso en el que el p-campo caracterı́stico es linealmente degenerado, y uR ∈Sp(uL)
ó uL ∈Sp(uR), la solución débil de (4.1) de la forma

u(x, t) =

{
uL, x < λ̄pt,
uR, x > λ̄pt,

(4.69)

donde λ̄p := λp(uL) = λp(uR), se denomina una discontinuidad de contacto. Nótese que
(4.69) es una onda discontinua pero con la misma velocidad caracterı́stica de ambos lados
de la discontinuidad.
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4.3.4. Ejemplos

4.4. Condiciones de entropı́a

4.4.1. La condición de entropı́a de Lax y el teorema de representación

Definición 4.37 (Condiciones de entropı́a de Lax). Se dice que una discontinuidad satisface
las condiciones de entropı́a de Lax si existe un ı́ndice p = 1, . . . ,n, tal que se cumplen las
desigualdades

λp(uR)< s < λp+1(uR),

λp−1(uL)< s < λp(uL),
(4.70)

en el caso en el que el p-campo caracterı́stico es genuinamente nolineal, o bien tal que se
cumple

λp(uL) = s = λp(uR), (4.71)

si el p-campo caracterı́stico es linealmente degenerado.

4.4.2. La E-condición de Liu

4.4.3. El criterio del perfil viscoso

4.5. El problema de Riemann

En esta sección consideramos el problema de Riemann para un sistema de leyes de con-
servación (4.1) en una dimensión, con condición inicial

u(x,0) =

{
uL, x < 0,
uR, x > 0.

(4.72)

A lo largo de esta sección supondremos que

0 < |uR−uL|=: ε0� 1,

es suficientemente pequeño. Ası́, por los teoremas 4.12 y 4.34, si el p-campo es genuinamente
nolineal y uL ∈Ω tenemos curvas de estados en Ω parametrizadas por ε , es decir,

Rp(uL) = {Φp(ε) : |ε|< ε1},
Sp(uL) = {Ψp(ε) : |ε|< ε2},

(4.73)

que denotan los posibles estados uR que pueden ser conectados con uL mediante una p-onda
de rarefacción o una p-onda de choque, respectivamente. Notamos que Φp(ε) y Ψp(ε) son
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tangentes en ε = 0. Definimos la función

Tp(ε;uL) :=

{
Φp(ε), ε ≥ 0,
Ψp(ε), ε ≤ 0,

(4.74)

para cada p = 1, . . . ,n. Notamos que cada Tp es de clase C2 para ε ∼ 0. De este modo, el
conjunto

{Tp(ε;uL) : ε ∼ 0} ⊂Ω ,

representa a los estados en Ω vecinos a uL que pueden conectarse con uL mediente una p-onda
de rarefacción por la derecha o mediante una p-onda de choque que satisface las condiciones
de entropı́a de Lax.

Análogamente, si el campo p es linealmente degenerado, se define

Tp(ε;uL) :=Ψp(ε), (4.75)

para ε ∼ 0, representando los estados en Ω vecinos a uL que se conectan con uL mediante
una discontinuidad de contacto.

4.5.1. El teorema de Lax

El siguiente teorema debido a Lax garantiza la existencia y unicidad de la solución entrópi-
ca (en el sentido de las desigualdades de entropı́a de Lax) al problema de Riemann, si supone-
mos que los campos caracterı́sticos son genuinamente nolineales o linealmente degenerados
en todo Ω .

Teorema 4.38. Supóngase que para todo 1 ≤ p ≤ n, el p-campo caracterı́stico es genuina-
mente nolineal o linealmente degenerado en Ω . Entonces, para todo uL ∈ Ω existe una ve-
cindad O ⊂Ω de uL con la siguiente propiedad: si uR ∈O entonces el problema de Riemann
(4.1) y (4.72) tiene una única solución débil que consiste de, a lo más, n+ 1 estados sepa-
rados por ondas de rarefacción, ondas de choque admisibles (que satisfacen las condiciones
de entropı́a de Lax), o discontinuidades de contacto.

Demostración. Sea uL ∈Ω . Definimos

ε̄ := (ε1, . . . ,εn)
> ∈ Rn

y consideramos el mapeo

T : N (0)→Ω , T (ε̄) := Tn(εn;Tn−1(εn−1; . . . ;T1(ε1,uL) . . .)),

donde N (0) es una vecindad en Rn de ε̄ ∼ 0, y donde cada Tp, con 1≤ p≤ n, está definido
por (4.74) o (4.75), dependiendo de si el p-campo es genuinamente nolineal o linealmente
degenerado, respectivamente. Queremos resolver la ecuación

T (ε̄) = uR, (4.76)
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para uR en una vecindad de uL. Notamos que el mapeo T es de clase C2 en N (0), ya que
cada Tp es de clase C2, 1≤ p≤ n. También observamos que

T (0) = Tn(0;Tn−1(0; . . . ,T1(0;uL), . . .)) = uL.

Por ser de clase C2, podemos expandir cada Tp en serie de Taylor de la forma

Tp(εp;u) = u+ εprp(u)+O(ε2
p).

En consecuencia tenemos que

T2(ε2;T1(ε1;uL)) = T1(ε1;uL)+ ε2r2(T1(ε1;uL))+O(ε2
2 )

= uL + ε1r1(uL)+O(ε2
1 )+ ε2r2(uL + ε1r1(uL)+O(ε2

1 ))+O(ε2
2 )

= uL + ε1r1(uL)+ ε2r2(uL)+O(ε2
1 + ε

2
2 ).

Argumentando por inducción obtenemos la expansión en serie de Taylor

T (ε̄) = uL +
n

∑
p=1

εprp(uL)+O(|ε̄|2), (4.77)

por lo que la derivada de T en ε̄ = 0 está definida por

DT (0)η =
n

∑
p=1

ηprp(uL), para todo η ∈ Rn.

Equivalentemente,

DT (0) =

r1(uL)
...

rn(uL)

 ∈ Rn×n,

la cual es una matriz invertible. Por el teorema de la función inversa existe una vecindad
O ⊂Ω de uL tal que, para toda uR ∈ O , la ecuación (4.76) tiene una única solución

ε̄(uR) =

ε1
...

εn

(uR) := T−1(uR).

De esta forma obtenemos una solución u que consiste en n+1 estados constantes, dados
por
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u0 = uL,

u1 = T1(ε1(uR);uL),

...
up = Tp(εp(uR;up−1),

...
un−1 = Tn−1/εn−1(uR);un−2),

un = Tn(εn(uR);un−1),

separados por p-ondas que pueden ser, ondas de rarefacción, discontinuidades de contacto, ú
ondas de choque que satisfacen las condiciones de entropı́a de Lax. A cada εp se le denomina
la amplitud de la p-onda. ut

4.5.2. El problema de Riemann para el sistema p

Ejercicios

4.1. La ecuación de onda. El paradigma de una ecuación hiperbólica en una dimensión es la
ecuación de onda,

utt = c2uxx, x ∈ R, (4.78)

con datos iniciales u(x,0) = u0(x), ut(x,0) = u1(x). La velocidad de la onda es c > 0. Ha-
ciendo el cambio de variables v = ux y w = ut , la ecuación (4.78) es equivalente al siguiente
sistema lineal con coeficientes constantes(

v
w

)
t
=

(
0 −1
−c2 0

)(
v
w

)
x
=: A

(
v
w

)
x
. (4.79)

Demuestre que los valores propios de la matriz A son λ1 =−c < λ2 = c y encuentre una base
de vectores propios de modo que el sistema se desacopla y tiene como soluciones

v(x, t) = 1
2

(
u′0(x+ ct)+ c−1u1(x+ ct)+u′0(x− ct)− c−1u1(x− ct)

)
,

w(x, t) = 1
2

(
cu′0(x+ ct)+u1(x+ ct)− cu′0(x− ct)+u1(x− ct)

)
.

Encuentre la expresión para u(x, t).

4.2. Encuentre la solución a las ecuaciones de agua poco profunda linealizadas en una di-
mensión, (

η

v

)
t
+

(
η̄ v̄
v̄ 1

)(
η

v

)
x
= 0, (4.80)
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donde v̄ y η̄ > 0 son constantes, con datos iniciales arbitrarios, v(x,0) = v0(x) y η(x,0) =
η0(x) dados. Resuelva el problema de Riemann asociado al sistema (4.80) con datos iniciales

(η0,v0)
>(x) =

{
(1,0)>, x < 0,
(0,1)>, x > 0.

4.3. Sea u una solución de clase C1 del sistema de leyes de conservación (4.1). Sea Φ : Ω →
Ω un difeomorfismo suave, es decir, una transformación inyectiva, sobre y con derivadas
continuas. Entonces w := Φ(u) satisface el sistema cuasilineal

wt + Ã(w)wx = 0, (4.81)

donde
Ã(w) = DΦ(w)D f (Φ(w))DΦ

−1(w).

Pruebe que el p-campo caracterı́stico de (4.1), con 1 ≤ p ≤ n, es genuinamente nolineal
(respectivamente, linealmente degenerado) si y sólo si el p-campo caracterı́stico del sistema
(4.81) es genuinamente nolineal (respectivamente, linealmente degenerado).

4.4. Considere un sistema estrictamente hiperbólico de la forma

ut + f (u)x = 0,

con un valor propio λp(u), para cierto 1≤ p≤ n, y suponga que el p-campo caracterı́stico es
linealmente degenerado. Considere el siguiente sistema aumentado

ut + f (u)x = 0,
vt +(λp(u)v)x = 0.

Demuestre que el nuevo sistema para las variables (u,v)> ∈ Rn×R es hiperbólico con exac-
tamente las mismas velocidades caracterı́sticas que el sistema original, pero con la multipli-
cidad de λp(u) aumentada en uno.

4.5. Para u ∈ R, u 6= 0, sea la matriz

A(u) := exp(−1/u2)

(
cos(2/u) sin(2/u)
sin(2/u) −cos(2/u)

)
,

y definamos A(0) := 0. Pruebe que A es de clase C∞ como función de u y que tiene valores
propios reales, pero que, sin embargo, no es posible hallar una base de vectores propios
unitarios {r1(u),r2(u)} que dependa continuamente de u cerca de u = 0. Discuta qué sucede
con los espacios propios cuando u→ 0.

4.6. Demuestre el lema 4.10.

4.7. Demuestre que todo sistema de dos leyes de conservación (n = 2) está dotado de un
sistema completo de invariantes de Riemann.

4.8. Describa el conjunto de Hugoniot local Sp(u0) para un sistema lineal.
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4.9. Describa el conjunto de Hugoniot local Sp(v0,w0) para el siguiente sistema de ecuacio-
nes desacopladas

vt +g(v)x = 0,
wt +h(w)x = 0.

Nota bibliográfica
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Capı́tulo 5
El problema de Riemann en dinámica de gases

5.1. El problema de Riemann para un gas ideal en el caso isentrópico

5.2. Desigualdades de entropı́a

5.3. Estudio de los campos caracterı́sticos

5.4. Solución numérica

Nota bibliográfica
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Capı́tulo 6
El esquema de Glimm∗

6.1. Descripción del esquema

6.2. La estimación de interacción

6.3. Aproximación en diferencias

6.4. Convergencia

Nota bibliográfica

El artı́culo original de Glimm [81] contiene el primer resultado de existencia y unicidad
de la solución entrópica para sistemas. El presente capı́tulo está basado en la descripción del
esquema de Glimm que se encuentra en el libro Smoller [213]. Una versión determinista se
debe a T.-P- Liu [147], la cual es descrita también en el quinto capı́tulo del libro de Serre
[197].

∗ Omitir durante una primera lectura.
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Capı́tulo 7
Perfiles viscosos para ondas de choque

Este capı́tulo contiene una introducción a la teorı́a de existencia y estabilidad de perfiles
viscosos para ondas de choque. La primera sección estudia perfiles viscosos para una ecua-
ción escalar. En particular se analiza el caso de la ecuación de Burgers y la familia de perfiles
viscosos de Burgers. Asimismo se discute la existencia del perfil viscoso para el caso escalar
general. La sección 7.2 contiene una prueba de la estabilidad nolineal de los perfiles viscosos
escalares basada en el método de energı́a. A pesar de que existen resultados de estabilidad
más completos para el caso escalar1 el método de energı́a es extrapolable al caso de siste-
mas y sirve de preparación previa. La estructura y existencia de perfiles de ondas de choque
de amplitud pequeña se puede estudiar mediante una proyección nolineal sobre una varie-
dad central. La sección 7.3 contiene los detalles de la construcción de los perfiles viscosos,
tanto para tensores de difusión estrictamente parabólicos, como para tensores parcialmente
parabólicos (viscosidad real). La sección 7.3.4 contiene la prueba de existencia del perfil vis-
coso de amplitud arbitraria para las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles. Este resultado
es de gran importancia teórica y se debe a Gilbarg [80].

1 Véase, por ejemplo, el trabajo de Sattinger [192, 193].

191
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7.1. Perfiles viscosos escalares

7.1.1. La ecuación de Burgers

7.1.2. Existencia

7.2. Estabilidad en el caso escalar

7.2.1. El problema perturbado

7.2.2. La estimación básica de energı́a

7.2.3. Estimación de orden alto

7.3. Perfiles viscosos para sistemas

7.3.1. Construcción de Koppell y Howard

7.3.2. Criterio de admisibilidad de Majda-Pego

7.3.3. Construcción de Pego para viscosidad real

7.3.4. Perfiles de amplitud arbitraria en dinámica de gases

7.4. Estabilidad de perfiles para sistemas

7.4.1. El método de diagonalización de Goodman

7.4.2. Panorámica del teorema de Liu: ondas de difusión

7.4.3. Introducción a los métodos de la función de Evans

Nota bibliográfica

La primera construcción de un perfil viscoso con amplitud pequeña mediante la aplicación
del teorema de variedad central apareció en el trabajo de Kopell y Howard [113], para el caso
de viscosidad idéntica. Injustamente, esta contribución se menciona poco en la literatura y se
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atribuye usualmente a Majda y Pego [163] la prueba de la existencia de perfiles. Éstos últimos
caracterizaron a los posibles tensores de viscosidad, estrictamente parabólicos, que admiten
la construcción de Koppell y Howard. Posteriormente Pego [179] extendió dicho criterio de
admisibilidad al caso de sistemas con viscosidad real, es decir, con tensor de viscosidad no es-
trictamente parabólico. Notablemente, Pego hizo uso de la condición de Kawashima-Shizuta
[108, 206], la cual todavı́a no habı́a sido formulada por Kawashima en su tesis doctoral [107].
Para una descripción detallada de la demostración de la existencia de un perfil viscoso de am-
plitud arbitraria para las ecuaciones de Navier-Stokes debida a Gilbarg [80], recomiendo al
lector consultar la tesis de F. Ángeles [8].
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Apéndice A
Elementos de Análisis Real

En esta sección recolectamos algunos resultados básicos de Análisis Real que son utiliza-
dos durante la exposición del material.

A.1. Teoremas elementales de cálculo

Teorema A.1 (Teorema de localización). Sea F un campo escalar o vectorial, continuo, en
un conjunto abierto Ω ⊂Rd . Si para cualquier bola abierta B contenida en Ω se cumple que∫

B
F(x)dx = 0, (A.1)

entonces F ≡ 0 en Ω .

Demostración. Sea x0 ∈Ω . Para cada ε > 0 tal que Bε(x0)⊂Ω definimos

Iε =

∣∣∣∣F(x0)−
1

Vol(Bε(x0))

∫
Bε (x0)

F(x)dx
∣∣∣∣ .

Por lo tanto

0≤ Iε ≤
1

Vol(Bε(x0))

∫
Bε (x0)

|F(x0)−F(x)|dx≤ sup
x∈Bε (x0)

|F(x0)−F(x)|.

Por continuidad de F , concluimos que lı́mε→0+ Iε = 0, y por lo tanto, para cada x0 ∈Ω

F(x0) = lı́m
ε→0+

1
Vol(Bε(x0))

∫
Bε (x0)

F(x)dx.

Sea x0 ∈Ω arbitrario; por la propiedad (A.1) de F se obtiene que F(x0) = 0. ut

195
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A.2. Teoremas de convergencia

A continuación se presentan algunos resultados útiles de convergencia de funciones. Como
referencia, el lector puede consultar los textos clásicos de Rudin [190] y Bartle [12], ası́ como
el conciso (y útil) apéndice del libro de Evans [56].

Comenzamos recordando los teoremas básicos de análisis real.

Teorema A.2 (Convergencia dominada de Lebesgue). Asumamos que las funciones fn son
integrables y que fn → f c.d.s. cuando n→ +∞. Supongamos también que | fn| ≤ g para
cierta función integrable g. Entonces f es integrable y∫

f dµ = lı́m
∫

fn dµ

Lema A.3. Supongamos que {uε}ε≥0 ⊂ Ω ⊆ Rn es una sucesión de funciones uε : Rd → Ω

uniformemente acotada
‖uε‖∞ ≤C,

con C > 0, y para toda ε > 0. Supongamos que uε → u c.d.s. cuando ε→ 0+. Entonces para
toda función continua G : Ω → Rp, se tiene que G(uε)→ G(u) en sentido de distribuciones,
es decir, para toda φ ∈C∞

0 (Rd ;Rp),∫
Rd

φ ·G(uε)dx−→
∫
Rd

φ ·G(u)dx,

cuando ε → 0+.

Demostración. Definimos gε := φ ·G(uε), para cada ε > 0. Por continuidad, claramente gε→
φ ·G(u) cuando ε → 0+. También por continuidad y uε acotada uniformemente para toda ε ,
tenemos que

g := sup |gε | ≤C,

con C > 0, cota uniforme en ε y en x ∈ Rd . Dado que φ tiene soporte compacto, gε tiene
soporte compacto. g es integrable, ya que,∫

g =
∫

sup |φ ·G(uε)| ≤M
∫

suppφ

dx <+∞.

Ası́, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue∫
gε −→

∫
lı́mgε =

∫
φ ·G(u),

cuando ε → 0+. ut
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A.2.1. El alisador de Friedrichs.

Vamos a enunciar algunas propiedades del alisador de Friedrichs. El lector puede consul-
tar, por ejemplo, el apéndice en el libro de Evans [56].

Definición A.4. (Alisador de Friedrichs)

(i) Definimos la función

η(x) :=

{
C exp

(
1

x2−1

)
; si |x|< 1,

0; si |x| ≥ 1,
(A.2)

donde C es una constante tal que
∫ +∞

−∞
η dx = 1. La función η es de clase C∞.

(ii) Para cada ε > 0 definimos

ηε(x) :=
1
ε

η(x/ε). (A.3)

ηε es conocido como el alisador de Friedrichs. Claramente tenemos que ηε ∈ C∞,∫ +∞

−∞
ηε dx = 1 y suppηε ⊂ (−ε,ε), para toda ε > 0.

(iii) Para cada función g integrable en Ω ⊆ R, definimos el alisamiento de g como

gε(x) := (ηε ∗g)(x) =
∫

Ω

ηε(x− y)g(y)dy, (A.4)

definida en x∈Ωε := {x∈Ω : dist (x,∂Ω)> ε}. Haciendo un cambio de variables y dado
que suppηε ⊂ (−ε,ε), tenemos,

gε(x) =
∫
(−ε,ε)

ηε(y)g(x− y)dy.

La siguiente Proposición resume las propiedades básicas más importantes del alisador de
Friedrichs. La prueba es elemental y se puede encontrar en [56], pg. 630.

Proposición A.5. El alisamiento de una función g integrable en Ω ⊆ R satisface:

(a) gε es de clase C∞ para todo ε > 0.
(b) gε → g, c.d.s. en Ω , cuando ε → 0+.
(c) Si g es continua en Ω , entonces gε → g uniformemente en compactos de Ω cuando

ε → 0+.
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A.3. Funciones convexas

A.3.1. Propiedades básicas

A.3.2. La transformada de Legendre

Sea f : R→ R una función de clase C2 que satisface

f ′′(u)≥ 1/C > 0, para toda u ∈ R, (A.5)

lı́m
u→±∞

f ′(u) =±∞, (A.6)

Es decir, f es estrictamente convexa en todo R y su derivada a := f ′ : R→ R, es invertible.

Definición A.6. Si f satisface (A.5) y (A.6), definimos la transformada de Legendre de f
como

f ∗(v) := máx
u∈R

(uv− f (u)), v ∈ R. (A.7)

Observación A.7. (a) Notamos que f ∗ está bien definida. Para cada número real v ∈ R fijo,
existe un único u∗ ∈ R tal que v = f ′(u∗) = a(u∗), ya que a = f ′ es inyectiva y sobre. De
este modo la función ψv(u) = uv− f (u) tiene un máximo único en u = u∗, en vista de que
ψ ′v(u∗) = 0 y ψ ′′v (u∗) =− f ′′(u∗)< 0. Ası́, f ∗(v) = u∗v− f (u∗). Denotamos a la inversa de a
como g = a−1. De esta manera obtenemos, u∗ = g(v). Por ende, para toda v ∈ R, f ∗(v) está
determinada por

f ∗(v) = vg(v)− f (g(v)). (A.8)

(b) Diferenciando (A.8),

d f ∗

dv
= vg′(v)+g(v)−a(g(v))g′(v) = g(v), (A.9)

por lo cual,
d2 f ∗

dv2 = g′(v) =
1

a′(g(v))
=

1
f ′′(g(v))

> 0,

esto es, f ∗ también es estrictamente convexa y de clase C2.

Mas aún, bajo estas hipótesis tenemos el siguiente

Lema A.8. Si f : R→ R es de clase C2 y satisface (A.5) y (A.6), entonces ( f ∗)∗ = f .

Demostración. Por definición de la transformada de Legendre,

f ∗(v) = máx
u∈R

(uv− f (u))≥ uv− f (u),

para toda u∈R, es decir, f (u)+ f ∗(v)≥ uv, para todo u∈R, v∈R. De este modo obtenemos

f (u)≥ sup
v∈R

(uv− f ∗(v)). (A.10)
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Por otro lado,

sup
w∈R

(uw− f ∗(w)) = sup
w∈R

(
uw− sup

v∈R
(wv− f (v))

)
= sup

w∈R

(
ı́nf
v∈R

(w(u− v)+ f (v))
)
.

Dado que f es estrictamente convexa y de clase C2 sabemos que f (v)+ f ′(u)(u− v)≥ f (u)
para todo par v,u ∈ R. Por lo tanto, tomando w = f ′(u), obtenemos

sup
w∈R

(uw− f ∗(w))≥ ı́nf
v∈R

( f ′(u)(u− v)+ f (v))≥ f (u).

Combinando con (A.10) concluimos que

sup
w∈R

(uw− f ∗(w)) = máx
w∈R

(uw− f ∗(w)) = ( f ∗)∗(u) = f (u),

para toda u ∈ R. ut

A.3.3. Interpolación lineal

El siguiente lema garantiza que podemos interpolar linealmente toda función convexa de-
finida en un intervalo acotado, en una partición suficientemente fina.

Lema A.9. Sea f : [a,b]→ R una función estrictamente convexa, definida en un intervalo
compacto [a,b]. Enconces para cada α > 0 existe fα convexa tal que

(a) f (u)≤ fα(u)≤ f (u)+α , para toda u ∈ [a,b],
(b) Cada fα tiene la forma

fα = b0 +b1u+
M

∑
j=1

a j|u− k j|, (A.11)

donde α = O(1/M), M ∈ Z+, k j ∈ [a,b], y b0,b1,a j son constantes, con a j > 0. Más aún,
fα converge uniformemente a f en [a,b] cuando α → 0+ (es decir, cuando M→+∞).

Demostración. Véase [189]. ut

A.4. Funciones de variación acotada

A.4.1. Definición y propiedades

Sea I ⊆ R un intervalo (posiblemente no acotado) y sea v : I→ R. La variación total de v
en I se define como
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T.V.(v; I) := sup
J

N

∑
j=1
|v(x j)− v(x j−1)|, (A.12)

donde el supremo se calcula sobre el conjunto J de todas las particiones finitas de puntos
en I, tales que x0 < .. . < xN , x j ∈ I. Cuando no hay ambigüedad sobre el intervalo I, (A.12)
se denota simplemente como T.V.(v). El conjunto de las funciones de variación acotada en I
se denota como BV(I;Rn), de modo que

v ∈ BV(I;Rn) ⇐⇒ T.V.(v; I)<+∞.

Cuando n = 1 e I = R el espacio se denota simplemente como BV(R). A continuación pre-
sentamos algunas propiedades básicas de las funciones de variación acotada.

Lema A.10. BV(I;Rn) es un subconjunto de (L1(I))n.

Demostración.

Lema A.11. Sean −∞ < a < b <+∞. Si v ∈ BV((a,b);R) entonces para cada x ∈ (a,b) los
lı́mites

v(x+) = lı́m
y→x+

v(y), v(x−) = lı́m
y→x−

v(y),

existen. Mas aún, v tiene, a lo más, un conjunto numerable de puntos de discontinuidad en
(a,b).

Demostración.

Proposición A.12. Si v ∈ BV(R) y h > 0 entonces∫
R
|v(x+h)− v(x)|dx ≤ hT.V.(v;R). (A.13)

Demostración. Por propiedades del espacio BV(R) tenemos que∫
R
|v(x+h)− v(x)|dx = ∑

k∈Z

∫ (k+1)h

kh
|v(x+h)− v(x)|dx

=
∫ h

0
∑
k∈Z
|v(y+(k+1)h)− v(y+ kh)|dy

≤
∫ h

0
T.V.(v;R)dy = hT.V.(v;R).

ut

A.4.2. El principio de Helly

El siguiente teorema (conocido también como principio de selección de Helly) representa
una propiedad de compacidad de las funciones de variación acotada, la cual es fundamental
para demostrar la existencia de soluciones débiles para sistemas de leyes de conservación.
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Teorema A.13 (Helly). Sea una sucesión de funciones vm : R→ Rn tales que

T.V.(vm)≤C, |vm(x)| ≤M,

para todo m ∈ N, x ∈ R, y para ciertas constantes uniformes C,M > 0. Entonces existe una
subsucesión vm y una función v ∈ BV(R) tales que

lı́m
m→+∞

vm(x) = v(x), x ∈ R,

T.V.(u)≤C, |v(x)| ≤M,

para todo x ∈ R.

Demostración. Para cada m ∈ N, x ∈ R, se define Vm(x) como la variación total de vm en
I = (−∞,x], Vm(x) := T.V.(vm;(−∞,x]), es decir,

Vm(x) := sup
{ N

∑
j=1
|vm(x j)− vm(x j−1)| : N ≥ 1,x0 < x1 < .. . < xN = x

}
.

Cada Vm es no decreciente y satisface 0≤Vm(x)≤C para todo x ∈ R, y

|vm(x)− vm(y)| ≤Vm(z2)−Vm(z1), z1 ≤ x≤ y≤ z2.

Usando el método de diagonalización de Cantor, es posible construir una subsucesión Vm
que tiene un lı́mite en cada número racional, lı́mm→+∞ Vm(x) =V (x), con x ∈Q.
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Apéndice B
Elementos de Teorı́a de Probabilidad
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Apéndice C
El teorema de variedad central
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idéntica, 59
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