Ramoén G. Plaza

Sistemas Hiperbolicos de Leyes de
Conservacion

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



Preliminary version — 20 de marzo de 2020



A Paulina

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



Preliminary version — 20 de marzo de 2020



Prefacio

Este libro tiene su origen en el curso “Sistemas Hiperbdlicos de Leyes de Conserva-
cién” que he impartido en el Posgrado en Ciencias Matematicas de la Universidad Nacional
Auténoma de México en diversas ocasiones en los ultimos diez afios. El objetivo del curso
es introducir al estudiante a temas de investigacidn relacionados con sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden en forma de divergencia conocidos como sistemas
hiperbdlicos de leyes de conservacion. Este libro constituye una guia para ello. Diversos mo-
delos matemadticos en las ciencias naturales (en particular, en mecanica de medios continuos)
estan descritos por sistemas de este tipo. Su estudio constituye una rama importante del andli-
sis matematico y de la teoria de ecuaciones diferenciales, con diversas aplicaciones en fisica,
quimica y biologia, entre otras disciplinas.

Una de las razones por la que decidi escribir un libro introductorio sobre el tema es la
ausencia de un texto en castellano con los aspectos basicos de la teoria de leyes de conser-
vacion. Los libros y series de notas que estudian sistemas de leyes de conservacién son, o
bien muy técnicos (dirigidos a especialistas), o se reducen, en su defecto, a breves secciones
en textos dedicados la teoria general de ecuaciones diferenciales parciales. Mi intencién es
subsanar esta omision y establecer un puente entre los libros de ecuaciones en derivadas par-
ciales y los textos avanzados, a través de una introduccion a la teoria a un nivel accesible para
el estudiante de posgrado o avanzado de las licenciaturas de fisica, matematicas e ingenieria.

Este libro contiene una introduccién rigurosa a la teoria matemadtica de sistemas hiperboli-
cos de leyes de conservacion y de sus propiedades mds importantes, entre las cuales destacan
la formacién de discontinuidades (ondas de choque), existencia y unicidad de soluciones
entrépicas, y la propagacion de ondas con datos iniciales discontinuos. Para cumplir con este
objetivo, es necesario estudiar un heterogéneo conjunto de temas, que van desde el anélisis
funcional abstracto hasta la termodindmica de fluidos compresibles, pasando por la teoria de
ecuaciones diferenciales parciales, sistemas dindmicos y dlgebra lineal.

Como es habitual, el contenido de un libro refleja tanto las inclinaciones como las limi-
taciones de su autor. En este caso, algunos temas se mencionan sélo tangencialmente o bien
son omitidos en su totalidad. Por ejemplo, no hago mencién alguna de los métodos numéri-
cos para leyes de conservacion. Afortunadamente existen excelentes textos sobre el tema (cf.
[85, 114, 138, 139, 220]).

VII
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Notacion

Lista de acrénimos, simbolos y notacién usada en el texto.

AT

A*

g*
CK(X;Y)

Cy(X:Y)
c.d.s.

5

A

kerA
Z(A)
20

o(g)

0(g)

90

Q

Rn

”x,-, ax,-u
wmp HS

Transpuesta de la matriz (o vector) A

Conjugada transpuesta de la matriz (o vector) A

Adjunto formal del operador £ : X — Y

Espacio de funciones k-diferenciables en el espacio de Banach X que toma
valores en el espacio de Banach Y

Espacio de funciones k-diferenciables con soporte compacto en X

Acrénimo de “casi donde sea”

Delta de Kronecker con indices j, k € N

Operador de Laplace A = Y 9?

Nucleo de la matriz (u operador) A

Rango de la matriz (u operador) A

Frontera del conjunto €2

Espacio de funciones medibles tales que [ |f|Pdu < +oo
f =o0(g) cuando x — xg si lim,_,, | f(x)|/|g(x)] =0
f=0(g) cuando x — xg si | f| < C|g| para x ~ xo
Interior del conjunto 2

Cerradura del conjunto £2

Espacio euclideano de dimension n

Derivada parcial du/dx;

Espacios de Sobolev

XIIT
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Capitulo 1
Introduccion

Coming soon...!
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Capitulo 2
Generalidades

En este capitulo se discuten los aspectos bésicos de sistemas hiperbélicos de leyes de con-
servacion. En la seccién 2.1 se derivan las ecuaciones de campo resultantes a partir de un
principio de balance generalizado en forma integral. Algunos ejemplos, tales como las ecua-
ciones de Euler para la dindmica de fluidos compresibles, sistemas en teoria de elasticidad,
y modelos de tréfico, entre otros, se presentan en la seccién 2.2. En la seccién 2.3 se discu-
te el fenomeno de conveccién nolineal, que consiste en que soluciones clasicas a este tipo
de sistemas nolineales pueden dejar de existir en un tiempo finito (llamado también tiem-
po de rompimiento), a partir del cual se pueden formar singularidades. Por simplicidad, este
fendmeno se explicard en términos de un ejemplo concreto. Motivados por esta pérdida de
regularidad, en la seccién 2.4 se introduce el concepto de solucion débil, el cual extiende
la nocién de solucién clasica a una clase mas amplia de soluciones que admiten disconti-
nuidades. También se deducen las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot, las cuales son
condiciones necesarias para soluciones débiles en una posible discontinuidad. Asimismo, se
discuten las limitaciones de la definicién de solucién débil en términos de su pérdida de uni-
cidad. En la seccién 2.5 se definen las nociones de hiperbolicidad y simetrizabilidad de un
sistema, asi como la relacion entre ambos conceptos. En vista de la pérdida de unicidad de so-
luciones débiles, en la seccidn 2.6 se introduce un concepto fundamental en la teoria de leyes
de conservacién que es el de par de entropia. Se explica la desigualdad de entropia en sentido
distribucional y se revisa la relacion entre la existencia de una funcién de entropia estricta-
mente convexa y la simetrizabilidad del sistema. En la seccion 2.7 se discute el método de
aproximacion viscosa de soluciones discontinuas mediante la incorporacion de términos de
segundo orden, que llamaremos viscosos o de difusion. Estos sistemas pertenecen a la clase
de Kawashima-Shizuta [108, 206], la cual incluye a las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido compresible. Finalmente, se hace notar también que si existe un limite de las solucio-
nes al sistema viscoso cuando el coeficiente de viscosidad tiende a cero, entonces éste €s una
solucién débil al sistema de leyes de conservacion que satisface la desigualdad de entropia en
sentido distribucional.
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4 2 Generalidades

2.1. Leyes de conservacion y leyes de balance

El espacio fisico serd denotado por las variables x € RY, x = (xq,...,x4), con d > 1.
En aplicaciones a la fisica de medios continuos, generalmente d = 1,2 6 3. Adicionalmente
consideraremos la variable independiente ¢ € [0, 40), en virtud de que nos interesa modelar
fenémenos dindmicos que evolucionan con respecto a un parametro homogéneo que aso-
ciamos al tiempo. De este modo, el espacio-tiempo (o espacio ambiente) donde ocurren los
fenémenos estard denotado por las variables (x,7) € RY x [0, 4-0).

Una ley de conservacion o ley de balance se expresa en términos de n cantidades extensi-
vas conservadas, denominadas variables de estado, y se postula en funcién del balance entre
la produccién de dichas cantidades en un subdominio arbitrario del espacio fisico, y del flujo
de las mismas a través de la frontera del subdominio. Asi, sean uy,...,u,, conn > 1, las den-
sidades (por unidad de volumen) de las variables de estado, funciones de (x,). Denotaremos
al campo vectorial (x,7) — u(x,t) como el vector de densidades de variables de estado,

ui(x,1)
u(x,t) = € R".
up(x,1)

De esta manera, la dimension del espacio de variables de estado es n > 1, mientras que la
dimension del espacio fisico es d > 1. Vamos a suponer que u € 2 C R", donde 2 es un
conjunto abierto de R", conocido como el conjunto de variables de estado del sistema.

Para ilustrar el principio de balance sea D C R“ una region arbitraria del espacio fisico,
acotada y abierta con frontera dD suave y orientable, de manera que el teorema de la diver-
gencia es aplicable. Sea i = (ny,...,ny)" € R%, || = 1, el vector normal a dD que apunta al
exterior de D. La cantidad total de la variable u;, con 1 < k < n, en el volumen D a tiempo
t > 0 estd dada por [, u(x,1)dx. De este modo, el vector,

U(t):/Du(xJ)dx eR",

representa la cantidad total (o “masa”) de las variables de estado en D a tiempo ¢ > 0. La
produccién de las cantidades u en D (o dicho de otra manera, la razén de cambio de U (t))
estd balanceada por el flujo de las mismas a través de la frontera dD, el cual, suponemos,
estd determinado por un campo F : Q CR" — R™4 y s F (u), de la siguiente manera: la
cantidad de la densidad u que fluye a través de un elemento de superficie dS sobre dD cuya
normal exterior va en direccién 7 estd dada por —F (u)AdS de manera que la masa total de las
cantidades conservadas que fluye a través de la frontera es

— / F(u)idsSy.
aD
Para representar la funcién de flujo F escribimos

F(u):= (fl(u), . fd(u)) e R
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2.1 Leyes de conservacion y leyes de balance 5

como una matriz de dimensién n x d que tiene como columnas' a las funciones de flujo
f/(u) e R con j=1,...,d. Vamos a suponer que cada una de las funciones f/: Q — R”
es de clase C2, usualmente nolineal. Adicionalmente suponemos que existe una interac-
cién del sistema con campos externos (por ejemplo, la fuerza de gravedad), cuyas den-
sidades por unidad de volumen se expresan mediante el campo vectorial (x,?) — g(x,7),
g=(g1,--.,82)" € R" En consecuencia, el principio de balance se expresa de la siguiente

forma integral,
d

E/Dudx:f/aDF(u)ﬁde + /Dg(x,t)dx, 2.1

para todo dominio D del espacio fisico arbitrario. Cada k-componente del vector (2.1) expresa
el balance de produccion de la cantidad u; a través de D. En ausencia de campos externos, es
decir, cuando g = 0, obtenemos una ley o principio de conservacion,

d
2 [ ua :—/ F(u)AdsS,. 22
dt/Du X - (u)A 2.2)

Aplicando el teorema de la divergencia, para cada componente 1 < k < n del vector en
(2.1) se cumple que

d d ;
,td:—/ d+/ () ds,
Jymtenar=g Lmart [ ¥onisl
4 fi(u)
:—/ukdx+/div : dx
dt Jp D 4
fk(”)

d d
= m/;;“"d”/z;jzl(f’g(”))xfdx’

es decir,
d
/u,+Zf’(u)xjdx=/g(x,t)dx.
D = D

Dado que la regién D es arbitraria, si suponemos que u y sus derivadas de primer orden
son continuas, por el teorema de localizacién (ver Apéndice A, teorema A.1), obtenemos las
ecuaciones de campo

d
w+ Y ), =g (x1) ERIx[0,400). (2.3)
j=1

Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma (2.3) es conocido como un
sistema de leyes de balance. Notese que se trata de un sistema de primer orden en forma de
divergencia. Asimismo, en ausencia de campos externos, g = 0, obtenemos lo que se conoce

! la componente (i,j) de F(u) estd dada por f/(u). con 1< j<d 1 <i<n Aqui f/(u) =
(@), fil () T € R™.
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6 2 Generalidades

como un sistema de leyes de conservacion:
d .
w+ Y f(u)y; =0, (x,1) € R? x [0, 4-00). (2.4)
j=1

Nuestro objetivo principal es el estudio de las soluciones a sistemas de la forma (2.4).

Observacion 2.1. En principio, el campo g que representa las fuerzas externas puede también
depender del valor de u en cada punto del espacio-tiempo. En este caso definimos

gr(x,1) := hy(x,t,u(x,t)),

paracada 1 <k <n, donde las funciones /; son conocidas. A éstas funciones se les denomina
fuentes del sistema (2.3).

Observacion 2.2. Como el lector ha advertido, una hipétesis fundamental consiste en supo-
ner que el campo de flujo F(u) depende dnicamente de u. Al excluir la dependencia con
respecto al gradiente de u, o a derivadas de orden mads alto, se excluyen efectos dispersivos o
difusivos, entre otros. El resultado es un sistema de ecuaciones de primer orden en forma de
divergencia. El término ley de conservacién (o ley de balance) hace referencia, en eéste caso,
a sistemas en forma de divergencia tinicamente. Cabe sefialar, sin embargo, que el principio
de balance expresado aqui es general y que muchos modelos que incorporan dichos efectos
se pueden derivar aplicando el mismo principio.

2.2. Ejemplos

A continuacién presentaremos algunos modelos que estidn expresados como sistemas de
leyes de conservacion o leyes de balance, los cuales son importantes en mecédnica de medios
continuos.

2.2.1. Ecuaciones de Euler para un fluido compresible

El paradigma de un sistema de leyes de conservacion, conocido como el sistema del ecua-
ciones de Euler, modela la dinamica de un fluido compresible no viscoso que no conduce
calor, y que en coordenadas eulerianas se pueden escribir en la siguiente forma conservativa
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2.2 Ejemplos 7

3
P+ Z (pvj)xj =0, (2.5)
j=1
3
(pvi)l+2(pvivj)XJ+pxi =0, i=1,23, (26)
=1

3

(ple+ %|v|2))t +Y (pvjle+ P +ij)xi =0, 2.7
J=1 '

donde p > 0 es la densidad (por unidad de volumen) de masa del fluido, v = (v{,v2,v3) T € R3
es el campo de velocidades, p es la presion termodindmica, e > 0 es la densidad (por unidad de
masa) de energia interna del fluido, y E := e+ % |v|? es la densidad de energfa total del mismo.
La ecuacion (2.5) representa la ley de conservaciéon de masa, mientras que las ecuaciones
(2.6) corresponden a las leyes de conservacién de momento lineal en las tres direcciones del
espacio fisico. La ecuacion (2.7) expresa conservacion de la energia total.
El sistema de ecuaciones (2.5) - (2.7) se puede escribir en forma abreviada de la siguiente
manera,
p: +div(pv) =0,
(pv)i+div(pv®v)+Vp =0, (2.8)
(ple+3 V%)), +div(p(e+ 3v/*)v+pv) =0,

y estd complementado por una ecuacién de estado para el fluido de la forma,

p=Dp(p;e), (2.9

que determina la presion en términos de las densidades de masa y de energia interna. La forma
de la funcién p se establece mediante observaciones experimentales y debe ser consistente
con las leyes de la termodindmica. La invariancia de las ecuaciones (2.8) bajo traslaciones
galileanas requiere que p no dependa del campo de velocidades (ver [85], capitulo 4).

Observamos que este sistema de ecuaciones tiene la forma de un sistema de leyes de
conservacién (2.4), donde d = 3 es la dimensién del espacio fisico, y n = 5 el nimero de
variables de estado (o cantidades conservadas), las cuales son

p u
pvi us

u= pv2 =:|us GRS,
pv3 77}
ple+ip?))  \us

mientras que las funciones de flujo estan dadas por
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8 2 Generalidades

pvi pv2 pv3
pv%—|—p pviva pvivs
Fu) = pviva pvi+p pvavs
pvivs PV2V3 pvi+p
(ple+ vP) -+ p)vi (ple-t BIv) +p)va (ple+ )+ p)vs
us u3 Uy
(“2)2/141 +p upu3 /U Uiy /uy
= upu3z /uy (u3)?/uy +p usug/u € C*(Q:R>3),
u2u4/u1 u3u4/u1 (u4)2/u1 +p

uputs /uy + (uz/ur)p usus/uy + (uz/uy)p usus/uy + (us/ur)p
donde
p=p (ur,us/uy — 5 (w5 +u5 +u3) /u7) .

El conjunto de variables de estado es

Q={uecR’:u >0, us/ul—%(u%-i-u%%-ui)/u% >0}
= {(p7pv,p(e—|—%|v|2)) ERXR}*xR:p>0,e>0}.

Existe una gran cantidad de referencias sobre las ecuaciones de Euler. Una buena intro-
duccién se puede encontrar en el libro de Courant y Friedrichs [40], asi como en el capitulo
18 del libro de Smoller [213].

Ecuaciones de Euler en una dimension espacial

En este texto prestaremos especial atencion a las ecuaciones de Euler en una dimensién
espacial, las cuales modelan la dindmica de un gas que fluye a través de un tubo y donde la
densidad, la velocidad y la energia son constantes a lo largo de secciones transversales del
mismo. El fenémeno es, por ende, esencialmente unidimensional. Especializando las ecua-
ciones (2.5) - (2.7) a una dimension espacial, que denotaremos por x en la direccién del tubo,
obtenemos el siguiente sistema

P+ (pv)x =0,
(pv)i+ (pv* +p)x =0, (2.10)

(ple+ %vz))t +(ple+2v*)v+pv), = 0.
Claramente, el sistema (2.10) es de la forma conservativa (2.4), donde d = 1 es la dimen-
sion del espacio fisico, y el nimero de cantidades conservadas es n = 3. Aqui el campo de

velocidades es escalar, v € R, que representa la velocidad del gas en cada instante de tiempo
y en cada punto del tubo, en la direccién del mismo. En este caso las variables de estado son

p up
u= pv = |u |,
ple+3v?) u3
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2.2 Ejemplos 9

y tenemos una funcién vectorial de flujo dada por

pv )
flu) = pv2+p = ub/ui+p € CHQ;RY).
ple+3v v+ pv up(u3 +p) /uy

El conjunto de variables de estado es

Q={ueck®: u >0,u3/uy —%u%/u% >0}
={(p,pv,ple+4v*)) €R*: p >0,e >0},

y la ecuacién de estado es nuevamente p = p(p,e).

Notese que el conjunto admisible de estados requiere la condicién p > 0, la cual expresa,
en términos fisicos, que el modelo no contempla la ausencia de materia o de elementos de
fluido, es decir, el vacio.

Ecuaciones de Euler en variables lagrangianas

Al reescribir las ecuaciones de Euler (2.8) en variables lagrangianas obtenemos un sistema
muy complicado y poco aplicable si la dimensién del espacio fisico es d > 2. Por esta razén
nos limitaremos al caso unidimensional d = 1. Usando la ley de conservacién de masa en
(2.10),

P+ (pv)x =0, @.11)

podemos escribir un cambio de coordenadas (x,¢) — (y,f) que depende de la solucién. En
efecto, la ecuacién (2.11) implica que la forma diferencial dy = p dx — pvdt es exacta. Asi,
podemos definir la variable lagrangiana y(x,t) = [~ p(&,7)d€ de manera Gnica (médulo una
constante), de tal forma que y, = p y y; = —pv. Definiendo el volumen especifico del gas
como 7 := 1/p, para p > 0, y aplicando el cambio de variables, la ley de conservacién de
masa (2.11) se transforma en

a,’L' = ayv.

De este modo, tras aplicar el cambio de variables, para cada ley de conservacion en variables
eulerianas de la forma d;u; + d, f; = 0, obtenemos

9 (tu;) + 9y (fi — vu;) = 0.

Tomando u; = pv y f; = pv> + p, la ecuacién de conservacién de momento en (2.10) se
transforma en
dv+dyp=0.

Andlogamente, tomando u; = pe + % pvy fi = (pe+ % pv? + p)v en la ecuacién de conser-
vacion de energia en (2.10), obtenemos

d(e+ v +9y(vp) =0.
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10 2 Generalidades

En resumen, y reetiquetando la variable lagrangiana y por x por simplicidad en la notacién,
obtenemos el sistema de ecuaciones de Euler en forma lagrangiana

T — Vy = O7
vi+py=0, (2.12)
(e+ %vz)t +(vp)x =0,

donde e + %vz es la densidad de energfa total, y la ecuacion de estado se puede reescribir en
términos del volumen especifico de la siguiente forma

p=p(t,e):=p(l/7,e),

donde p es la funcién dada en (2.9). Naturalmente, el sistema (2.12) estd escrito en forma
conservativa, donde las variables de estado y la funcién de flujo son

u=(tvet )T €R oy, fu) = (—vp(t.e),vp(T,e))" € CH(QRY),
respectivamente, y el conjunto admisible de variables de estado es

Q={(t,ve+ ) eR: 1>0,¢>0}.

Observacién 2.3. El jacobiano de la transformacioén (x,7) — (y,7) es p, el cual es siempre
positivo en . Si p = 0 entonces el cambio de variables no es vilido, y en este caso el
volumen especifico T = p~! se reduce a una masa de Dirac con norma igual a la longitud del
intervalo en donde se presenta el vacio. Las ecuaciones de Euler en formulacién euleriana
(2.8) tampoco estdn bien definidas en el vacio, pues no es posible determinar la velocidad a
partir del momento lineal, que es la variable conservada.

2.2.2. Modelo de trafico

Consideremos una autopista en un solo sentido, sin entradas ni salidas. Sea p = p(x,) la
densidad de autos (nimero de autos por unidad de longitud) al instante # > 0 en la posicién
x € R de la autopista unidimensional. Supongamos que p estd acotado, de modo que

0<p <P,

donde la cota p,, > 0 estd relacionada con el nimero maximo posible de autos en la autopista.
Asimismo, sea u la velocidad de los autos en la autopista. Supongamos que existe un limite
de velocidad u,, > 0. Por conservacién de la cantidad de autos tenemos la siguiente ecuacion,

Pr + (pu)x = Oa
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2.2 Ejemplos 11

que representa la conservacion de “masa” de autos en la autopista, que se desplazan con
velocidad u. Podemos suponer que la velocidad depende de la densidad de autos, siendo ésta
decreciente con respecto a p (los autos van mads lento cuando hay muchos autos). De este
modo podemos proponer una relacién simple del tipo

u(p) =t (1=p/pm),

en la que evidentemente u(0) = u,, y u — 0 cuando p — p,-. El modelo toma la siguiente
forma de una ley de conservacion,

pr+4q(p): =0, (2.13)

con funcién de flujo g dada por

q(p) = pum(L—p/Ppm). (2.14)

Claramente la variable conservada es la densidad de masa de autos p € R, y el conjunto de
variables de estado es simplemente el intervalo Q = [0, p,,] C R. Cabe sefialar que, en rea-
lidad, el nimero total de autos en una autopista es una cantidad discreta, y que este modelo
es una aproximacion continua y aplicable sé6lo cuando el nimero de autos es suficientemente
grande.

Observacion 2.4. Es posible considerar términos difusivos (ver [229], pag. 72), y obtener un
modelo mas preciso que tome en cuenta el hecho de que un conductor frena (o acelera) cuando
éste nota un aumento (o disminucién) en la densidad de autos. De esta manera podemos
suponer que u(p) — u,, (1 — p/pm) tiene signo opuesto a p,. Asi, proponemos

u(p) = um (1 —p/pm) — €px,

donde el coeficiente 0 < € < 1 es pequefio. De esta manera, llegamos a la ecuacién

P +q(p)x = €(PP)x, (2.15)

donde la funcién de flujo g(p) también estd dada por (2.14). Esta ecuacién constituye una
regularizacién de segundo orden a la ley de conservacién. Notemos que la ecuacién (2.15) no
estd escrita en forma conservativa, aunque para su deduccién hemos partido de un principio
de conservacion como tal. Podemos pensar que (2.15) es una ley de conservacion con flujo
efectivo §(p, px) = pi(p) — €ppx. En este caso, sin embargo, la dependencia de § con res-
pecto a p, cambia por completo la naturaleza de la ecuacién, ya que (2.13) es una ecuacién
hiperbélica mientras que la ecuacién (2.15) es de tipo parabélico?. El nuevo término €(ppy )y
en (2.15) produce difusién de las ondas, y el coeficiente de difusién € > 0 es una medida del
tiempo de respuesta del conductor para frenar o acelerar.

El modelo de tréfico representado por la ley de conservacion escalar (2.13) es conocido
como el modelo de Lighthill-Whitham-Richards [142, 187], y se estudiard con mds detalle en

2 una diferencia importante radica en que la ecuacién (2.15) siempre tiene soluciones clasicas para todo 7 > 0
y todo dato inicial. Por eso le llamamos al término €(ppy ), una regularizacion de segundo orden.
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12 2 Generalidades

la seccion 3.6.1. El lector encontrard una discusién muy completa en el tercer capitulo del
libro de Whitham [229].

2.2.3. Ecuaciones de agua poco profunda

Las llamadas ecuaciones de agua poco profunda modelan la propagacion de perturbacio-
nes (ondas) en agua o en otros fluidos incompresibles que responden a fuerzas gravitacionales
o rotacionales. La hipétesis fundamental consiste en suponer que la profundidad del fluido
es pequefia comparada con la longitud de las ondas. Para un fluido incompresible no viscoso
(por ejemplo, agua) que fluye sobre un plano, y suponiendo ademds por simplicidad que la
fuerza de gravedad es la Unica fuerza externa (no se considera la aceleracidn por rotaciones),
las ecuaciones de agua poco profunda tienen la siguiente forma conservativa

N+ (nu)x+(nv)y, =0,
(Mu)+ (3gn° +nu?) + (nuv), =0, (2.16)
(nv); + (nuv)x+ (3807 +mv?), =0,

donde ) = 1 (x,y,t) > 0 es la altura del fluido, y (1, v)(x,y,t) € R? es el campo de velocidades
bidimensional. La constante g > O es la constante de gravedad. En las unidades apropiadas las
cantidades conservadas son la masa del fluido (proporcional a 17, ya que por incompresibili-
dad la densidad de masa es constante) y los momentos horizontal y vertical, proporcionales a
nu 'y Mv, respectivamente. De esta manera las variables de estado y la funcién de flujo son

n nu nv
U=|nu| eR?, y F(U)= | nu*+ gn? nuvy € CH(Q:R>?).
nv Nuv v+ 53gn?

El conjunto de variables de estado es

Q={(n,nu,nv) R’ : n >0}.

Notese que se han despreciado tanto la componente vertical de la velocidad como la depen-
dencia de los campos con respecto a la variable vertical.

Las ecuaciones de agua poco profunda constituyen el modelo mds sencillo para describir la
estructura horizontal del océano y la atmdsfera [177, 161]. Usualmente también se incorpora
a las ecuaciones un término correspondiente a la fuerza de Coriolis, asociada a la rotacién
terrestre. Aunque las ecuaciones se pueden derivar a partir de simplificar las ecuaciones de
Navier-Stokes (o de Euler) bajo la hipétesis de que la longitud caracteristica de las ondas es
muy grande en comparacién con la profundidad caracteristica (lo cual es una buena aproxima-
cion en el caso de flujos en geofisica; ver Stoker [214]), también es posible derivar el sistema
siguiendo primeros principios, bajo la hipétesis del balance hidrostatico (es decir, suponiendo
que la presién es p = pg(n — z), donde z es la variable vertical), asi como despreciando
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2.2 Ejemplos 13

la velocidad vertical y la dependencia en z (ver [117]). Como referencias, el lector puede
también consultar los libros de Johnson [104] y Acheson [2], entre otros.

Ecuaciones de agua poco profunda en una dimension

Para modelar ondas de agua en un canal, es posible simplificar el sistema (2.16) suponien-
do que el campo de velocidades u es escalar y en direccién del canal, la cual asociamos a la
direccién de x. De este modo, en el sistema (2.16) se excluye la dependencia con respecto
a 'y, y se desprecia la componente transversal de la velocidad, para obtener, asi, el siguiente
modelo unidimensional

M+ (Mu)x =0,

(nu)e + (38n° +nu?), = 0.

Las variables conservadas son ahora U = (n,nu)’ € R?, con funcién de flujo f(U) =

(nu, 3gn*+nu?)" € C*(2;R?). El conjunto admisible de estados es 2 = {(1,nu) € R?:
n > 0}.

(2.17)

2.2.4. Materiales hiperelasticos

Consideremos un sélido deformable que en reposo ocupa una configuracién de referencia
Q C R3. La formulacién lagrangiana describe el movimiento de este sélido mediante un
mapeo
(%) = X(x,1) €RY, - (x,1) € Q x [0,+),

que denota la posicién a tiempo ¢ de una particula del sélido que en tiempo ¢ = 0 estaba en
x € Q. De esta forma definimos la velocidad local V : Q — R3 y el tensor de deformacién
U : Q — R>3 mediante

V=X, U=V,X,

o componente a componente, V; = dX;/dt, U;; = dX;/dx;, paratodo i, j = 1,2,3.

Un material es llamado hipereldstico si admite una densidad de energia interna dada
por una funcién W : R®® — R, que depende del gradiente de deformacién solamente,
W =W (U),y si las fuerzas de deformacién .# se derivan de esta energia (principio de trabajo
virtual):

3 oW
F a = Z ax'fWaj’

Jj=1

a=1,23.

Adicionalmente, y motivados por la fisica del fenémeno, vamos a requerir, por un lado, que
la densidad de energia sea invariante bajo rotaciones, es decir, que W (U) = W(RU ) para to-
da rotacién R € R3*3, RTR =], detR = 1. Por otro lado, el gradiente de deformacién debe
satisfacer detU > 0, lo cual significa que el material no cambia de orientacién. Suponien-
do, ademas, que el material no conduce calor, que el proceso es isentropico, y que no hay
fuerzas externas, la dindmica esta regida inicamente por las leyes de conservacion de masa y
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momento. De esta manera, las ecuaciones de movimiento son las siguientes:

a,U,-,—ava,-:o, i,j=12,3 (2.18)
9,V; — Zax W o, i=1.23 (2.19)
jaUlj ) 1=

Las primeras nueve ecuaciones (2.18) corresponden a ecuaciones de compatibilidad, dadas
las definiciones de U y V, y equivalen a conservacién de masa. Las tltimas tres ecuaciones
(2.19) expresan conservacion de momento. Este sistema puede abreviarse de la siguiente
manera

Ut - VXV = O,
. (2.20)
V; —divyo(U) =0,
donde oW
U):= e R33,
o)==~y

es el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff [36], definido componente a componente

como
aw

0 U; j ’
El sistema (2.20) es un sistema de leyes de conservacién donde tenemos doce variables
de estado, determinadas por las nueve componentes del gradiente de deformacion, méas tres

componentes del campo local de velocidades. Por lo tanto, aqui n = 12 y d = 3. Las variables
de estado y los flujos estdn dados por

G(U)ij: i,j:1,2,3.

u = (U11,Un1,Us1,U1z,Un, Usp, Us3,Un3, Us3, Vi, Va,V3) T € R1Z,
Y por,
fl(u) = _(V17V27V3a07070707050aG(U)llv ( )ZIaG(U):H)
fz(u) = _(070?05‘/1"/27‘/370,0)07O-(U>127 )22,0-(U)32
fS(u> = _(070705070707V17V27V37G(U>137G(U)2330-(U)33)T7

respectivamente. Tenemos, ademads, una restriccién de origen fisico ya que, por la definicién
de U, las derivadas mixtas de X deben ser iguales, es decir, 8xk Uij= ax/. Uix, paratodas i, j,k =
1,2,3. En forma abreviada escribimos esta constriccién como

curl U =0.

Observacion 2.5. Las ecuaciones (2.20) son lineales cuando la funcién de densidad de ener-
gia W es cuadrdtica. Este tipo de modelos no es, sin embargo, realista. Aparte de estar definida
para U con det U > 0, usualmente también se requiere que W tienda a infinito cuando el
material se comprime a un s6lo punto, es decir,

lim W(U) = +oo.
U]—=0
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Esto impone la restriccion de que los modelos en elasticidad sean, en esencia, nolineales.

Una buena referencia para teoria de elasticidad es el texto de Ciarlet [36]. Para modelos
mas generales de medios continuos y un tratamiento un tanto mas matemadtico recomiendo
consultar el libro de Dafermos [47].

2.2.5. Termoelasticidad adiabatica unidimensional

Sea una barra elastica con seccion transversal constante, la cual es idealizada como un
medio continuo unidimensional que ocupa el intervalo [0,L] (configuracién de referencia)
cuando estd en reposo. El movimiento longitudinal de la barra estd determinada por la variable
lagrangiana X (x,¢), que denota la posicién de una particula que a tiempo ¢ = 0 ocupaba la
posicién x € [0, L]. Definimos el gradiente de deformacién como u = X, y la velocidad local
como v = X;. Supondremos que el medio es homogéneo; que la densidad de masa de la barra
es constante, pp = 1; y que u > 0. De este modo, el mapeo x — X (x,7) es siempre invertible
para todo ¢ > 0. Un medio termoeldstico es aquél para el cual, para cualquier particula fija
X y para cualquier movimiento X, la energia interna e, el esfuerzo de Piola-Kirchhoff o, la
temperatura 0, y el flujo de calor Q, estdn determinados por el valor en (x,7) del gradiente de
deformacion u, la entropia especifica s, y el gradiente de temperatura V8, mediante relaciones
constitutivas que tienen la siguiente forma:

Si suponemos que la barra estd constituida por un medio termoeldstico que no conduce
calor (proceso adiabdtico en el que O = 0), y en ausencia de fuerzas externas, asi como de
fuentes de calor, las ecuaciones de conservaciéon de masa, momento lineal y energia tienen la
siguiente forma conservativa (lagrangiana)

vi—0(u,s)y =0, 2.21)

Las cantidades conservadas son U = (u,v,e+ $1?) " € Q C R?, con funcién de flujo dada por
v
f(U) = G(M,S) )

vo (u,s)

y donde el conjunto de variables de estado es 2 = {(v,u,e+ $1?) € R : ¢ > 0}. El sistema
(2.21) esta complementado por la desigualdad de Clausius
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5. >0, (2.22)

que expresa la segunda ley de la termodindmica. Para la derivacién de las ecuaciones de
una barra termoeléstica, el lector puede consultar Slemrod [211], y Jiang y Racke [102] (ver
también [47, 35]).

Barra hiperelastica unidimensional

El esfuerzo ¢ sobre la barra depende sélo del gradiente de deformacién mediante 6 (u) =
W'(u), donde la funcion W (u) := ppé(u) estd determinada por las propiedades constitutivas
del material, y debe satisfacer W(0) =0y W’/(0) = o(0) > 0. La primera condicién significa
que el material en su configuracién de referencia estd libre de esfuerzos, mientras que la
segunda implica que el médulo de tensidn de la barra es positiva. En puntos donde el gradiente
de deformacién u y la velocidad local v son continuas y diferenciables, el movimiento de la
barra estd determinada por el siguiente sistema de ecuaciones:

u — vy =0, (2.23)
v —0(u), =0, '

ya que suponemos que la barra estd libre de fuerzas externas (tales como la gravedad) y que
el momento lineal y la masa se conservan. Aqui x € [0,L], 7 > 0, y el sistema tiene claramente
forma conservativa. El lector notard inmediatamente que este sistema es un caso particular
de (2.20), en el caso de un material eldstico unidimensional. Las cantidades conservadas y la

funcién de flujo son
u v

respectivamente. El conjunto de variables de estado es 2 = {(u,v) € R? : u > 0}. Como
referencias el lector puede consultar [54, 101, 1].

2.2.6. Elsistema p

Considérese el siguiente sistema de dos ecuaciones en forma conservativa

v —wy =0,

2.24
Wy —|—p(V)x = Oa ( )

donde (x,f) € R x [0,4e), y p: R — R es una funcién nolineal dada, de clase C?, que
satisface las condiciones p’ < 0,y p” > 0. Las variables de estado y funcién de flujo son

u= (;) eR?,  y  flu)= (p‘&) € C}(R%;R?),
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respectivamente. Este sistema de ecuaciones, conocido como sisterma p, constituye el ejemplo
no trivial mas simple de un sistema nolineal de leyes de conservacion, razén por la cual es
de gran importancia tedrica. Mdas aun, el sistema p ha sido ampliamente estudiado porque,
también, es el paradigma de varios modelos de origen fisico. Por ejemplo, consideremos las
ecuaciones de Euler en forma lagrangiana (2.12), y supongamos, ademads, que el proceso
es isentrépico. Como consecuencia la energia interna e es constante y la presién es funcién
solamente del volumen especifico 7. Bajo estas condiciones, el sistema (2.12) se reduce a
un sistema p de la forma (2.24), donde la presion (a densidad de energia constante) hace las
veces de la funcién p. Dicha funcién debe satisfacer las condiciones p/(t) <0y p”(7) > 0.

Asimismo, claramente el modelo para una barra eldstica unidimensional (2.23) tiene la
forma de un sistema p, donde la funcién p se define como p = —o, siendo ¢ el esfuerzo.
Finalmente, nétese que la primera ecuacion en (2.24) implica, en regiones simplemente co-
nexas de (x,), que existe una funcién ¥ = y(x,¢) tal que Y, = vy W, = w. Sustituyendo en
la segunda ecuacidon de (2.24) obtenemos la siguiente ecuacion de onda nolineal para v,

Wi + p(Wi)x =0,

cuya velocidad de propagacion, ¢ = \/—p’(y;), depende de y; Esta clase de ecuaciones ha
sido ampliamente estudiada a partir del trabajo fundamental de Fermi, Pasta y Ulam [58]. Por
su importancia, el sistema p es estudiado en diversos textos (véanse, por ejemplo, [213, 197,
128]), y sigue siendo objeto de intensa investigacion.

2.2.7. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio con permisividades magnética Ly = 1 y eléctrica
& = 1, tienen la siguiente forma

B, +VxE=0, (2.25)
E —-VxB=-], (2.26)
V-E=p, (2.27)
V.B=0, (2.28)

en donde los campos vectoriales E = (E1,E»,E3)" € R® y B = (By,B,,B3)" € R repre-
sentan el campo eléctrico y el campo magnético, respectivamente. La corriente eléctrica esta
determinada por el campo J = (J],Jz,]3)T. Las ecuaciones de evolucién (dependientes del
tiempo), a saber, (2.25) y (2.26), corresponden a las leyes de Faraday y de Ampere, res-
pectivamente. Las ecuaciones (2.27) y (2.28) son las leyes de Gauss eléctrica y magnética.
Observamos que este sistema no tiene forma conservativa. Sin embargo, podemos escribir las
leyes de Faraday y de Ampere como un sistema de leyes de balance de la forma

u +divF (u) = J,

donde el vector de variables de estado u estd dado por
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_ T 6
u=(By,B,B3,E|,E;,E3) €R”,

con funciones de flujo,

0 E3 —E
—-E5 0 E
| E2 —E1 O 6x3
F(u)= 0 —B; B e R,
Bs; 0 —B
-B, By O

y donde las fuentes del sistema estdn determinadas por el campo
J=1(0,0,0,J1,J,J3)" € RS.

Las leyes de Gauss en forma de divergencia, que no involucran derivadas temporales,
cierran el sistema como constricciones a los campos. Notemos que estas ecuaciones son /i-
neales, ya que los flujos F son funciones lineales de las variables de estado. Como referencia,
recomiendo ver el libro de Jackson [100].

2.2.8. Magnetohidrodinamica (MHD)

El siguiente sistema de ecuaciones en forma conservativa modela el movimiento de un
fluido en presencia de un campo electromagnético. Suponemos que dicho campo electro-
magnético ejerce una fuerza sobre el fluido, de tal manera que la aceleracién se ve afectada
por el campo. [gualmente el movimiento mismo del fluido contribuye a la evolucién del cam-
po. El sistema de ecuaciones tiene la siguiente forma:

pr+div(pv) =0
(pvi): +div (pviv) + (p+ 3|B|?)y, —div(BB) =0, i=1,2,3,

(3pIvP+pe-+ 3BP), +div (Jvplvf? + vpe + pv+ E x B) =0,
B, +VxE=0,

(2.29)

donde, al igual que en las ecuaciones de Euler, tenemos que p > 0 es la densidad de ma-
sa del fluido, v = (vq,v2,v3) € R3 es el campo de velocidades, e > 0 es la densidad de
energfa interna, p es la presién termodindmica, E = (E,E;,E3)" € R? es el campo eléctri-
co,y B = (B1,B2,B3)" € R3 denota al campo magnético. Las ecuaciones (2.29) representan
conservacion de masa, momento, energia y la ley de Faraday, respectivamente.

Este sistema estd complementado, ademds, por dos leyes constitutivas. Por un lado tene-
mos la ecuacién de estado del fluido, p = p(p,e), y por el otro, consideramos la ley aproxi-
mada E = B x v, la cual es una aproximacién a equilibrio local ya que E4-vxB ~ 0 si la
velocidad es pequefa. Claramente, este sistema de ecuaciones representa un sistema de leyes
de conservacion con cantidades conservadas

T
u= (papvlaPVZaPV37p(%|V‘2+e) + %|B|27317327B3) S R87
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y con funciones de flujo determinadas por

vy
pvivi+(p+ 3IB*)8 +B1B;
pvavj+(p+ 5|B[*)8; + B2B;
Filu)= | Pvsvi+(p+3BP)8+BsB; | s
pvi(3Iv|*+e)+pvj+ (ExB);
(V7X ED]
(VXE)2
(VXE)3

para cada j = 1,2,3. Aqui 6[‘ es la delta de Kronecker, y (V x E); es la componente i del
rotacional de E.

En referencia a las ecuaciones de la magnetohidrodindmica, el lector puede consultar el
octavo volumen de la serie de Fisica Tedrica de Landau y Lifshitz [122] (véanse también
[59, 224]).

2.2.9. Electroforesis

Se conoce como electroforesis al proceso utilizado para separar n componentes quimicos
ionizados en una solucién acuosa mediante la aplicaciéon de un campo eléctrico. Si u; >
0 denota la concentracién del ion j, y la constante c; > 0 es su movilidad electroforética
(definida como el producto c¢; = ;J, donde J > 0 es la corriente eléctrica aplicada por el
experimentalista, y (1; > 0 es la movilidad del ion), el sistema de ecuaciones toma la siguiente
forma conservativa:

a,u,~+ax( Cit ):o, ji=1,....n, (2.30)

i=1 Wi
donde las movilidades electroforéticas satisfacen 0 < ¢; < ¢z < ... < ¢,. Las variables con-
servadas son las concentraciones de las n especies idnicas,
ui
u=1:1¢€8,
Up
con funcién de flujo f € C*(2;R") dada por
cluq
fu)

- yn .,
Z,':l Ui
Cnllp
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El conjunto de variables de estadoes Q = {u € R" : Yu; >0,u; >0, j=1,...,n}. Parauna
deduccién de éste y otros modelos relacionados el lector puede consultar Fife y Geng [60]
(véase también Alekseyevskaya [60]). El sistema (2.30) pertenece a una clase especial de sis-
temas llamados ricos o semi-Hamiltonianos, los cuales estan dotados de algunas propiedades
interesantes que veremos mas adelante (ver Serre [197, 198] y Freistiihler [67]).

2.3. Conveccion nolineal

Los ejemplos de la seccién anterior son una muestra de la gran variedad de fenémenos
que pueden ser modelados mediante sistemas de ecuaciones de la forma (2.4) o (2.3). En la
mayoria de ellos, las funciones de flujo asociadas son funciones nolineales de u. Por diversas
razones, la aparente simplicidad de sistemas en forma de conservacién (2.4) contrasta con la
enorme dificultad de los problemas asociados a ellos, tales como el problema de Cauchy, los
problemas mixtos (es decir, con condiciones iniciales y de frontera), o el estudio del compor-
tamiento asint6tico de las soluciones. Cabe mencionar que no existe una teoria satisfactoria
de existencia de soluciones al problema de Cauchy, ya que incluso con datos iniciales regu-
lares, es posible encontrar una solucién regular (o clasica) que deja de existir para tiempos
finitos. Esta particularidad de los sistemas hiperbdlicos nolineales de primer orden se conoce
como conveccion nolineal. Para ilustrar este fendmeno, estudiaremos un ejemplo concreto.

Consideremos la ecuacién diferencial parcial mas simple posible,

U+ auy, =0, 2.31)

donde u € R, a € R es una constante distinta de cero, y (x,7) € R x [0,+0c0). El problema de
Cauchy asociado consiste en resolver (2.31) en el dominio x € R, ¢ > 0, bajo una condicién
inicial dada,

u(x,0) = up(x). (2.32)

Una solucién cldsica de (2.31)-(2.32) es una solucién de clase C' para ¢ > 0, continua para
t > 0, que satisface (2.31) puntualmente. Si ug es diferenciable, es facil probar que la solucién
clasica estd determinada unicamente por

u(x,t) = up(x—at), (2.33)

para todo x y t. Es decir, los datos iniciales se propagan (sin cambio en su forma) a la derecha
si a >0, o a la izquierda si a < 0. La solucién u(x,7) es constante a lo largo de las curvas
caracteristicas, soluciones a la ecuacion

X(t) =a,
x(0) = xo,

es decir, a lo largo de lineas rectas de la forma x(¢) = ar + xo. (Ver figura 2.1 para el caso en
que a > 0.)
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uo(x—at)

AN
z
AL

u(x,t) = u(x—at) uy(x)

a>0 |x(t) = x,+at

X X

Figura 2.1 Curvas caracteristicas para a > 0 (izquierda). La condici6n inicial ug(x) se propaga sin cambios
a la derecha con velocidad a > O (derecha).

Dicho de otro modo, dados (x,#) en R x [0, +<0), existe xo(x,7) = x — at tal que u(x,t) =
uo(xo(x,1)) es la solucién al problema. Notemos que si diferenciamos u(x, ) a lo largo de las
curvas caracteristicas obtenemos

d
Eu(x(t),t) =X (t)ux + u; = auy +u; =0,

por lo que el mapeo ¢ — u(xo + at,t) es constante con valor ug(xo). Observamos que clara-
mente (2.33) es la tnica solucién a (2.31) - (2.32) y que ésta existe para todo tiempo ¢ > 0.
Podemos también suponer que la velocidad es una funcién de la posicidn, es decir, consi-
derar la ecuacion
u + (a(x)u), =0,

donde a(x) es una funcién suave. Esta ecuacién puede interpretarse como la relacién que
gobierna la concentracién de cierta sustancia # con velocidad variable a(x). En este caso,
podemos escribir (d; + a(x)dy)u = —a’(x)u, lo cual sugiere definir las curvas caracteristicas
como soluciones a
I(5) —
X (1) = a(x),

x(0) = xo,

para cierto xo € R. Notamos que sobre las curvas caracteristicas, la solucién u satisface la
ecuacion diferencial ordinaria

u(x(0),0) = ug(xo).

Aqui u no es constante a lo largo de las curvas caracteristicas, pero el problema se reduce a
resolver dos ecuaciones diferenciales ordinarias. En ambos casos se puede probar (ver [56,
103]) que si ug es suficientemente regular, por ejemplo, uy € C*(R) para k > 0, entonces la
solucién u es igualmente suave en el espacio y en el tiempo, es decir, u € C*(R x (0, +o0)) y
existe para todo tiempo ¢ > 0.
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Figura 2.2 Incluso con con- t
diciones iniciales suaves, las T. /
soluciones de la ecuacion no-
lineal (2.34) dejan de existir
a tiempo finito. En la grafica,
dos caracteristicas se inter-
sectan a tiempo t =2 > T,
donde T, > 0 es el tiempo
de rompimiento, produciendo
una solucion multivaluada.

u=1 u=0

(,Qué sucede, sin embargo, si consideramos que la velocidad depende de u, es decir, si

a = a(u)? Veamos el caso mds simple, en el que a depende de u linealmente, a saber, a(u) = u.
La ecuacién toma la forma

uy +uu, = 0. (2.34)

Esta ecuacién se conoce como ecuacion de Burgers no viscosa [32]. Nuevamente, nos in-
teresa resolver el problema de Cauchy con condicién inicial (2.32). Si buscamos una curva
caracteristica sobre la cual la solucién permanece constante, llegamos al sistema de ecuacio-

nes
X(t)=u,
u(t)=0,
con condiciones iniciales x(0) = xo y u(0) = up(xo) para xo dado. La solucién a este sistema

de ecuaciones es una linea recta dada por x(r) = ug(xo)z 4 xo, a lo largo de la cual el valor de
u es constante. En efecto, si diferenciamos u(x,#) a lo largo de dicha caracteristica, tenemos

que
d
Eu(x(t),t) =X (t)ux + uy = uny +u; = 0.

Como anteriormente, el problema de Cauchy se reduce, dados (x,7) en R x (0,4o0), a en-
contrar x tal que x = up(xp)f + xo. Por el teorema de la funcién implicita, para encontrar xp
requerimos que
d
—— (uo(x0)t +x0) = ug(xo)t +1#0.
dxg
Esto es posible si ¢ es pequefio y uj(xo) es acotado. Pero para 7 suficientemente grande po-
demos llegar a una contradiccién. Tomemos por ejemplo ug tal que ug(—1) =1y ug(1) =0.
Como se puede apreciar en la figura 2.2, el valor de u es constante (y con valores distintos)
a lo largo de dos lineas rectas que, eventualmente, se intersectan. Es posible demostrar que
si ug(x) es negativa para alguna x entonces existe un tiempo finito 7, > 0 (Ilamado tiempo de
rompimiento), y determinado por
—1
T* = > O,
min u(x)
a partir del cual las caracteristicas se intersectan y la solucién es multivaluada.
Por ejemplo, consideremos una condicion inicial de la forma
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1
up(x) = e 2, (2.35)

Dado que uj, < 0 en algunos intervalos, por la observacién anterior la solucién cldsica cons-
truida por el método de caracteristicas sélo existe antes de un tiempo finito de rompimiento
T, > 0. La figura 2.3 muestra la solucién de (2.34) con condicién inicial (2.35) normalizada,
para tiempos positivos.

(a) Ecuacion de Burgers no viscosa

14 , ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
t=0
t=01

12} t=02|l
t=03
t=04

1 ,

s 08l g

=3

S

(=}

3

& 06} 1

04f g

02f g

o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L ‘

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) Solucién a la ecuacién de Burgers no viscosa (2.34) para distintos
valores de r > 0

(b) Caracteristicas (©) Trayectorias de la malla en (x,t)

(b) Rectas caracteristicas (c) Trayectorias sobre la malla en (x,)

Figura 2.3 Solucién a la ecuacién de Burgers no viscosa (2.34) con condicion inicial (2.35). En la figura
(a) se aprecia la solucién para tiempos ¢ = 0,0,1,0,2,0,3,0,4. Nétese que a partir de cierto tiempo de rom-
pimiento T, € (0,15,0,2), la solucién se vuelve discontinua y se convierte en un frente que se propaga a la
derecha con cierta velocidad positiva. La figura (b) muestra las caracteristicas de la ecuacién en el plano (x,7);
notablemente, éstas se intersectan a partir del tiempo de rompimiento 7. La figura (c) muestra la malla mévil
en (x,?); se aprecia la aparicién de una discontinuidad para tiempos mayores a 7,
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Como se muestra en la figura 2.3, la solucién cldsica existe para tiempos suficientemente
pequefios. A partir del tiempo de rompimiento 7 € (0,15,0,2), la solucién se convierte en un
frente discontinuo que se propaga hacia la derecha con cierta velocidad positiva. Esta solucién
discontinua se conoce como onda de choque, en analogia a lo que sucede en dindmica de
gases, la cual se dice que “se genera” a partir del tiempo de rompimiento. En el estudio
de fluidos compresibles, y en general para sistemas de leyes de conservacion, muchas de
las soluciones que tienen significado fisico son discontinuas. Es importante sefialar que este
fenémeno de formacion de singularidades es particular de las ecuaciones nolineales. Como
veremos mds adelante en la seccion 3.1 para ecuaciones escalares, el método de caracteristi-
cas se puede aplicar para probar la existencia local de soluciones cldsicas y para calcular el
tiempo de rompimiento.

Observacion 2.6. A pesar de que se ha descrito el fenémeno de rompimiento a tiempo fi-
nito para un caso particular, éste es distintivo de sistemas generales nolineales de la forma
(2.4). Por ejemplo, en el caso de una ecuacién escalar en varias dimensiones espaciales, con
u € 2 C R, es posible aplicar el método de caracteristicas para verificar que la solucién es
constante a lo largo de curvas integrales ¢ +— x(t) = (x1(¢),...,x4(t)) " del sistema de ecua-
ciones

dx j

dt

donde a;(u) = (d/du) f’(u), y, asimismo, probar que existe un tiempo finito de rompimiento
determinado por

=a;j(u(x,1)), j=1,....d,

—1
T. = ” " )
min,  pa (diva(uo(x)))

si se cumple la condicién
diva(up(¥)) <0, para cierto ¥ € R?, (2.36)

con a(u) = (aj(u),...,as(u))" : Q — R?. En otro caso, la solucién clésica existe para todo
tiempo (ver Majda [160], teorema 3.1).

En el caso de sistemas, determinar las condiciones suficientes para la formacién de discon-
tinuidades y calcular el tiempo de rompimiento es un poco mas complicado. Cabe destacar,
sin embargo, que la formacién de singularidades es un fenémeno ampliamente reportado (ver
la nota bibliogréfica al final del capitulo). También es posible restringir la clase de funciones
para las condiciones iniciales de manera que existan soluciones clasicas globales a sistemas
particulares, como es el caso de las ecuaciones de Euler para un gas ideal, tal y como lo
muestra Grassin [89]. Esto indica que en el caso de sistemas no existe una condicién sencilla
sobre los datos iniciales, como sucede en el caso escalar (condicidn (2.36)), que determine la
formacién de discontinuidades a tiempo finito.

Observacion 2.7. La ecuacién de Burgers no viscosa (2.34) se puede escribir (cuando la
solucidn es cldsica) como una ley de conservacién de la forma

u+ (3u*) =0, (2.37)

X
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donde la funcién de flujo estd dada por la funcién nolineal f(u) = %uz. Al igual que los
sistemas prototipo (2.4), claramente ésta ecuacion expresa un principio fundamental de con-
servacion de la cantidad u a lo largo de un conjunto en R, para la cual la pérdida o ganancia
de esta cantidad a lo largo de la frontera de dicho conjunto estd controlada por una funcién
de flujo %uz. La ecuacién de Burgers no viscosa (2.34) es el paradigma de una ley de con-
servacion escalar y reviste gran importancia, pues es la aproximacién escalar de la ley de
conservaciéon de momento en el sistema de Euler para un gas compresible.

2.4. Soluciones débiles y condiciones de Rankine-Hugoniot

Las observaciones de la seccién anterior nos indican que en el estudio de soluciones glo-
bales de la ecuacién (2.34) (y en general, para sistemas hiperbdlicos nolineales de primer
orden), es necesario extender nuestra definicion de solucion, debido al fenémeno de convec-
cién nolineal. Este dltimo provoca que, incluso con condiciones iniciales suaves, la solucién
clasica puede existir s6lo hasta un tiempo finito, a partir del cual ésta se “rompe” y se forman
singularidades. Por ende, la nueva clase de soluciones debe admitir soluciones discontinuas.
En esta seccion se definird el concepto de solucion débil, y se discutiran las clasicas condi-
ciones de salto que expresan el principio de conservacion.

2.4.1. Definicion de solucion débil

Consideremos el problema de Cauchy para un sistema general de leyes de conservacién
en varias dimensiones espaciales,

d
u+ Y (), =0, (2.38)

j=1
u(x,0) = up, (2.39)

en (x,1) €RY x [0,00), u € Q CR", f/: Q — R". Supongamos que u es una solucién cldsica,
por ejemplo, de clase C!. Tomemos una funcién de prueba

¢ € C(RY x R;R"),

es decir, ¢ es la restriccion de una funcién de clase C* con soporte compacto en un conjunto
abierto ¢ C RY x R. Multiplicando (2.38) por ¢ e integrando en el espacio y en el tiempo
obtenemos
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Figura 2.4 Funcién de prue-
ba ¢ con soporte compacto
(que se denota como supp ¢),

que intersecta a {# > 0} dentro o — N
de la curva en la figura. G(r) /
es un subconjunto abierto de /’
R¢ que contiene propiamente \
al soporte de ¢ paracadat >0 ‘ “ ‘
fijo. ‘ ‘

G(t)

oo d
too d . i
:/0 /Rd(u.d))t—i_jzl(fj(u).(P)deth_/0 /Rd“"l’ffl_zlfj(“)"l)xjd)cdl-

Sea G(t) C RY, abierto y acotado para cada ¢ > 0 fijo, tal que el soporte de ¢ con ¢ fijo
estd contenido enteramente en G(¢). Por lo tanto, ¢ = 0 sobre la frontera dG(t) tal y como se
muestra en la figura 2.4. Entonces, por el teorema de la divergencia tenemos que

_— . flu)-¢
=0 dat /0 »/BG(Z)
f4(u)

-AdSydt+

0=[ (9)

R4
~+oo d ‘
[ eae s
o d
:—/]Rd¢(x70).uo(x)abc_/(;r ”'¢t+j;fj(”)'¢xjdxdt,

Por lo tanto llegamos a la relacién integral

oo d. .
/0 /Rdu-(pt—i—jztlf/(u)-¢xl.dxdl+./Rd¢(x,O)-uo(x)dxzo. (2.40)

Definicion 2.8. Una funcién® u € L (R x [0, 4-o0); ) es una solucién débil de (2.38)-(2.39)
si u satisface (2.40) para toda funcién de prueba ¢ € Cy (RY x R;R™).

3 aquf L denota el espacio de funciones esencialmente acotadas. En general, si X es un espacio vectorial, ./
es una o-dlgebra y pt una medida, el espacio L™ (X, ., 1t) se define como
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Observacion 2.9. (a) Por construccidn, toda solucién clésica es débil. Notamos que si u es
solucion débil, entonces u satisface (2.40) en sentido de distribuciones.

(b) Si tomamos ¢ con soporte contenido en un conjunto abierto & C {t > to > 0} (es decir,
lejos de t = 0), entonces

+o0 d
. J . =
/O /R u q>l+j=21 f7(u)- ¢y, dxdt = 0. (2.41)

(c) Si u es solucién débil de clase C! en alguna regién abierta R C R x R, entonces u es
una solucién cldsica en R. En efecto, tomando cualquier ¢ € C; con soporte en {t >0} NR
como en el punto anterior e integrando por partes la ecuacién (2.41), obtenemos

d
/¢ A+ Y fI(u),,) dxde =0,
R =

lo cual implica que
d
u + Zf’(u)xj =0,
j=1

en el interior de la regién R.

(d) Si ahora tomamos una solucién débil, de clase C' y consideramos R = RY x (0,400),
multiplicando la ecuacién anterior por una funcién general de prueba ¢ € C7 (R4 x R;R™)
obtenemos, al integrar por partes,

oo d
0 :/0 /]Rd(ut+j§1fj(u)xj') '¢dxdt

o g d
=_ ,0)- 7Od—// 0+ Y f(u)- . dxdt.
/Rd(b(x )-u(x,0)dx A Rdu o ]:Z:lf(u) ¢y ; dx
Comparando con (2.40), podemos concluir que
[, 9660)- (u,0) — o)) d =0,

para toda ¢ € C, por lo que u(x,0) = ug(x) c.d.s. en R?, y la condicién inicial se satisface
puntualmente excepto en un conjunto de medida cero. Por lo tanto, la nocion de solucion
débil extiende la nocion de solucion cldsica.

L™ = {f ¢ £l < oo},

fllex := inf{s;(E) : E € 4, u(E) =0},
sf(E) == sup{|f(x)| : x ¢ E};

consultar, por ejemplo, [12, 190]. En este texto basta con pensar en L™ como el espacio de funciones medibles
acotadas.
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(e) Claramente, la definicion de solucién débil admite soluciones discontinuas. Observe-
mos que el principio basico de conservacion (2.2) estd expresado en forma integral y admite
también posibles discontinuidades de u. De este modo, el lector puede verificar directamente
mediante un argumento similar que toda solucién débil de (2.38) y (2.39) satisface la ecuacién
(2.2) para todo tiempo positivo ¢t > 0 y para todo dominio arbitrario D del espacio fisico.

(f) Una clase de soluciones débiles que es importante considerar es la clase de soluciones
C! por pedazos, es decir, con un niimero contable de discontinuidades (en este caso, hiper-
superficies Xy, k € N, en el espacio ambiente (x,t) € RY x (0,+oo)), fuera de las cuales la
solucién es de clase C!, pero discontinua a través de cada superficie X;. Sin embargo, no toda
discontinuidad es admisible, como veremos a continuacion.

2.4.2. Condiciones de salto de Rankine-Hugoniot

Las clasicas condiciones de salto de Rankine-Hugoniot fueron establecidas originalmente
en el estudio de la dindmica de gases [97, 186], y describen los saltos en las variables termo-
dindmicas a través de una posible discontinuidad (por ejemplo, una onda de choque). A partir
de la nocion de solucion débil, vamos a derivar éstas condiciones de salto necesarias sobre
una posible discontinuidad de una solucién u para un sistema general de leyes de conserva-
cién de la forma (2.4). Dichas condiciones establecen una relacion (sobre la discontinuidad)
entre u y el flujo F(u) que expresa, precisamente, el principio de conservacion.

Asumamos que u es una solucién que es C! por pedazos, y sea X una discontinuidad, es
decir, una hipersuperficie orientable (en el espacio-tiempo (x,7) € R? x R) de la forma

L ={(x,t) e R xR, : y(x,1) =0},

con normal 7 = (ny,...,ng,n;)" € R |ii| = 1. Por ejemplo, si X estd definida por una
funcién diferenciable y, entonces las componentes espacial, A, = (ny,...,ng)", y temporal,
Ai;, de i = (i, 7;) " estan dadas por

A Vxlll N Y

e = 2 2 = e 7
VIVay|P +y; VIVay 2 +y;

Dado que X es orientable, la hipersuperficie divide el espacio-tiempo en dos regiones y
suponemos por convencién que 7 apunta en la direccién “derecha” de la superficie; ver figura
2.5.

Por lo tanto, definimos para cada (x,7) en X,

ug := lim u((x,t) +€n),
e—0t

(2.42)
ur = lim u((x,t) — €h),
e—=0T

como los valores limite a cada lado (derecho e izquierdo, respectivamente) de la frontera. Sea
un punto P € X y consideremos una bola D centrada en P con radio pequefio, de manera que
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X

Figura 2.5 Hipersuperficie X en el espacio (x,7); A es la normal unitaria a £ que por convencién apunta al
lado “derecho” de la superficie. Los valores ug y u;, en cada punto P de X se definen como los limites de
u del lado derecho e izquierdo, respectivamente, en direccién de 4 cuando (x,7) tiende al punto P. La bola
D tiene centro en P, y D = Dr U Dy, donde Dg y Dy, denotan las componentes derecha e izquierda de D,
respectivamente.

ues C' fuerade ZND, y D estd lejos de {t = 0}. Sean Dg y Dy dos componentes de D a cada
lado de la frontera X, tales que D = Dy UDg U (X N D) como se observa en la figura 2.5.
Sea ¢ € Ci (D). Si u es solucion débil entonces, por la férmula (2.41), tenemos que

d .
/DLUDRu.(PtJer]fJ(u).¢dede _o.

Dado que u es de clase C' en el interior de Dy y Dg, y ¢ = 0 en dD, obtenemos, por el
teorema de la divergencia,

d .
Ig = /DRu-q);—i—jZlfJ(u)-(pxjdxdt

/DR(¢.u),+;(¢.f/(u))xjdxdt/I)R¢.(u,+j=21fz(u)xj)dxdt
¢ (u) ¢ (u)

'ﬁdeJ - 'ﬁde,h

06 | 9 f(u) o 01 (w)

¢-u ¢-u
donde —1 es la normal exterior a Dg sobre X N D. Si hacemos lo mismo con la integral sobre
Dy, donde ahora es 7i la normal exterior a su frontera, obtenemos
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1
¢ f(u)

d
I ::/D M'¢t+2f’(u)'¢x,dde= “AdSyy.
L j=1

foo | o 00
ou

De este modo,
d . .
0=Ix+1 = _/m<n,(uR—uL>+jzln,»<ff(R> — i (ur))) - 9 dSs,s,

lo cual se cumple para toda bola arbitraria D con centro en X y para toda ¢ con soporte
compacto en D. Por lo tanto llegamos a las siguientes ecuaciones que se cumplen en cada
punto de X,

d
Adful+ Y A ()] =0, (x)eX (2.43)
donde, para toda (x,7) € X, definimos el salto para cualquier funcién g(u) como

[g(u)] := g(ur) — g(ur). (2.44)

Las condiciones de salto (2.43) son conocidas como las condiciones de Rankine-Hugoniot.
Estas expresan el principio de conservacién (2.40) a través de la frontera, y constituyen res-
tricciones para las posibles discontinuidades de una solucién débil.

Observacion 2.10. (a) En el caso de una dimension espacial (d = 1), X es una curva de la
forma X = {(x,f) e RxR; : x = ¥(0),t =1(0),0 € I C R}, donde X y f son funciones
derivables del pardmetro ¢ en un intervalo /. El vector normal unitario es

= T (—f;(’%) B <> €R,

de tal forma que las condiciones de Rankine-Hugoniot (2.43) a lo largo de X se escriben
como

—X(0)[u] +1'(0)[f(u)] =0, (x,1) € X.

Si es posible reparametrizar la curva en términos de ¢ (por ejemplo, si () # 0 para toda
o €1),de modo que X = {(x,1) e Rx R : x=%(¢),t € I C R, entonces las condiciones de
salto se leen

—s[u] + [f(u)] =0, sobre X, (2.45)

donde s = d%/dt es la velocidad de propagacion de la discontinuidad. Notemos que la ecua-
cién (2.45) implica que los vectores [f(u)] y [u] son colineales sobre cada punto de X. Tam-
bién respresenta una ecuacion diferencial para la dindmica de la discontinuidad.

(b) En el caso de una ecuacidn escalar en una dimensién espaciald = 1,n =1,

up+ f (u)x =0, (2.46)
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conu € R, f: R — R, la velocidad de la discontinuidad estd dada puntualmente por d£/dt =
s = [f()/lul. si [u] 0.

(d) Frentes planos. El ejemplo mas simple de una solucién discontinua es el de un plano
que separa dos valores constantes de las variables de estado. Sea 2 € R un vector no nulo,
|i| = 1, que define una direccién de propagacién. La discontinuidad X tendrd la forma

Z={(x,1) €R? x [0,400) : x-7A — st = 0},

es decir, tenemos un frente plano que se propaga con velocidad s € R en direccién 7. La
solucidn discontinua

ug, X-A>st,

u(x,1) = (2.47)

up, x-n<st,

donde ug y uy son constantes, u; # ug, es conocida como un frente plano, y tiene forma de
onda viajera (discontinua), ya que depende s6lo de & = x -7 — st. Sobre la discontinuidad X
se satisfacen las condiciones de Rankine-Hugoniot

d
—s[u]+ Y nj[f(u)] =0, (2.48)
j=1

las cuales determinan la velocidad de propagacion. A este tipo de soluciones discontinuas
también se les conoce como ondas de choque, si satisfacen criterios adicionales que estu-
diaremos mds adelante (conocidos como condiciones de entropia). Por la observacién 2.9
(c) y dado que (2.47) es constante por pedazos, la solucién (2.47) satisface trivialmente la
ecuacion diferencial a cada lado del frente plano, y si el frente satisface las relaciones de
Rankine-Hugoniot (2.48), la solucion discontinua (2.47) es una solucion débil de la ecuacién
(2.38).

Para una ley de conservacidn escalar en una dimension espacial del tipo (2.46), 1a solucién
débil en forma de onda plana es

< st
ulx,g) =3 S0 (2.49)

ug, x> st,

con uy, # ug € R constantes, y donde la tnica velocidad de propagacion posible estd dada por

§— [f ()] _ f(”R)_f(uL)' (2.50)
[u] UR —up,

2.4.3. No unicidad de soluciones débiles

Una consecuencia importante de extender la nocion de solucién clasica a la de solucién
débil es la pérdida de unicidad de ésta dltima. Analizaremos un ejemplo sencillo para ilustrar
este hecho; sea la ecuacién de Burgers no viscosa en una dimensién espacial,
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uy(X) ! x=t/2
0 o
1 u=1 u=0
0 x X
(a) Condicion inicial (2.52). (b) Solucién discontinua (2.53).

Figura 2.6 (a) Condicion inicial (2.52), y (b) solucién en forma de onda de onda discontinua (2.53). La linea

en azul representa la discontinuidad {x = %t} que se propaga con velocidad s = % Las lineas en rojo son

las curvas caracteristicas de la forma x = ut + xo, donde la pendiente de la recta es u = 1 a la izquierda del
choque, y u = 0 a su derecha. Nétese que las caracteristicas aparentan “entrar” a la discontinuidad.

u+ ($u?), =0, (2.51)

con (x,t) € R x [0,+s0), y con funcién de flujo f(u) = ju?. Consideremos el problema de
Cauchy asociado con condicién inicial

0, x>0,
up(x) = | <0 (2.52)

En este caso, tenemos que u; = 1 y ug = 0. El problema de Cauchy con condicién inicial
discontinua (2.52) (constante parax < 0y para x > 0) se conoce como problema de Riemann.
Como vimos, un frente (u onda de choque) de la forma (2.47) que separa valores constantes y
que se propaga con velocidad s es una solucién débil siempre y cuando la velocidad satisfaga

)] _ flur) = flu) _ 5(02=3(1)* 1

S = = = = -

[1] UR — U, 0—1 2

De esta manera, una solucién débil tipo onda de choque esta dada por

0, x> it

ux) = 1, x< %t.

(2.53)

La solucién es constante para x > %t y toma el valor u = 0; igualmente, en la regién x < %t
ésta toma el valor u = 1. La discontinuidad estd dada por la linea recta {x — %t =0}. Es
claro que esta solucién es una solucion débil (en este caso, discontinua) de (2.51) - (2.52). La
solucidn (2.53) con su condicién inicial (2.52) estdn representados en la figura 2.6.

Como vimos en la seccién 2.3, la solucion es constante a lo largo de curvas caracteristicas
de la forma
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u,(x) t x=t/2
0 \
1 u=0 u=1
0 X X
(a) Condicion inicial (2.54). (b) Solucién débil discontinua (2.55).

Figura 2.7 (a) Condicion inicial (2.54), y (b) la solucion débil discontinua (2.55). La linea en azul representa
la discontinuidad {x = %t} que se propaga con velocidad s = % Las lineas en rojo son las curvas caracteristicas
de la forma x = ut + xo, donde ahora la pendiente de la recta es u = 0 a la izquierda de la discontinuidad, y
u =1 a su derecha. Nétese que las caracteristicas, en este caso, aparentan “salir” de la discontinuidad. Este es
un caso de una onda de choque sin significado fisico.

x(t) = ut +xo,

donde la pendiente u es el valor de la solucién (en este caso, constante) a cada lado de la
discontinuidad. Por lo tanto las curvas caracteristicas son de la forma x = x( a la derecha de
la discontinuidad, y de la forma x =7 + xo a la izquierda de la misma. Se puede apreciar en
la figura 2.6 que las caracteristicas aparentan “entrar” en la discontinuidad.

Consideremos ahora la misma ley de conservacién (2.51) pero ahora con condicidn inicial
invertida,

o) =41 7% (2.54)
0, x<0,

es decir, donde ahora u;, = 1 y ug = 0. Notamos que una onda de choque se propaga con la
misma velocidad

y que tiene la siguiente forma

1, x>%t7

2.55
0, x< it (2:39)

u(x,t) =

Sin embargo, ahora las curvas caracteristicas tienen pendiente 1 = 0 del lado izquierdo del
choque, y u =1 del lado derecho del mismo, de modo que las rectas aparentan “salir” de la
discontinuidad x = %t como se aprecia en la figura 2.7.

La solucién (2.55) es una solucién débil del problema (2.51) con condiciones iniciales
(2.54). Vamos a construir otra solucién débil al mismo problema. Consideremos ahora la
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Figura 2.8 Solucién en for-
ma de onda de rarefaccion
(2.56) con condiciones inicia-
les (2.54), las mismas que en
la figura 2.7. Nétese que la
solucidn es continua para todo
(x,1) € R x (0,+o0), a pesar
de que los datos iniciales son
discontinuos. La solucién es
constante para x < 0 y para u=0
X > t, mientras que en el inter-
valo 0 < x <t toma el valor
autosimilar u(x,t) = x/t, el
cual esta representado como
el “ventilador” en la figura.

funcién
0, x <0,
ulx,t) =< x/t, 0<x<it, (2.56)
1, t<ux,

para todo x € R, t > 0. Esta nueva funcidn satisface trivialmente la ecuacién diferencial (2.51)
en en el interior de las regiones donde estd definida, ya que es constante parax < 0y x > ¢,
mientras que para 0 < x <t,

w4+ (32), = 0 (x/1) + 0 (322 /2) = —x /> +x/1* =0

La solucién (2.56) esta representada en la figura 2.8. La condicién inicial (2.54) se satisfa-
ce por construccion. Otra observacidon importante es que esta solucion es continua en R X
(0,+0) a pesar de que los datos iniciales son discontinuos. Una solucién de este tipo (2.56)
es llamada una onda de rarefaccion.

Vamos a demostrar que esta onda de rarefaccioén es solucién débil al mismo problema.
Aunque la prueba es un ejercicio sencillo de cédlculo, es incluida aqui para convencer al lector
de que la generalizacion inmediata de este tipo de ondas al caso de sistemas también cons-
tituyen soluciones débiles (lo cual se puede probar facilmente con un argumento similar).

Proposicion 2.11. La onda de rarefaccion (2.56) es una solucion débil de (2.51) con condi-
cion inicial (2.54).

Demostracion. Tomemos una funcién de prueba ¢ € Cy’(R x R;R) y definamos

+o0 +oo ) o0 N
I::/ / u(])t—l—%u q)xdxdt+/ uo(x)9 (x,0)dx =: I+ 1o,
0 —o0 —o0

donde I es la integral en todo R x [0,+c0) e Iy es la segunda integral en R x {t = 0}. El
soporte de ¢ intersecta R x [0,+c0) en una regién £ que se divide en tres componentes Q =
QU0 ULQ;3 tal como se muestra en la figura 2.9. De este modo, tenemos que I=h+bL+5L,
donde
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i
1,-:/ why + ~i2odxdr,  j—1,2,3,
Q; 2

Dado que u = 0 en el interior de 1, claramente se tiene que /; = 0. Por el teorema de la
divergencia en el dominio £2; tenemos que

LA\ |
I; :/a\Qj¢ (2u ) <nt) devt7/9]¢(ut+(5142)x)dxdt,

para todo j = 1,2. Dado que en el interior de cada £2; la funcion satisface la ecuacion dife-
rencial u; + (%MQ)X = 0 (u es constante en el interior de 23, y u = x/t es solucién en el interior
de €2,), la segunda integral es cero, obteniendo asi

by

para todo j = 1,2; aqui 72; = (ﬁ’j‘, ﬁ’j)T es la normal exterior a d€2;. En vista de que ¢ =0
sobre d£2, las integrales de linea se reducen a

" L2 U
12=/ ¢<2 >'ﬁ2d5x,t+ ¢<2 >'ﬁ2de,ta
JQN{x=0} u Qn{x=t} u

1,0 1,0
A :/ 0 <2 >~ﬁ3de7,+ 0 (2 ).fmdsx,p
Qn{r=0} u Qn{x=t} u

Sobre {x =0} N, del lado de £,, u toma el valor u|(,—o)n0, = (X/t)x—o = 0. Sobre {x =
t} N €, del lado de €, u toma el valor u(,—nq, = (¥/t)— = 1, y la normal exterior es

fiy = (n§,n5) " = (1/v/2, —1/v/2)". Por ende,

1 1 dSyy dSy;
b = 2. I _ ’
? /m{x=t}¢ <1> (—1> V2 m{x=r}¢2ﬁ

Anélogamente, sobre {x =} N Q, del lado de 3, u toma el valor u = 1 y la normal
exterior es i3 = —fy = (—1/v/2,1/v/2)". Sobre {t = 0} N Q, del lado de Q;3, u toma el
valor u = 1y la normal exterior es /i3 = (0, —1)". Por lo tanto

Figura 2.9 Intersec- t
cién entre el soporte

de ¢ € CF(RxR;R) y

R x [0, +o0). La region se
divide en tres componentes
Q= 0Q U0 UNs con nor-
males exteriores ny,ny y n3
respectivamente.
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_ N =1\ dSy, 1 0
e /‘2”{X:f}¢ G) . < . > W+ m{x:o}d) (%> . <—1> @as

dSy;
= = — 1-0dSy;.
Qn{x=t} ¢ 272 Jani=0} #dSss

De esta manera
i211+12—|—13:—/ 1'¢de.,t'
Qn{r=0}
Parametrizando en {r = 0} por dS,,; = dx, y dado que la condicién inicial es tal que ug = 1
para x > 0y up = 0 para x < 0, reconocemos que

R oo 0 oo
I= —/ uo(x) ¢ (x,0) dx—/ uo(x)9(x,0)dx = —/ up(x)9(x,0) dx = —I,

0 —oo —oo
ya que ¢ se anula fuera de Q. Asi, hemos probado que I = + Iy = 0 para toda funcién de
prueba ¢ € Cy’(R x R;R), es decir, la onda de rarefaccién (2.56) es una solucién débil de
(2.51) con condicién inicial (2.54). a

Como corolario a esta observacion obtenemos que las soluciones débiles no son unicas,
ya que tanto la onda de rarefaccién (2.56), como la onda de choque discontinua (2.55) son
soluciones débiles de (2.51) con condicién inicial (2.54). Mds atin, es posible construir un
nimero infinito de soluciones débiles del mismo problema. En efecto, sea cualquier a € [0, 1]
y definamos las funciones (parametrizadas por @)

0, x<5%t,

a, $r<x<at,
x/t, ar<x<t,
1, t<ux.

U (X,1) = (2.57)

Es posible demostrar que u, es una solucién débil de (2.51) y (2.54) para cada « € [0, 1] (ver
ejercicio 2.1).

La definicién de solucion débil es, por lo tanto, muy general. El siguiente ejemplo muestra
un ndmero infinito de soluciones incluso con condiciones iniciales suaves. Consideremos
nuevamente la ecuacién de Burgers no viscosa (2.51), pero ahora con condicién inicial trivial
up = 0. Existe una solucién cldsica trivial a este problema dada por u(x,#) = 0. Sin embargo,
para cada f3 > 0, la siguiente funcién

0, x < —Pt,
2B, —Pr<x<0,
2B,  0<x< P,
0, Bt < x,

ug(x,t) = (2.58)

es una solucién débil no trivial del mismo problema de Cauchy, como el lector puede verificar
directamente (ejercicio 2.2).
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Observacion 2.12. En este punto, es preciso hacer un comentario sobre la importancia de
mantener la forma conservativa de las ecuaciones en lo que respecta a soluciones débiles.
Consideremos una onda de choque para la ecuacién de Burgers (2.51) en forma conservativa,
que conecta a dos estados constantes u; y ug, up # ug, y que se propaga con una velocidad
determinada por la condicién de Rankine-Hugoniot

s = Q(ML—Q-MR). (2.59)

Multiplicando la ecuacién de Burgers (2.51) por u obtenemos una nueva ley de conservacién
para %uz dada por
(3?), + (3u°) =0. (2.60)

Si las soluciones son clésicas, las ecuaciones (2.51) y (2.60) son equivalentes. La ecuacién
(2.60) no es, sin embargo, valida para soluciones débiles de (2.51). De otra manera, una onda
de choque que conecta a los mismos estados u; y ug tendria una velocidad dada por

1,3 3 2 2
G— 3 (ug —up) _ 2uptugup +up
i) 3w

contradiciendo (2.59). Es decir, una onda de choque no conserva u y %uz simultidneamente.

Como hemos visto, la definicién de solucién débil es poco restrictiva, ya que no garantiza
unicidad. Por lo tanto, es necesario considerar nuevos criterios de admisibilidad que restrinjan
la clase de soluciones débiles, y que, posiblemente, garanticen su unicidad. En la siguiente
seccién discutiremos algunos de estos criterios, los cuales seran estudiados con detalle en el
capitulo 3, seccién 3.2.

2.4.4. Condiciones de entropia

La no unicidad de soluciones débiles no es admisible ni desde el punto de vista matemati-
co, ni desde el punto de vista fisico. Para tener una teoria aceptable es necesario que la so-
lucién encontrada (si es el caso) sea Unica y continua con respecto a los datos iniciales, es
decir, que el problema de Cauchy esté bien planteado, o que satisfaga:

1. Para datos iniciales dados en un cierto espacio Y, el problema de Cauchy admite una
solucidn en el espacio Z que esté contenido en L*(R;Y).

2. Dicha solucién es dnica.

3. El mapeo Y — Z que lleva los datos iniciales a la solucién es un mapeo continuo.

Siun problema satisface los puntos anteriores, se dice que esta bien planteado en el sentido
de Hadamard [92].

A la fecha, no se ha podido demostrar que el problema de Cauchy para un sistema general
de leyes de conservacion de la forma (2.4) estd bien planteado en el sentido de Hadamard,
es decir, no se cuenta con una teoria matematica completa. Sin embargo, como veremos mas
adelante, para garantizar unicidad de la solucién en el caso escalar (y en el caso de algunos
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sistemas) vamos a requerir la imposicién de condiciones adicionales que en numerosos casos
estdn motivadas por problemas de la fisica, esto es, sus definiciones provienen de meca-
nismos para seleccionar, de entre las numerosas posibles soluciones débiles a un sistema,
aquélla solucién que sea fisicamente admisible. En el caso de la ecuacion de Burgers no
viscosa, por ejemplo, es preciso encontrar condiciones que nos permitan distinguir entre las
soluciones débiles (2.55) (onda discontinua) y (2.56) (onda de rarefaccién), las cuales tienen
la misma condicidn inicial (2.54). Hemos denominado a la solucién discontinua (2.55) como
una onda sin significado fisico (ver figura 2.7), ya que no satisface ninguno de los criterios que
mencionaremos a continuacion y que estudiaremos con mas detalle en el capitulo siguiente.

Observemos los frentes representados en las figuras 2.6 y 2.7. Aunque ambos son disconti-
nuidades que se propagan con la misma velocidad, notamos que tienen propiedades geométri-
cas diferentes. En la figura 2.6 se observa que las caracteristicas aparentan “entrar”’ en la dis-
continuidad, mientras que en la figura 2.7 las caracteristicas “salen” de la misma. Esta obser-
vacion tiene la siguiente interpretacion. Si las caracteristicas salen del frente, la discontinui-
dad es inestable bajo perturbaciones, en el sentido de que existen puntos (x,#) € R x (0, +oo)
tales que si dibujamos la caracteristica que pasa por dichos puntos “de regreso” en el tiempo,
nos cruzamos con la discontinuidad, violando asi la unicidad de la solucién. Sin embargo,
en el caso en el que las caracteristicas entran en la discontinuidad, para cada punto fuera de
ella, la caracteristica que pasa por dicho punto no intersecta ninguna otra para tiempos me-
nores y corta al eje {r = 0} en algdn punto (xo,0). Estas observaciones motivan la siguiente
definicién.

Definicion 2.13 (condicion de entropia de Lax [124], version escalar). Una discontinuidad
propagéandose con velocidad s que satisface la condicién de Rankine-Hugoniot se dice que
satisface la condicidén de entropia de Lax si

f(ug) <5< f'(ur). 2.61)

Notemos, en particular, que la onda de choque (2.53) satisface la condicién de entropia de

Lax,
1
O:uR:f/(uR)<s:§<1:uL:f/(uL),

mientras que (2.55), no:

1
f'(uL):uL:0<s: 5 <1 :uR:f'(uR).
Por otra parte, si f es estrictamente convexa, f”(u) > 0, entonces (2.61) se reduce a pedir que
ur, > ug. Otra condicién de entropia es la siguiente:

Definicion 2.14 (condicion de entropia de Lax-Oleinik [124, 176]). u es una solucién
entropica si todas las discontinuidades satisfacen
J(u) — f(ur)

fw) = flur) o S = f) (2.62)

u—Uur u—uy

para todo u entre uy, y ug.
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La condicién (2.62) es mds general que (2.61), ya que la primera implica la segunda. De
hecho, si f es convexa entonces ambas condiciones son equivalentes. En el caso convexo
tenemos otra condicidn de entropia, muy 1itil en aplicaciones, la cual se debe a Oleinik [175,
176]:

Definicion 2.15 (condicién de entropia de Oleinik). Si f es estrictamente convexa, f” > 0,
se dice que u es una solucién entrdpica si existe una constante C > 0 tal que para toda a > 0
ytodat >0, x € R, se tiene que

<

u(x+a,t) —u(xr) g (2.63)

a

La condicién de Oleinik se puede interpretar geométricamente de la siguiente manera. Si
fijamos ¢ > 0y tomamos x real que va de —oo a 4-co, un posible salto o discontinuidad en u sélo
puede ser decreciente, es decir, en direccién de la discontinuidad. Esta propiedad en la que
los saltos pueden tener s6lo una direccidn, nos recuerdan cantidades con significado fisico,
como la entropia, que s6lo pueden experimentar cambios con signo definido. Naturalmente,
la solucién (2.53) para la ecuacion de Burgers no viscosa satisface la condicion de Oleinik,
ya que,

1 ulx+a,t)—u(x,t) 0, si x+a<ité %lzx

t a —1/a, si x<%t§x+a,

para toda ¢ > 0y toda a > 0; mientras que la solucién débil (2.55) viola la condicién (2.63):
en efecto, tomemos a = € con 0 < € < 1 suficientemente pequefio y sea el punto (x,7) =
(1—1¢,2). La condicién (2.63) implica que

u(x+a,t)—u(x,t) =u(l+3€,2)—u(l—1e,2) = 1< ICs¢;
tomando € — 0T obtenemos una contradiccién.

Observacion 2.16. Las condiciones de entropia descritas en esta seccion fueron definidas
sOlo para leyes de conservacion escalares (n = 1). El la seccién 3.2 se discuten con mayor
detalle dichas condiciones y, en particular, se demuestra que son equivalentes entre si en el
caso estrictamente convexo, es decir, cuando f”(u) > & > 0 para todo u. La consecuencia
mads importante de imponer una condicién de entropia es la unicidad de la solucién débil al
problema de Cauchy en la clase de soluciones entrépicas.

2.5. Hiperbolicidad y simetrizabilidad

De la teorfa de ecuaciones diferenciales parciales, es un hecho conocido que la hiperboli-
cidad de un sistema de ecuaciones lineales de primer orden es necesaria para que el problema
de Cauchy esté bien planteado (ver [103, 56]). De la misma manera, para obtener existencia
de soluciones a sistemas de leyes de conservacion es necesario definir lo que entendemos por
hiperbolicidad del sistema (2.4). En el caso de una ecuacion escalar lineal de la forma (2.31),
con a > 0 constante, vimos que ésta admitia una solucién (de hecho, la solucién) en forma
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de onda viajera (2.33), donde ug es la condicién inicial. Igualmente, podemos preguntarnos
bajo qué condiciones un sistema nolineal de leyes de conservacion de la forma (2.4) admite
soluciones en forma de onda viajera. Nos interesa que la solucién sea de clase C' fuera de una
discontinuidad, por lo que podemos suponer que u es una solucién suave. De este modo, lejos
de una eventual discontinuidad, la solucién debe satisfacer el siguiente sistema cuasilineal,

d
w+ Y Al (wuy; =0, (2.64)
j=1

donde A’ (u) = Df/(u) : Q — R™" denota la matriz jacobiana de f/ con respecto de u, es
decir, ' '
Dy fi (1) -+ O, f (u)
Al(u) = : : c R,

Do F ) <+ Do £ (1)

Vamos a usar esta notacion por el resto del capitulo. Supongamos que existen soluciones a
(2.4) en forma de onda viajera, a saber,

u(x,t) =u(x-& —st), (2.65)

donde ii : R — R” es una funcién continuamente diferenciable en una variable, & € R4\ {0}
es la direccion de propagacion de la onda, y s € R es su velocidad. Tenemos, por lo tanto, un
frente plano de la forma x- & — st = 0 en el espacio tiempo que se propaga con velocidad s.
Sustituyendo (2.65) en el sistema cuasi-lineal (2.64) obtenemos

d
— il (x-& —st) + Z EiAT (a(x- & —st))il (x- & —st) =0. (2.66)
j=1

Definamos la matriz

A(u, &) = iéjAj(u). (2.67)

La ecuacién (2.66) sugiere que i#’ debe ser un vector propio de la matriz A(i, &) con valor
propio s. En otras palabras, para tener velocidades reales de propagacién, los valores pro-
pios de A(u,&) deben ser reales. Por ende, la definicién de hiperbolicidad de un sistema de
n ecuaciones estard relacionada con la posibilidad de encontrar n ondas (o frentes) distintos
que se propagan en cualquier direccion & del espacio fisico con una cierta velocidad carac-
teristica determinada por un valor propio (real) de la matriz A(u, & ). El vector propio asociado
especifica la direccién de la amplitud de dicha onda.
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2.5.1. Sistemas hiperbolicos

Definicion 2.17. El sistema de leyes de conservacién (2.4) es llamado hiperbdlico en un es-
tado u € Q, si paratodo & € RY, £ # 0, la matriz A(u, &) definida en (2.67) es diagonalizable
sobre R. En ese caso, los valores propios de A(u, &) son reales y semi-simples, que denotamos
como

)’l(uvé) S S 2’"(”76)

Si los valores propios son, ademas, todos distintos, entonces decimos que el sistema es es-
trictamente hiperbolico en u. Si el sistema es hiperbdlico (respectivamente, estrictamente
hiperbdlico) para todo estado u € €2 entonces se dice que es hiperbdlico (respectivamente,
estrictamente hiperbdlico) en todo . Los valores propios A;(u, &) de un sistema hiperbélico
son llamados también velocidades caracteristicas del sistema en el estado u € Q en direccién

EcRY EA£O.

Observacion 2.18. Un valor propio de una matriz A se denomina semi-simple si sus multi-
plicidades algebraica y geométrica coinciden®. Por lo tanto, A es diagonalizable sobre R si y
sOlo si sus valores propios son todos reales y semi-simples. La condicién de semi-simplicidad
de los valores propios de un sistema hiperbdlico tiene una interpretacion fisica, pues garantiza
que para cada valor propio con multiplicidad algebraica, digamos, k > 0, es posible encontrar
k vectores propios linealmente independientes; dicho de otro modo, existen k ondas diferentes
asociadas a dicha velocidad caracteristica, tal y como lo sugiere la ecuacién (2.66). En este
sentido, un bloque simple de Jordan no es hiperbdlico, pues es imposible completar una base
de vectores propios asociados al valor propio. De este modo, la definicién de hiperbolicidad
se puede reformular como la propiedad de A(u, &) de tener todos sus valores propios reales y
una base de n vectores propios linealmente independientes.

Observacion 2.19 (hiperbolicidad estricta). Si el sistema es estrictamente hiperbdlico en-
tonces existen vectores propios r1(u,&), ..., r,(u, &) € R™! que generan todo R" y satisfacen

A(“?é)rj(l’hé) = /lj(M,é)l’j(M,é),

para toda 1 < j <n,ytodo u € Q,& € R £ 0, en donde A; # A si j # k. Dado que
toda matriz real y su adjunta tienen el mismo espectro, introducimos los vectores propios
izquierdos, 1;(u,&) € R1™", tales que,

1i(u,8)A(u, 8) = Aj(u,8)1(u, &),
paratoda 1 < j<n,ytodouc Q,& € R? & #0. En este caso también se cumple la relacién
lk(“vé)rj(uvé):()a si k#]v

en virtud de que lk(lkrj) = lkAI’j = lkljrj = lj(lkrj) implica que (lk — lj)lkrj = 0, 0 sim-
plemente, l;r; =0, si k # j. Del mismo modo, [;(u,&)rj(u,&) # 0 para todo u,& y ;.

4 recordemos que la multiplicidad geométrica es la dimensién del niicleo de A — A7, mientras que la multipli-

cidad algebraica es el orden de A como raiz del polinomio caracteristico (véase [130]).
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La siguiente proposicion garantiza que la definicién de hiperbolicidad es invariante bajo
cambios suaves de coordenadas.

Proposicion 2.20. Sea u € Q. Sea @ : Q — R" un difeomorfismo suave sobre su rango (es
decir, una funcion inyectiva y sobre, con derivadas continuas), con inversa @1, Entonces, el
sistema (2.4) es hiperbdlico si'y solo si w = @ (u) satisface el sistema hiperbdlico cuasi-lineal

d
wi+ Y A (w)wy, =0, (2.68)
j=1

en R? x [0, 4o0), donde Al (w) = D, ®(D~ " (w))A/ (&~ (w))D,y @~ (W) y Al (1) = Dy, f (u),
paratodou € Q, w € ®(Q).

Demostracion. Sea u € . La hiperbolicidad del sistema (2.4) en u esta relacionada con la
hiperbolicidad del sistema cuasi-lineal

d
u+ Y Al (u)uy, = 0.
=1

& es invertible y suave. Por lo tanto, si w = ®(u) entonces tenemos que u; = D,, @~ (w)wy,
Y Uy = D, ®! (w)wxj. Sustituyendo,

D@~ (wyw;+ Y A/(D (w))Dy @ (w)wy; =0.
=1

En vista de que (D,, @' (w))~! = D, ®(® ' (w)), si multiplicamos la ecuacién anterior por
D, ®(P " (w)) se obtiene (2.68). Para verificar que el sistema cuasi-lineal (2.68) es un sis-
tema hiperbdlico si y sélo si el sistema (2.4) es hiperbdlico, basta con hacer notar que las
matrices A(u, &) y

d
Aw,§) = Zl EiAT(w),
=

son similares, dado que A(®(u),&) = D, P (u)A(u,&)(D,P(u))~"; por lo tanto, tienen el
mismo espectro, y si una es diagonalizable sobre R, la otra también. Los valores propios de
A(w,&) estan dados por A;(@ ! (w),&), donde A;(u,&) denota un valor propio de A(u,§).
Por lo tanto, el sistema (2.68) es también hiperbdlico. O

Observacion 2.21. En la préctica, esta proposicién es muy (til, ya que en muchos casos es
mads facil verificar hiperbolicidad de un sistema cuasi-lineal equivalente que hacerlo directa-
mente, como veremos en algunos ejemplos concretos.
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2.5.2. Ejemplos de sistemas hiperboélicos

Existe una gran cantidad de sistemas hiperbélicos que aparecen frecuentemente en mecéni-
ca de medios continuos. A continuacién presentaremos sélo algunos de ellos, los cuales serdn
estudiados en secciones subsecuentes.

Ejemplo 2.22 (ecuacion escalar). Toda ley de conservacién escalar
d .
us + Z f(u)y; =0
j=1

(donde cada funcién de flujo f/: Q — R! es una funcién escalar y u € R), es hiperbélica.
Aqui existe una tnica velocidad caracteristica real dada por

d
Au,8) = Eéj(d/du)fj(u)7 £ e R\ {0}.
=

Ejemplo 2.23 (el sistema p). Recordemos sistemas de la forma (2.24) donde p: R — R es
una funcién nolineal dada, que satisface p’(v) <0, p”(v) >0,y donde vywe Ry x € R, >0,
llamados sistemas p. La funcién de flujo es

7= o)

T es el vector de variables de estado. La matriz jacobiana del sistema esta

donde u = (v,w)
dada por

DY (v, w) = A(v,w) = (p,‘()v) ‘01> .

Claramente det(A(v,w) — AI) = A2+ p/(v) = 0, por lo que los valores propios son

M(vw) ==/ =p'(v) <O< (W) =+ -p'(v),

Dado que p/(v) < 0, los valores propios son reales, distintos, y por lo tanto el sistema es
estrictamente hiperbdlico. Es facil comprobar que los vectores propios de A asociados a A; y
a Ay son

1 1
ri(v,w) = s nv,w) = s
1) (\/—p’(V)) yoonbw <— —p’(V)>
respectivamente. Los vectores propios izquierdos son
ll(vvw) = ( —p’(v), 1)7 y lz(v,W) = (_ —p’(V), 1)

Ejemplo 2.24 (ecuaciones de Euler en una dimension). El sistema de ecuaciones de Euler
para un fluido compresible en una dimension (2.10) también es un sistema hiperbdlico si se
cumplen ciertas hipdtesis sobre la funcién de estado del fluido p = p(p,e). Supongamos que
la funcién p satisface:
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>0, pp >0, pp > 0. (2.69)

Vamos a aplicar la proposicién 2.20 y verificar la hiperbolicidad de (2.10) probando que
un sistema cuasilineal (equivalente para soluciones cldsicas) es hiperbélico. Después de al-
gunas manipulaciones algebraicas, es posible escribir (2.10) como el sistema cuasi-lineal
equivalente

pr +vpx+pvx =0,

Px
v+ +— =0,
Tp

(2.70)
e +ve,+ Phx _ 0,
p
donde py = pppx+ Peex. El sistema (2.70) tiene la forma U, + A(U)U, = 0 donde
p Vv p 0
14 1 A
U=|v]|, y AWU)=|pPp V pPe
1 A
e 0 P v
En consecuencia tenemos que
det(A(U) — A1) = (v—2) (v=2) = p2pup) — Fp(v—A)
=(v=2) (V=2 =p?pep—Pp)
Denotemos A
czzﬁp+‘;)p; >0, 2.71)

la cual es una cantidad positiva en virtud de (2.69). A la raiz positiva ¢ > 0 se le conoce como
velocidad del sonido. De este modo los valores propios de A(U), o velocidades caracteristicas
del sistema, son

M=v—c<lh=v<Az=v+c,

por lo cual el sistema es estrictamente hiperbélico.

Observacion 2.25 (gas politropico ideal). Un ejemplo de ecuacion de estado que satisface
(2.69) es el de un gas ideal y politrépico. La presion termodindmica de un gas ideal estd dada
por p = Rp0, donde R > 0 es una constante y 6 es la temperatura. Si el volumen del gas es
constante, el aumento en la energia interna es proporcional al aumento en la temperatura, por

lo que

de
— =c,>0.
40 Ccy >

La cantidad c, es el calor especifico a volumen constante. Si la presién se mantiene cons-
tante y el gas se expande mientras se afiade energia, parte de la energia hace trabajo en la
expansion, y la otra parte contribuye al aumento en energia interna. Por lo tanto,

dletp/p) _ .
d6 P
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donde d(p/p) es el trabajo de expansién del gas. La cantidad c, es el calor especifico a
presion constante. Para un gas politrépico se asume que ¢, y ¢, son constantes, por lo que

e=c,0, e—|—§:cp9.

Se define la razén y de calores especificos, también conocida como constante adiabdtica,

como
_
Cy

Y: > 1,

la cual es constante y mayor que uno para gases politrépicos’. De este modo, sustituyendo la
ecuacion de estado tenemos que

e=c,0=c,0/y=(e+p/p)/r.

Resolviendo para p obtenemos

p=ple,p)=(y—1)pe. (2.72)

Claramente p satisface (2.69) ya que ¥y > 1. Una ecuacién de estado de este tipo es llamada
una ley gama para un gas politrépico ideal (ver [40]).

La demostracién de hiperbolicidad (mas no la hiperbolicidad estricta) de las ecuaciones
de Euler en una dimension (ejemplo 2.24) es extrapolable a varias dimensiones espaciales y
se deja al lector como ejercicio (véase el ejercicio 2.3).

Ejemplo 2.26 (hiperelasticidad). Otro sistema de ecuaciones en mecanica de medios conti-
nuos que es hiperbdlico si se cumplen ciertas condiciones sobre la relacién constitutiva del
material, es el sistema que modela la dindmica de un material hiperelastico (2.20). Como se
vié en la seccion 2.2.4, si denotamos U; como la columna j del gradiente de deformacién U,
y 0 como la columna j del tensor de esfuerzos o = dW /dU, las cantidades conservadas son

u=(Up,U,Us3,V)" € R'?
con funciones de flujo asociadas,
fH(w)=(v,0,0,600(U)",  f*(u)=(0,v,0,62(U))", f(u)=(0,0,V,035(U))",

y donde f/ € R'? para toda j = 1,2, 3. Para cada par de indices 1 <i, j <3, i, j fijos, definimos
a las matrices B/ (U) € R3*3 componente a componente como

*w

J _
(Bi (U))lk - aUljaki7

paracada 1 <[, k < 3, es decir,

3 por ejemplo, para un gas monoatémico, ¥ = 5/3; para un gas diatémico, = 7/5.
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) WUllei WUljUZi WUljU3i

J _
Bi (U) = WUszu WUZjUZi WU2jU3i
WU3jU1i WU3jU2i WU3jU3i

Es posible demostrar (véase [71]) que las matrices jacobianas A/(u) = Df/(u) € R1>*12,
Jj=1,2,3, estdn dadas por

0 0 0o I
Aw=- 5 o o o
B}(U) B,(U) B}(U) O
0 0 0 0
O |
B} (U) B3(U) B3(U) 0
0 0 0 0
eo--| o 5 09|
Bi(U) B3(U) By(U) 0

donde cada elemento de las matrices es un bloque de 3 x 3, e I denota a la matriz identidad
de 3 x 3. Definimos ahora el tensor actistico:

3 .
N U):= ) &EBl(U) eR¥,
ij=1
para cada £ € R? y cada U € R3.

Definicion 2.27 (condicion de Legendre-Hadamard). Decimos que la funcién de densidad
de energia W satisface la condicion de Legendre-Hadamard en U si el tensor actstico es
definido positivo para todo & € R3, & # 0, es decir, si

n'N(E. UM >0,
para todo n € R3, n #0.

Lema 2.28. Si W satisface la condicion de Legendre-Hadamard en un estado U € R3*3,
y ademds, los valores propios del tensor acistico N(&E,U) son semi-simples, entonces el
sistema (2.20) es hiperbdlico en U.

Demostracién. Para cada £ € R, sea

3
A(E,U) = Z,léjAj(U)~
=
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Por inspeccién de las expresiones de A/(U), notamos que éstas tienen un bloque de ceros
de dimensién 9 x 9, y ceros en la diagonal. Por ende, A = 0 es un valor propio mdltiple de A.
Supongamos, por lo tanto, que A # 0 es un valor propio de A, es decir,

A(E,0) (l‘f) =2 (l‘f) , (2.73)

para cierto (U,V)" := (U;,0,,03,V) T € R'?. Haciendo las operaciones correspondientes
vemos que

) -V
AI(U)(ZV]>: x 81(U>c7 |
T Li=1"7 i

~ O,.

R W,
T =10 i
0
so(f)-1 5

—-YL B} U)Ui

y, por lo tanto, la ecuacién espectral (2.73) se puede escribir como

EV+AU; =0, =123,
3 P~ _ 2.74
Y &B/(U)Ti+AV =0. ek
ij=1
Multiplicando la segunda ecuacién de (2.74) por A # 0y sustituyendo la primera obtene-
mos ;
— Y &EBI(U)V+A%V =0,
ij=1
lo cual implica que N(&,U)V = A%V, es decir, A es un valor propio del tensor acistico,
con vector propio V. Dado que W satisface la condicién de Legendre-Hadamard, los valores
propios de N(&,U) son todos reales y estrictamente positivos, por lo que

A =+Vk,
donde x > 0 es un valor propio de N(&,U). De este modo los valores propios de A son
A0(8,U) =0,

con multiplicidad algebraica igual a seis, y seis valores propios reales
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AF(E,U) = +/Kk; >0,
A (&,U) = —/K; <0,

para j = 1,2,3, donde k; son los valores propios (semi-simples) de N(&,U). Claramente,
Ao = 0 también es semi-simple ya que el nicleo de A(&,U) estd generado por

3 i ~
([7,‘7) = (01,02,U3,0), donde Z ng{(U)U,' =0,
i,j=1

el cual tiene dimensién igual a seis (véase Dafermos [47], seccién 3.3.3). De este modo,
los valores propios del sistema son todos reales y semi-simples, y el sistema es hiperbélico
(nétese, sin embargo, que no es estrictamente hiperb6lico). a

2.5.3. Existencia local

La definicién de hiperbolicidad no garantiza que el problema de Cauchy para (2.64) esté
bien planteado, ni siquiera localmente en el tiempo, ni con condiciones iniciales suficiente-
mente suaves (ver Serre [197]). Esta definicién es, sin embargo, ampliamente utilizada por su
invariancia bajo cambios suaves de coordenadas (proposicién 2.20), y porque, para la clase
especial de sistemas simétricos, el problema de Cauchy estd bien planteado localmente. No se
demostrard aqui el siguiente teorema, pero remitimos al lector a consultar el articulo original
de Kato [105].

Teorema 2.29 (Kato). Sea el problema de Cauchy para el sistema hiperbdlico cuasi-lineal

d
w+ Y A (w)uy, =0,
' FZI ()t (2.75)

u(x,0) = up(x),

donde u(x,t) € R" y cada A’(u) es simétrica para todo u'y toda j. Si ug € H*(RY;R") con
s >d /241, entonces existe un intervalo de tiempo finito [0,T], con T > 0, tal que el problema
de Cauchy (2.75) tiene una tinica solucion cldsica u € C'([0,T]; H*(R4;R")).

Dado que en el caso de soluciones cldsicas los sistemas (2.4) y (2.64) son equivalen-
tes, la proposicién 2.29 garantiza la existencia local y la unicidad de soluciones clasicas al
sistema hiperbdlico original de leyes de conservacién (2.4), siempre y cuando cada matriz
jacobiana A/ = Df/, de cada funcién de flujo f/, con j = 1,...,d, sea simétrica. Por la
invariancia de la hiperbolicidad bajo transformaciones suaves en las variables independientes,
basta con encontrar un cambio de coordenadas que “simetrice” al sistema original, con el fin
de obtener existencia local de soluciones clasicas. Esto motiva el concepto de simetrizabilidad
que exploraremos a continuacion.
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2.5.4. Sistemas simetrizables

Recordamos la notacién para las matrices jacobianas de las funciones de flujo: Al(u) =
Df’(u), paratodou € Q, j=1,....d.
Definicion 2.30. El sistema (2.4) es simétrico si las matrices jacobianas de los flujos son
simétricas, es decir, si A/(u) " = A/(u) paratodou € 2, j=1,...,d.

Definicion 2.31. El sistema (2.4) es simetrizable si para todo u € £ existe una matriz real
S(u) definida positiva y simétrica (y por ende, invertible), tal que las matrices

Al(u) :=SwA (v), j=1,...,d,

son simétricas para todo u € Q. A la matriz S(u) se le conoce como un simetrizador del
sistema (2.4).

Lema 2.32. Si el sistema (2.4) es simetrizable entonces es hiperbdlico.

Demostracion. Supongamos que (2.4) es simetrizable con simetrizador S(u). Denotemos
~ d .
Au, &) :=SwAw,8), Aw,8):=Yy &Al(u),
j=1

para u € Q, & € RY. De esta forma, A es una matriz real y simétrica; por lo tanto, sus
valores propios son reales. Dado que S(u) es definida positiva, real y simétrica, tenemos
que w*S(u)w > 0 para todo w € C", w # 0. Sea w € C" un vector propio de A con valor
propio A € C, w # 0. Entonces tenemos que Aw = S~1Aw = Aw, o bien, Aw = ASw. Sea
r:=w*Sw > 0. Entonces,

Ar=w*(ASw) = w*'Aw = (Aw)*w = (ASW)*w = A*w*Sw = A*r.

Dado que r # 0 tenemos que A = A*, esto es, A € R. Asi A(E,u) = S(u)~'A(u, &) tiene valo-
res propios reales. Por otro lado, dado que S > 0 y ademas, es simétrica, entonces existe una
tinica $'/2 > 0, también simétrica, tal que S = S/25'/2. Dado que SA es simétrica, también
M :=S§'2A5~1/2 es simétrica:

MT — (S—l/2SAs—1/2)T — (S—I/Z)T(SA)T(S—I/Z)T :S—I/ZSAs—l/Z :M

Toda matriz simétrica es diagonalizable, por lo que existe O invertible que diagonaliza a M.
De este modo OS'/? diagonaliza a A cuyo espectro es real. Por lo tanto el sistema original es
hiperbélico. a

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.33. Un sistema simétrico es aquél conocido como la ecuacion de Burgers com-
pleja [194],

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



50 2 Generalidades

Vit (0 =12 =0, (2.76)
w4+ (vw), = 0,
el cual es un sistema de 2 x 2 para u = (v,w) " € R? y con funcién de flujo f(u) = (3(w* —

v, )T = (fi(vw), 2(v,w))" € R2. Calculando el jacobiano de f obtenemos

prto = ().

el cual es simétrico. El sistema (2.76) resulta de considerar la ecuacidn escalar
i+ f(u), =0, (2.77)

donde u es una funcién compleja de (x,t), u(x,t) = v(x,t) 4+ iw(x,t), & denota el conjugado
complejo de u, y f(u) es la funcién de variable compleja definida por

flu) = %(w2 ) —ivw=: fi(v,w)+ifr(v,w).

Nétese que f es analitica ya que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, fi,, = —f>, y
f1, = f2,,- Tomando las partes real e imaginaria de la ecuacion (2.77) obtenemos el sistema
(2.76). Ecuaciones del tipo (2.77) aparecen en modelos de recuperacion de petréleo (véase,
por ejemplo, [194]).

Es posible generalizar este principio y obtener una familia de sistemas simétricos siguien-
do el argumento de Lax [129]: sea f = f(z) una funcién analitica de variable compleja,
z=x+1iy € C, y sea u = u(z,t) una funcién compleja de (z,#) € C x [0, +e0). Consideremos
la ecuacién diferencial parcial

i+ d,f (u) =0, (2.78)

donde 9. denota al operador 9, = %(d, — idy). Si denotamos nuevamente u = v(x,y,t) +
iw(x,y,t) y f=filv,w)+ifa(v,w), la ecuacién (2.78) es equivalente al sistema de 2 x 2
en dos variables espaciales

(o), 7+ () 2 (hle)) =0

Calculando los jacobianos de las funciones de flujo obtenemos

11 Jiv Jiy 21 (S Sou
A= (-fzv —f2w>’ A7=3 <f1v f1w>’

los cuales son claramente simétricos gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Ejemplo 2.34. Consideremos el sistema de ecuaciones de Euler para un gas compresible en
el caso barotropico [229],
pi+(pv)y =0,

2.79
(V)i + (P2 + P =0, @7
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que es un caso especial de las ecuaciones de Euler (2.10), en el que la energia interna e per-
manece constante. Aqui p > 0, vy p son la densidad, velocidad y presion, respectivamente.
Supongamos que p = p(p) es la ecuacion de estado barotrdpica, donde p : Ry — R es una
funcién diferenciable que satisface la condicién p'(p) > 0 (caso particular de la condicién
Pp > 0en (2.69) para e constante). Las variables conservadas y la funcién de flujo del sistema
(2.79) son

() o)) o

respectivamente. Por lo tanto el jacobiano de f estd dado por

_ _ 0 1 B 0 1
A(”) —Df(u) - (u%/u% +ﬁ/(ul) 2u2/u1> - (Verﬁ/(P) 2\/) . (2.81)
Definiendo la matriz N )
s = (P17,

obtenemos un simetrizador del sistema (2.79). En efecto, claramente S(u) es simétrica y
ademds . oy 5
—v(p'(p) =v*) p'(p) —v )
S(u)A(u) = N
) = (TR

es una matriz simétrica. S(u) es definida positiva ya que para todo 1 € R?,  # 0, la forma
cuadrética

n'S@w)n =nip' (p)+ (vm —m)* >0,

es estrictamente postiva para todo (p,v) con p > 0. El sistema (2.79) es simetrizable y, por
ende, hiperbdlico.

Es posible demostrar que todo sistema hiperbdlico en una dimensién espacial (d = 1)
es simetrizable (ejercicio 2.6). El siguiente ejemplo debido a Lax [125] muestra que para
dimensiones d > 2, no todo sistema hiperbdlico es simetrizable, por lo cual la implicacién
inversa del lema 2.32 es, en general, falsa.

Ejemplo 2.35 (Lax). Consideremos el siguiente sistema lineal de la forma
u; +Aouy + Bouy =0, (2.82)

donde las matrices Ag y By son simétricas y constantes, dadas por

100 010
Ag=|0-10|, Bo=|[100],
000 000

yue R3, es decir, tenemos un sistema con n = 3 y d = 2. El sistema es hiperbdlico, simétrico
y lineal, con la propiedad de que cada combinacién lineal de la forma &;Ag + & By con & =
(&1,&) € R?, |E] = 1 tiene como valores propios a —1, 0y 1, lo cual puede ser verificado
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facilmente. Dado que el conjunto de matrices con valores propios reales y distintos es abierto,
se deduce que para cualquier matriz real C € R3*3 y para cada € > 0 suficientemente pequeiio,
todas las combinaciones lineales de Ag y B := By + £C también tienen valores propios reales
y distintos. Por lo tanto todos los sistemas de la forma

uy + Aoty + (B+€Cuy, =0,

con € > 0 pequefio, son estrictamente hiperbolicos. La idea es mostrar que para una C apro-
piada, el sistema no es simetrizable.

Argumentando por contradiccién, supongamos que existe un simetrizador S, definido po-
sitivo, simétrico, tal que SAg y SB son simétricas. En particular, SAoS~! y SBS~! son simétri-
cas. Sea Q la matriz unitaria, con Q' Q = I, que diagonaliza a SAgS~'. Definamos T := S~'Q
y A := T~ 'AgT. De este modo, A = Q" 'SA;S~!Q es diagonal. Siendo A y Ag similares y
diagonales, tienen los mismos valores propios y ademds, podemos suponer sin pérdida de
generalidad® que A = Ag. Asf, concluimos que

T 'A0T = Ay,

es decir, Ag y T conmutan. De aqui se sigue que 7 tiene los mismos vectores propios que Ag
y que, por lo tanto, T también es diagonal. De este modo denotamos

b1y -+ D13
T = diag(t1,12,13), B=| : .
b3y -+ b33
Por otro lado sabemos que SBS~! es simétrica. Asi, siendo Q unitaria tenemos que

T~'BT = Q"SBS~'Q es simétrica. En virtud de que T es diagonal, es ficil verificar que
T~'BT es simétrica si y sélo si

b1b32b13 = b12b23b3;.
Dado que B = By + €C, esta condicién es equivalente a
€32€13 + €C€21€32€13 = €23€31 + €C12€23C31 -

Es posible, sin embargo, escoger C de modo que esta condicién no se satisface: por ejem-
plo, tomando c33¢13 # ¢23¢31 y € suficientemente pequefio obtenemos una contradiccién. En
conclusion, el sistema es hiperbdlico, pero no es simetrizable.

Esta elegante demostracion se debe a Lax [125], y constituye el ejemplo clasico de que
hiperbolicidad no implica simetrizabilidad (ver [18]).

6 los valores propios no necesariamente estin en el mismo orden, pero es posible escribir A en la forma de Ay
mediante una transformacién unitaria trivial de cambio de base que se incorpora a 7.
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2.6. Entropia y flujo de entropia

En esta seccion se introducird un concepto fundamental en la teoria de leyes de conser-
vacion: el de par de entropia. La definicién de entropia que manejaremos se debe a Lax
[128, 127] y es un tanto contra-intuitiva, ya que corresponde a una entropia matemdtica, la
cual, usualmente, es el negativo de la entropia fisica (por ejemplo, la entropia termodindmica
en el caso de las ecuaciones de Euler) de los sistemas bajo consideracién.

2.6.1. Definicion de funcion de entropia

Consideremos un sistema de leyes de conservacién de la forma (2.4) con (x,) € RY x
[0, 4-00), u(x,t) € Q CR", Q abierto y acotado, f/: Q — R" de clase C2, j=1,...,d, y con
condiciodn inicial,

u(x,0) = up(x), (2.83)
en ¢t = (. En diversos ejemplos en mecdnica, las soluciones cldsicas a sistemas del tipo (2.4)
satisfacen una ecuacién suplementaria de la forma

d
E(u);+ Y, ¥/ (u); =0, (2.84)
=1
donde E : Q — R es una funcion estrictamente convexay ¥ : Q — R @ = (gl . pd)T

es un vector de funciones de flujo, donde cada ¥/ es una funcién escalar. A la funcién E () se
le conoce como funcion de entropia, y a las funciones ¥ se les denomina flujos de entropia.

Supongamos que u es una solucién de clase C' de (2.4). Podemos entonces preguntar-
nos, ;/bajo qué condiciones satisface u una ley de conservacion adicional de la forma (2.84)?
Vamos a denotar a los gradientes de E y de ¥/ como

DE(u) = (Ey,...,E,,) €R™' 'y, D/ (u)= (¥ ... W) er™

Un
respectivamente, para cada j = 1,...,d y todo u € Q. Si u es solucién de clase C! de 2.4)

entonces multiplicando por DE | por la izquierda obtenemos

0=DE(u)" (u + iAj(u)uxj) =E(u);+ i DE(U)TAj(u)uXJ,.
=1 =1

Por lo tanto si se cumplen las relaciones
DE(u)"AJ(u) =D¥/(w)",  j=1,....d, (2.85)
para todo u € 2, entonces la ley de conservacion (2.84) se satisface.

Definicion 2.36 (par de entropia). Una funcién real y convexa E : Q — R de clase C'es
denominada funcion de entropia del sistema (2.4) si existen d funciones ¥/ : Q@ — R, j =
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.,d, de clase C', llamadas flujos de entropia tales que se satisfacen (2.85) para todo
u € Q. Al par (E,¥) se le conoce como par de entropia. Nétese que, en particular, toda
solucion clésica de (2.4) satisface la ecuacion (2.84).

Observacion 2.37. (a) La relacion (2.84) no es cierta para soluciones débiles de (2.4), ya
que si u tiene una discontinuidad X, (2.84) induce una relacién adicional de salto de tipo
Rankine-Hugoniot de la forma

d
u)] + Zlnj['f“' (u)] =0,
=

sobre X. En general, soluciones débiles no son de clase C I debido a la formacién de ondas de
choque, y la igualdad (2.84) no es valida. La idea, para soluciones débiles, es la de sustituir
(2.84) por la desigualdad

d
w)+ ), ¥ (), <O, (2.86)

en R x (0,+o0), en el sentido distribucional.

(b) En aplicaciones concretas, muchas veces la entropia matemdtica E (u) es el negativo de
la entropia fisica. La desigualdad (2.86) significa que dicha entropia evoluciona en el tiempo
de acuerdo al flujo ¥V, pero que también puede tener saltos de un solo signo.

(c) Andlogamente a la definicién de solucién débil, dado un par de entropia (E, V) pode-
mos extender la desigualdad (2.86) a una desigualdad de tipo integral. Multiplicando (2.86)
por una funcién de prueba’

0?2, ={pcCyRIxR;R) : ¢ >0},

e integrando por partes, tal como lo hicimos para definir soluciones débiles, llegamos a la
relacién integral

~+oo
/ / O E(u)+ Z Px; W (u dxdt+/ ©(x,0)E (up)dx > 0. (2.87)

(d) Notemos que las ecuaciones (2.85) son un sistema de n ecuaciones diferenciales (para
cada j), con dos funciones desconocidas: E y ¥/, el cual no tiene solucién en general por es-
tar sobredeterminado. No obstante, existen importantes ejemplos de sistemas para los cuales
existen soluciones no triviales a (2.85), por ejemplo, las ecuaciones de Euler para gases com-
presibles. Existe también una clase general de ecuaciones donde existe siempre una solucién
a (2.85) y, en consecuencia, contamos con una funcién de entropia: los sistemas simétricos
(ver lema 2.40 a continuacidn).

Observacion 2.38. Tal vez el lector se pregunte: ;cudl es la relacion entre las “condiciones
de entropia” para ecuaciones escalares que se definieron en la seccién 2.4.4 con el concepto

7 nétese que la clase de funciones de prueba que consideramos para la definicién de solucién débil es Cy(Rx
R;R"), mientras que en (2.87) las funciones de prueba son funciones escalares no negativas (para conservar
el sentido de la desigualdad).
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de par de entropia de la definicién 2.36? En el caso escalar, ambas definiciones son préctica-
mente equivalentes, y la relacion entre ellas se estudiard detalladamente en la seccion 3.2 del
siguiente capitulo.

2.6.2. Entropia e hiperbolicidad

En esta seccién vamos a relacionar los conceptos de entropia con la clase de sistemas si-
metrizables. Comenzaremos estudiando el caso particular de los sistemas simétricos, y para
ello necesitamos un lema elemental de célculo.

L_ema 2.39 (Lema de Poincaré). Si el sistema (2.4) es simétrico entonces existen funciones
g/ Q =+ Rdeclase C', j=1,...,d, tales que

Dg/(u) = f(u),  j=1,....d, (2.88)
para todo u € Q.

Demostracién. Basta con probar que si y: Q2 C R" — R”, de clase C! es tal que Dy/(u)
es simétrico, entonces podemos construir g : 2 — R de clase C' tal que Dg(u) = y(u).
Definimos

uj
g(u):/ Wj(ul,---7ﬁj>---aun)d’1j-

De esta manera, g,; = Y;, y para k # j, dado que Dy (u) es simétrico, tenemos que

98 :/uj%(u
Buk u Buk b

“i 0y . 8
:/u* TMj(ul,...,uj,...,un)duj

= l]/k(ul,...,uj,...,un)—i—c,

,ﬁj,...,un)dﬁj

con C constante, la cual podemos elegir C = 0. Por lo tanto, Dg(u) = y(u), y g es de clase
cl. O

Lema 2.40. Para un sistema simétrico, la funcion convexa E(u) = %|u|2 es una funcion de
entropia asociada a los flujos de entropia Wi(u) = —g/(u)+u' fi(u), j=1,...,d, donde
g/ 1 Q — Restal que Dg’ = f/.

Demostracion. Dado que el sistema es simétrico, aplicando el lema de Poincaré concluimos
que existen d funciones g’/ : Q — R tales que Dg’(u) = f/(u) para cada j = 1,...,d. Clara-
mente, DE () = u. Por lo tanto

D¥/ (u)" = —Dg/(u)" +f/(u)" +u"A/(u) = DE(u)"A/(u), j=1,...,d; uce.
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Proposicion 2.41 (Friedrichs-Lax [76]). Supongamos que (2.4) es un sistema de leyes de
conservacion donde u toma valores en 2 C R", abierto, acotado y conexo. Si existe una
funcion de entropia E : Q — R de clase C? y estrictamente convexa, entonces el sistema es
simetrizable. Asimismo, si E :  — R es una funcion estrictamente convexa de clase C? tal
que las matrices D*E(u)A/ (u), j=1,...,d, son simétricas para todo u € Q, entonces E es
una funcion de entropia del sistema (2.4).

Demostracion. Primero supongamos que E es una funcién de entropia estrictamente convexa
y de clase C2. Entonces existen flujos de entropia ¥/ : Q — R, j=1,...,d, tales que las
condiciones (2.85) se cumplen para todo u# € . Componente a componente, las relaciones
(2.85) se escriben como

" QEJf] oW

=1 au, 8uk B 8uk ’

paratodo 1 <k <mytodo 1 < j<d.Diferenciando con respecto a u,,, para cierto 1 <m < n,
tenemos ) .
no92E dff  9*Wi & 9E 9%f/ :
l = -y — /i =: G,fcm(u). (2.89)
= Qumduy duy  dupduy = Juy Juyduy ,

Dado que ¥/ y f/ son de clase C?> en un dominio conexo, las matrices G’ (cuya com-
ponente (k,m) estd definida por (2.89)) son simétricas. Por lo tanto, Gi. = Gin ey el lado
izquierdo de la ecuacién (2.89) también es simétrico, es decir, '

n (92E aflji n aZE afl/

E’ Qupdu; dug E{ dudu; duyy,’

1

olo que es lo mismo, (D?E (u)Df/(u)) " = D*E(u)Df/(u), paratodou € Q ytoda 1 < j <d.
Asi, S(u) = D*E(u) es un simetrizador para las ecuaciones (2.4). El sistema es, por lo tanto,
simetrizable.

Ahora supongamos que las matrices D*E (u)A/ (1) son simétricas. Definimos las funciones

¢/ (u) =DE(u)"Df/(u) : Q — R,

Dado que las matrices D?E (u)Df7 (1) son simétricas, tenemos que para toda 1 < m,k < n,

ol _ o (goraf\ _¢ ok ol or 25
ouy  Oup = du; duy o = Qumduy duy — duy dupduy

i 82E 8fl OE *ff 9 ( aEan)_agz;,

* Jugduy duy, aul Quduy,  uy & duy duy, T ou

Por el lema de Poincaré, existen flujos de entropia ¥/ : Q — R tales que DY/ = g/, 0 equi-
valentemente, DE (u) "D f/(u) = D¥/(u)". Por lo tanto (E,¥) es un par de entropia para el
sistema (2.4). a

Observacion 2.42. Notese que la existencia de una funcién de entropia E estrictamente con-
vexa implica que el sistema es simetrizable, y en consecuencia, hiperbélico. Aqui convexidad
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estricta significa que la matriz Hessiana de E es definida positiva, D?E (u) > 0, simétrica, y
por ende actia como simetrizador del sistema.

Lema 2.43. Una condicion necesaria y suficiente para que el sistema (2.4) posea una funcion
de entropia E estrictamente convexa de clase C?, es la existencia de una transformacion dos
veces diferenciable en las variables de estado u = ®(w), © : R" — Q, tal que el sistema para
w tiene la forma simétrica

d
DO (w)w, + Y A/(O(w))D\O (w)wy, =0, (2.90)
j=1

con D,,® > 0 definido positivo y simétrico, y con AJ(©(w))D,,@(w) simétrico para todo
1 <j<dytodow.

Demostracion. Si E es una funcién de entropia estrictamente convexa, por la proposicién
2.41 la matriz hessiana D?E actia como simetrizador del sistema. De este modo, el cambio
de variables buscado es simplemente w = D,E (u).

Supongamos ahora que existe una transformacién u = @(w), © : R" — Q, que satisface
las hipétesis del lema. Por lo tanto las matrices D,, 0, y A'D, 0, j=1,...,d, son simétricas.
Ademas, el simetrizador D,,® es definido positivo. Por el lema de Poincaré existen funciones
g:R" - R"y g/ : R" = R", tales que

Dyg(w) =O(w) =u,  Dyg/(w)=f/(Ow))=f'(w), j=1,....d. (2.91)

Dado que D,,® es definido positivo, la funcién ¢ es estrictamente convexa, lo cual implica, a
su vez, que el mapeo w —+ D,,q es inyectivo. Por lo tanto podemos escribir w = @~ (u) =:
w(u). Definimos

E@w)=w) u—qww), W) =ww) f/u)-gwu), j=1...4d

Derivando y aplicando (2.91) obtenemos,

DyE(u)" =w(u)" +u" Dyw(u) — Dyg(w(u)) " Dyw(u) =w(u)",
D ()" = w(u) " Duf (u) + £ (u) " Dyw(u) — Dyg’ (w(u)) " Dyw(u)
= W(M)TDufj(u),

para todo 1 < j < d, es decir, se cumplen las relaciones (2.85). Mds atin, dado que D,E (u) =
w(u), y por ende, D,E(®(w)) = w para cada w, por invertibilidad del mapeo obtenemos
D2E(©(w))D,,0®(w) =1, es decir, D2E(u) = (D,,0)~!(w(u)). Esto implica que D2E es de-
finido positivo (ya que D,,® es definido positivo). Esto concluye la demostracién. a

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.44. (El sistema p.) Consideremos nuevamente el sistema p de la forma (2.24),
donde suponemos que p’(v) < 0. Sea P = [” p una primitiva de p, tal que P’ = p. La matriz
jacobiana del sistema es
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0 -1
Df(v,w) =A(v,w) = .
7 =400 = (0 ')

Multiplicando la primera ecuacién de (2.24) por —p(v), la segunda por w, y sumdndolas, se
obtiene

(3w* = P(¥)), + (p(v)w). = 0.
Esta ecuacién sugiere que el par (E,¥), definido por
E(v,w) = %wz —P(v), Y(v,w) = p(v)w,
), w) " por
= (wp'(v), p())" y se

es un par de entropia de (2.24). En efecto, si multiplicamos DE (v,w)" = (—p(v
la izquierda de la matriz jacobiana A(v,w) obtenemos D¥ (v,w)"
satisface (2.85). Notamos que la matriz Hessiana de E,

es diagonal con entradas positivas, y por lo tanto es definida positiva y la funcién E es estric-
tamente convexa.

2.7. Aproximacion viscosa

En muchas situaciones de origen fisico, los efectos debidos a disipacion por viscosidad o
conduccidn de calor son importantes. Dichos efectos se incorporan a las ecuaciones mediante
términos de segundo orden que denominaremos viscosos. En el caso de un sistema genérico
de leyes de conservacion de la forma (2.4), el sistema viscoso asociado tiene la forma general

d d
U+ Z Vi (M)xj = Z (Blk(éa ”)”xk)x,-7 (2.92)
J=1 ik=1
donde, para cierto m > 1,
E=(e,....&n) ERT,

denota al vector de coeficientes de difusion e incluye a todos los pardmetros de disipacion,
& >0, como pueden ser el coeficiente de viscosidad cinematica y el coeficiente de conduccién
de calor, entre otros. Las matrices de n X n,

B* e C2(R™ x Q;R™™), ik=1,....d,

son conocidas como tensores de viscosidad. Cuando los coeficientes de disipacion tienen a
cero, |&| — 07, debemos obtener el sistema hiperbélico original (2.4), por lo cual general-
mente se requiere que los tensores de viscosidad satisfagan la siguiente condicidn:

B*(0,u)=0, VYueQ, ik=1,....d.
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Un caso muy estudiado por su relevancia tedrica, pero que no necesariamente tiene una
interpretacion fisica, es cuando
B*(e,u) = €6/1,

para todo par 1 < i,k <d, paratodo u € Q, con € > 0 escalar, y donde I denota a la matriz
identidad de n x n. Este caso se conoce como modelo de viscosidad idéntica o artificial. Tras
sustituir en (2.92) se obtiene el sistema

d
w+ Y f(u); = eAu, (2.93)
j=1

es decir, el lado derecho del sistema (2.92) se convierte en el operador de Laplace. El sistema
de ecuaciones es estrictamente parabdlico o estrictamente disipativo, ya que el operador de
Laplace es fuertemente eliptico. Asimismo, podemos generalizar este modelo si considera-
mos tensores de viscosidad que satisfacen la condicién de elipticidad sobre el simbolo del
operador, esto es, que el tensor

d
Y &&B (ug) >0 (2.94)
i,k=1

sea definido positivo para todo u € Q y para todo & € R, £ # 0. A este caso se le conoce
como modelo de viscosidad estrictamente parabdlica. Claramente, el modelo con viscosidad
idéntica es estrictamente parabdlico. Si suponemos hiperbolicidad de los términos de primer
orden, a los sistemas de la forma (2.92) donde los tensores de viscosidad satisfacen la condi-
cidn (2.94) se les conoce como sistemas hiperbolico-parabdlicos o estrictamente disipativos.

Existen, sin embargo, numerosos modelos de origen fisico que no cumplen la condicién
de parabolicidad estricta, como, por ejemplo, el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes para
un fluido viscoso compresible que conduce calor:

pi+div (pv) = 0,
(pv); +div(pv®@v) + Vp = divy (,u(divxv)l—i— AV + (va)T)),

(p(e+ V), +div(p(e+ L v+ pv) = div, (,LL(divxv)erl (Vv + (vxv)T)v> +KAB,

(2.95)
donde, al igual que en el caso de las ecuaciones de Euler (ver seccién 2.2.1), las variables p, v,
py e denotan densidad de masa, campo de velocidades, presion y densidad de energia interna,
respectivamente. Al considerar los efectos debidos a la viscosidad y la conduccién de calor,
se introducen los pardmetros i > 0y A > 0 como coeficientes de viscosidad cinemadtica y
volumétrica, respectivamente, y K > 0 es el coeficiente de conductividad térmica. La variable
0 = 0(x,r) denota a la temperatura absoluta. Para una derivacién completa de las ecuaciones
de Navier-Stokes recomiendo consultar el libro de Dafermos [47].

El sistema de Navier-Stokes se puede escribir de la forma (2.92) (ver Zumbrun [234, 235]).
Sin embargo, notamos que la primera ecuacién (la de conservaciéon de masa) no contiene
términos disipativos. Es decir, esta ecuacién es siempre hiperbdlica. Esto implica que los
tensores de viscosidad tienen un nucleo (ya que el primer renglén de cada uno de ellos debe
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ser cero) y por lo tanto no satisfacen la condicién de parabolicidad estricta. Para incluir este
tipo de modelos se sustituye la condicién (2.94) por la condicién de que el tensor

d
Y &&B*(u,E) >0 (2.96)
i,k=1

sea definido semi-positivo para todo u € Q y para todo & € R?, & # 0. A este caso se le
conoce como modelo con viscosidad real o parcialmente parabdlica (también se les llama,
en ocasiones, sistemas incompletamente parabdlicos [91]). En la seccién 2.7.2 discutiremos
una condicién adicional sobre los sistemas con viscosidad real, la cual es necesaria para
garantizar que éstos sean disipativos en cierto sentido.

La motivacién para el estudio de los sistemas de la forma (2.92) proviene de la mecéanica de
medios continuos y tiene un fuerte significado fisico. En la naturaleza, todo material tiene una
respuesta viscosa y conduce calor, en cierta medida. Los sistemas de leyes de conservacién
son modelos aproximados de sistemas con disipacion. El lector se preguntard el porqué se
dedica tanta atencidn a los sistemas hiperbodlicos, los cuales, al final, son aproximaciones de
sistemas con disipacion mas realistas. La respuesta radica, una vez mds, en consideraciones
de origen fisico. Por ejemplo, en caso de la dindmica de un gas compresible los efectos
por disipacioén son dificiles de cuantificar ya que los coeficientes de viscosidad son muy
pequefios. Las soluciones (posiblemente discontinuas) a las ecuaciones de Euler aproximan
bien las soluciones “reales” a las ecuaciones de Navier-Stokes en el caso compresible si los
efectos de viscosidad son despreciables. Por lo tanto, en el limite de onda larga (es decir, lejos
de una discontinuidad), la dindmica estd gobernada por las soluciones al sistema hiperbdlico.
Entender la estructura hiperbdlica de dichas soluciones es crucial. También existen razones
de tipo practico. En una implementacién numérica de las soluciones a (2.92), por ejemplo,
el término de disipacién (usualmente muy pequeflo) es incapaz de estabilizar el algoritmo
numérico.

Las soluciones “viscosas” al sistema (2.92) dependen fuertemente de la eleccién de los
tensores de viscosidad B¥. ;Hay mas de una solucién viscosa? ;Cudl de ellas es la correcta?
Determinar la forma de los tensores de viscosidad es, por ende, un asunto fundamental que
estd relacionado con la unicidad de soluciones débiles al sistema original de leyes de con-
servacion. Al estudio de las soluciones viscosas cuando el coeficiente de viscosidad tiende
a cero, y la relacién de dicho limite (si existe) con soluciones débiles del sistema de leyes
de conservacion se le conoce como método de aproximacion viscosa. Para ilustrarlo, primero
estudiaremos el caso mas simple posible: el de la ecuacion de Burgers con viscosidad.

2.7.1. La ecuacion de Burgers y la transformacion de Hopf-Cole

La ecuacién nolineal con difusiéon mas simple que se conoce es la ecuacién de Burgers

Uy + Uty = Ellyy, (2.97)
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donde € > 0 es constante, la cual se obtiene agregando un término lineal de difusién a la
ecuacion de transporte nolineal. En virtud de que las soluciones son regulares (ver la teoria
de regularidad parabdélica de Friedman [72]), (2.97) es equivalente a la ecuacién

Uy + (%uz)x = Elxy,

que es la regularizacion con viscosidad artificial (laplaciano) de la ley de conservacién (2.51)
(ecuacion de Burgers no viscosa). La ecuacion (2.97) es también una versioén simplificada del
modelo para un fluido viscoso. Como en el caso de la ecuacién del calor, el coeficiente de
difusién € > 0 debe ser positivo para que el problema de valores iniciales esté bien planteado.
Las soluciones mas simples a la ecuacién (2.97) tienen forma de onda viajera u(x,r) =
v(x —st), donde s € R es la velocidad de propagacién. Denotamos a la variable galileana
como & = x—st, con ' = d/d&. Sustituyendo en (2.97) obtenemos la ecuacion diferencial

/ / 1
—sV +vv =€y .

Integrando en & obtenemos
k—sv+ v =gV, (2.98)

donde k es una constante de integracién. Dado que estamos interesados en soluciones acota-
das, éstas deben aproximarse cuando & — oo a las raices v del polinomio del lado izquierdo
de la ecuacién (2.98). Para que dichas raices sean reales se requiere que s> > 2k. Suponiendo
que esto se cumple, escribimos la ecuacion como

28V = (v—ur)(v—ug), (2.99)

donde u; = s+ V52 —2k > ugr = s — v/s? — 2k. Por lo tanto, buscamos soluciones acotadas
de (2.99) con limites asintdticos v(&) — ug, uy, cuando & — +oo. Podemos suponer, por ende,
que ur < v < ur. Es importante hacer notar que la velocidad de la onda viajera es el promedio
de los limites asintoticos,

s = %(MR + ML),

la cual coincide con la velocidad determinada por las condiciones de Rankine-Hugoniot de la
solucién débil discontinua a la ecuacién de Burgers no viscosa (ver expresion (2.59)), dada
por la onda de choque:

up, x<st,

ii(x,t) = (2.100)

Ug, X>st,
con s = %(ML +ug). Por lo tanto, la onda “viscosa”, solucién de la ecuacion de Burgers, viaja
con la misma velocidad de propagacién que la onda de choque (discontinua) de la ley de

conservacion (ecuacion de Burgers no viscosa).
Integrando la ecuacién (2.99) obtenemos

2 —
€ ln(ul V>:§_a’

ur, — uUR V—UR
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con o € R una constante de integracion que representa una traslaciéon de la onda viajera
(u(x,t) = v(x — st + o) también es solucidn para cualquier @ € R). Resolviendo para v obte-

nemos
Up —ugr

v(€) =ur + 1+exp<(uL;:R)g>

1 _
=ugp+ E(ML — ugR) (1 — tanh (%)),
que representa el perfil de la onda con limites v(&) — ug si § — —oo, y v(E) — upg si & — +-oo.
El resultado es una solucién de tipo onda viajera con forma explicita

u(x,t):uR+l(uL—uR)(1—tanh (w)), (2.101)
2 2¢e

mondtona decreciente en la variable & = x — st, que viaja a la derecha con velocidad s =
%(uR +ur), y que conecta a los estados u;, con ug de izquierda a derecha.

En la figura 2.10 se muestran los distintos perfiles de v(&) = u(x — st), tomando ug = 0,
u;, = 1, para diferentes valores del coeficiente de difusién € = 1,0,5,0,25,0,05. Notamos
que cuando € — 07, la onda viajera tiende a la onda de choque no viscosa (2.100). A las
soluciones (2.101) para cada € > 0 se les conoce como perfiles viscosos de la onda de choque
(2.100).

La ecuacion de Burgers (2.97) estd dotada de una propiedad muy notable, a saber, la exis-
tencia de una transformacién nolineal que la convierte en la ecuacién del calor con difusién
€ > 0. (Es decir, es una transformacién que convierte una ecuacién nolineal en una ecuacién
lineal.) Descubierta independientemente por Hopf [94] y Cole [37] dicha transformacién se
conoce como la transformacion de Hopf-Cole, en su honor, y tiene la forma

u=—2e2%. (2.102)
w

En efecto, es posible demostrar que w = w(x,) satisface la ecuacion del calor
Wi = EWxy. (2.103)

De esta forma tenemos el siguiente lema cuya demostracion se deja al lector como ejercicio
(ejercicio 2.11).

Lema 245. Si w = w(x,t) > 0 es una solucion positiva de la ecuacion del calor (2.103)
entonces la funcion u = u(x,t), definida por la transformacion de Hopf-Cole (2.102), es so-
lucion de la ecuacion de Burgers (2.97).

El enunciado inverso del lema también es cierto, es decir, cada solucion de la ecuacion de
Burgers proviene de una solucién positiva de la ecuacién del calor. Para confirmar esto, sea

Oten) = [ uva)dy

donde u = u(x,t) es solucién de la ecuacién de Burgers. Integrando esta tltima obtenemos
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€=1
1 € =0.5 H
€ =0.25
e =0.05
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Figura 2.10 Perfil de las soluciones de tipo onda viajera de la ecuacion de Burgers, para diferentes valores
del coeficiente de difusién € > 0. Los estados asintéticos son u;, = 1 y ug = 0, por la izquierda y por la
derecha, respectivamente. El eje de las abcisas corresponde a la variable galileana & = x — st mientras que
el eje de las ordenadas representa al perfil u = u(x — st) determinado por la ecuacién (2.101). Se observa
que cuando € — 0T el perfil se aproxima a la onda de choque (no viscosa) i = ii(x,t), dada por la ecuacién
(2.100), conug =0, u;, =l y s = 4.

U+ 307 = €U+ (1),

donde c(¢) es una constante de integracién que depende de 7. Definimos ahora

Ux,t) = 0 (x,1) — /Otc(r)dr.

De este modo nos deshacemos de la constante de integracion, ya que Uy = u 'y U satisface la
ecuacion
1772
Ut = SUXX - QUX .

Asf, definiendo w = w(x,7) = exp(—U (x,t)/2¢), ésta es una solucién positiva de la ecuacion
del calor, como el lector puede verificar facilmente.

Consideremos ahora el problema de Cauchy para la ecuacién de Burgers (2.97) con condi-
cién inicial u(x,0) = ug(x) conocida. Gracias a la transformac6n de Hopf-Cole, este problema
se reduce a resolver la ecuacion de calor (2.103) con condicién inicial

w(x,0) = wo(x) = exp ( - i ./()‘xuo(y)dy). (2.104)

Por el principio del médximo para la ecuacién del calor, la solucién w = w(x,t) es positiva
para todo ¢ > 0 ya que la condicion inicial es positiva. La solucién estd determinada por el
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nucleo del calor mediante la formula

w(x,1 /G 0 (y) dy.

1 teo
)= [T
Varet J -

Aplicando nuevamente la transformacién de Hopf-Cole obtenemos la solucién al problema
de Cauchy para (2.97) con condicién inicial u(x,0) = ug(x):

/:Q (x;y> exp (G(x,1,y)) dy

/erexp(G(x,t,y))dy 7

—o0

(2.105)

donde

, )2
Gloty) =~ 5o 0} uo($)dg - %.

Para ilustrar la relacién entre las soluciones de tipo onda viajera y la solucién general al
problema de Cauchy, consideremos como condicién inicial

up, x<0,
M(X70): {MR x>0

con uy, > ug. En este caso tenemos que

_M7 y<07
(x—y)? 2¢
G(.X',t,y) = 4t -
u
_Ly’ y>0
2¢e

La solucién puede escribirse de la siguiente forma (ejercicio 2.12):

Up —UR

et (BT

u(x,t) = ug + (2.106)

donde s = 5 (ug +ur),y

oo
/ e d0
—(x—upt)/\/4et

T .
/ e do
(x—urt)/v/4et

Para x/t fijo, con ug < x/t < ur, h(x,t) — 1 sit — oo, por lo que la solucién al problema
de Cauchy con condicién inicial de salto tiende a la onda viajera (2.101) que conecta a ambos
estados con la misma velocidad de propagacion.

h(x,t) =
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2.7.2. La clase de Kawashima-Shizuta

La eleccién de los tensores de viscosidad B* que satisfacen la condicién de parabolicidad
estricta (2.94) esta fuertemente motivada desde el punto de vista matemadtico, en virtud de
que el término parabdlico induce disipacion estricta y el problema de Cauchy para el sistema
(2.92) esta bien planteado [47]. El sistema de Navier-Stokes en el caso compresible, sin em-
bargo, es un ejemplo motivado por la fisica que nos obliga a prestar atencidn a sistemas con
viscosidad real. En estos casos, establecer la existencia y unicidad de la solucién al problema
de Cauchy es mds complicado, y la condicién (2.96) de semi-positividad no es suficiente.
Por lo tanto, es necesario caracterizar a los tensores de viscosidad que, a pesar de tener un
nucleo, disipan en cierto sentido a las ondas hiperbdlicas asociadas a los campos caracteristi-
cos del sistema no viscoso subyacente (2.4), mediante la incorporacién de una condicion de
acoplamiento genuino. Los sistemas que satisfacen dicha condicién, asi como otras condi-
ciones estructurales que detallaremos a continuacion, se dice que pertenecen a la clase de
Kawashima-Shizuta [107, 108, 206]. Las hipdtesis que definen esta clase de sistemas son las
siguientes:

Hipétesis 1 (Regularidad). f/ € C?(2;R"), B* € C?(Q;R™"), para todo 1 < j <d, 1<
ik<d.

Hipotesis 2 (Simetrizabilidad). Existe un simetrizador S, € Cz(.Q ; R, simétrico, definido
positivo, tal que So(u)A’ (u) y So(u)B* (1) son simétricas para todo u €  y para cualesquiera
0<j<d,1<ik<d. Ademds, la matriz ngzl So(u)B*(u)E;& es definida semi-positiva
paratoda & € RY E #£0,ue Q.

Hipotesis 3 (Acoplamiento genuino). Para todo u € £y todo E e R4, £ #0, no existe vector
propio de Z?:l EjA (u) en ker():l?‘fk=1 E& B (u)).

Hipétesis 4 (Estructura de bloque). Para todo u € Q 'y todo & € R?, £ £ 0, el nicleo de
sz,kzl &&B* (u) es independiente de u.

La hipétesis 1 simplemente expresa que las funciones f/, B son suficientemente suaves.
La hipdtesis 2 garantiza, por un lado, que el sistema no viscoso subyacente (2.4) es simetriza-
ble, y por ende, hiperbdlico. También nos indica que los tensores de viscosidad son definidos
semi-positivos. La hipdtesis 3 es la mds importante, pues implica que, al menos a nivel lineal,
las ondas hiperbdlicas del sistema (2.4) en cualquier direccién son apropiadamente atenuadas
por los términos de viscosidad. La hipétesis 4 es una condicién suficiente para que el sistema
hiperbdlico-parabdlico se pueda escribir en forma normal (ver Kawashima y Shizuta [108]
para mayor informacién); asimismo, constituye una hipétesis de tipo técnico que juega un
rol importante en el andlisis de estabilidad de los perfiles viscosos de ondas de choque (ver
Zumbrun [234, 235], y Mascia y Zumbrun [169, 167, 168]).

Enlaliteratura, es comiin que se refieran a la hipétesis 3 simplemente como la condicién de
Kawashima (ver Dafermos [47] y Villani [223]). Dicha condicién aparecié en la tesis doctoral
de Kawashima [107] y fue posteriormente estudiada por Kawashima y Shizuta [108, 206].
Para ilustrar su significado fisico, consideremos el sistema no viscoso (2.4). Por la discusién
en la seccién 2.5, ondas viajeras del sistema hiperbélico que se propagan en direccién N € R?,
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N # 0, estdn asociadas a los campos caracteristicos de la matriz A(u, N) = ¥ N;A’(u,N). Sea
u, € Q un estado constante fijo, y sea N cualquier direccién de propagacién. Denotemos a
un vector propio de A(ux,N) como r;(u.,N) € R", para cierto 1 </ < n, y a su valor propio
como A (u,,N) € R. Entonces la onda plana

(P(xat) = (p(x-Nfll(u*,N)t)rl(u*,N),

donde ¢ : R — R es cualquier funcién escalar suave, es solucion del siguiente sistema linea-
lizado alrededor del estado u,,

d
u+ ) Al (u)uy; =0.
j=1
A esta solucidn le llamamos onda hiperbdlica. Esta asociada al campo caracteristico 1 </ <n

y se propaga en direccién de N. Linealizamos el sistema viscoso (2.92) alrededor del estado
u, € Q. El resultado es el sistema lineal

d

d
u + ZAj(u*)uxj = Z (Bik(u*,é)uxk)xi. (2.107)
j=1 ik=1

Sustituyendo la onda viajera obtenemos

d
9/(0) (= Aa(ute, N1y (1, N) + At N1, N) ) = @7(8) Y B (s, €)NiNer (s, N),
ik=1

donde 6 = 0(x,7) =x-N — A;(u.,N)t es el tren de onda. Claramente el lado izquierdo es cero.
Asi, notamos que si la condicién de acoplamiento genuino (hipétesis 3) es violada para cierto
vector propio r;(us,N), entonces el sistema (2.107) admite soluciones de tipo onda viajera
hiperbdlicas que no son atenuadas por la difusién, ya que el lado derecho es cero en ese caso
(independientemente de la funcién ¢@). Si incluso a nivel lineal los tensores de viscosidad
no disipan las ondas del sistema hiperbdlico, no podemos esperar que el sistema nolineal
sea efectivamente disipativo. Cabe mencionar que el sistema de Navier-Stokes para el caso
compresible, asi como otros sistemas de origen fisico (magnetohidrodindmica con viscosidad
o sistemas con relajacién) pertenecen a la clase de Kawashima-Shizuta (ver [108, 206, 234]
y las referencias que ahi se mencionan).

2.7.3. Ellimite de aproximacion viscosa

A continuacién vamos a explorar la relacioén entre las soluciones a un sistema viscoso
(2.92) y a su limite (si existe) cuando los coeficientes de viscosidad tienden a cero. Demos-
traremos que si dicho limite existe entonces debe ser una solucién débil al sistema de leyes
de conservacion que, ademads, satisface la desigualdad de entropia (2.87). En otras palabras,
la condicién de entropia y la existencia de una solucién que sea el limite de una aproxima-
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cién viscosa, son conceptos que estdn claramente relacionados entre si. De esta manera, el
limite de aproximacion viscosa, si existe, nos permite seleccionar la solucion débil de (2.38)
y (2.39) fisicamente admisible en cierto sentido.

El limite con viscosidad idéntica

Para cada € > 0 consideremos el problema de Cauchy para el sistema parabdlico con
viscosidad idéntica,

d
u; + T(u)y, = EAu,
L o108

u(x,0) = uo(x),
es decir, resolver el sistema (2.93) con la misma condicién inicial (2.39) que el sistema
hiperbdlico subyacente de leyes de conservacién (2.38). Por la teorfa de regularidad pa-
rabdlica (véase Friedman [72]), es un hecho conocido que si la condicidn inicial satisface
up € C'(R%; Q) NL*(R?; Q) entonces el problema de Cauchy (2.108) tiene, para cada € > 0,
una tnica solucion cldsica ué = uf(x,t), con u¢ € C*(R¥ x (0,+o0) NC(R? x [0, +o0)), que
satisface el principio del maximo,
16| oo (et e (0,400)) < Cs

uniformemente en € > 0, para cierta constante C > 0.

Adicionalmente, vamos a suponer que u¢ — u c.d.s. en R? x (0, 4-o0) cuando & — 0. Final-
mente supondremos que el sistema hiperbdlico subyacente (2.38) admite un par de entropia
(E,¥), con E de clase C2, estrictamente convexa.

Teorema 2.46. Bajo las hipdtesis anteriores, el limite

u(x,t) = gl’g(l)ue(x,t), c.d.s. en (x,1) € RY x (0, 4-00),

es una solucion débil del sistema hiperbdlico (2.38) con condicion inicial (2.39) que, ademds,
satisface la desigualdad de entropia

o0 d .
/ CGE(u)+ Y oW (u)dxdt + / L O(x,0)E(uo(x))dx = 0, (2.109)
0 R = R
paratoda ¢ € 7, ={¢ € C7(R? x R;R) : ¢ > 0}.

Demostracion. Sea una funcién de prueba ¢ € C7(RY x R;R"). Dado que uf es solucién
suave de (2.108), multiplicando por ¢ e integrando obtenemos

oo d ' .
€ L FJ(,€ o ' e
./0 (/Rd(P u;+};¢ f(u )dexdt—s/o /qu) Auf dxdt.

Dado que ¢ tiene soporte compacto en RY x R, integrando por partes se tiene que
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doo p d ) 4o p
/ / (Z),-ue—l—Z(I)xj-ff(us)dxdt—i—/ ¢(x,0)~u8(x,0)dx:—£/ / AQ - uf dxdt.
0o Jrd = R4 0o Jrd

Como la condicidn inicial de la solucién viscosa es u®(x,0) = up(x), y por el lema A.3 (ver
Apéndice A), tomando el limite cuando € — 0 se obtiene

oo d '
/0 /Rd¢t~u+jzl ¢xj~f/(u)dxdt+/Rd¢(x70)-uo(x)dx:O.

Ademds, por el principio del méximo claramente se tiene que ||u|z~ < C. Esto demuestra que
u es solucién débil de (2.38) y (2.39).

Similarmente, sea (E,¥) un par de entropia de clase C? con E estrictamente convexa.
Multiplicando el sistema de ecuaciones en (2.108) por DE(uf)" y dado que uf es solucién
suave, tenemos que

DE (uf) "uf + Z DE(us)Tfj(ue)xj =Eu®), + Z ‘I’j(us)xj = eDE(uf) " Auf.
j=1 j=1

Escribiendo
AE (uf) = (Vu®) "D*E (uf)Vut + DE (uf) " Auf,

y usando el hecho de que E es estrictamente convexa (D’E es definida positiva) llegamos a
la desigualdad A
E(u®); + Z P (), < EAE(uf).
j=1

Multiplicando por una funcién de prueba ¢ € Cy (RY x R;R) con ¢ > 0, e integrando por
partes en RY x [0, +o0), obtenemos

oo , oo
/ / QEW)+ Y o, W (1) dxdt+/ 0(x,0)E (uo(x)) dx > —s/ AQE () dxdi.
0 Jrd = R? 0 Jre

Por el lema A.3, las integrales convergen en sentido de distribuciones cuando € — 07, y de
esta forma obtenemos la desigualdad (2.109). Esto concluye la prueba del teorema.
O

El limite con viscosidad real

Andlogamente al caso con viscosidad idéntica, consideremos el problema de Cauchy pa-
ra el sistema con viscosidad real (2.92) que pertenece a la clase de Kawashima-Shizuta (asi
aseguramos que el sistema es disipativo en cierto sentido), y nos planteamos el problema de
convergencia de las soluciones viscosas cuando € — 0. Este es un asunto delicado: si la su-
cesion viscosa converge fuertemente podriamos esperar, equivocadamente, que la familia es
compacta. Asimismo, si la sucesién converge en un sentido muy débil entonces podriamos
perder informacion, al tomar el limite, sobre la solucién al sistema hiperbdlico. Para rela-
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cionar el limite (si existe) con la solucién débil y entrdpica del sistema no viscoso original
debemos especificar un criterio suficiente bajo el cual los tensores de viscosidad disipan en-
tropia. Para mayor informacién sobre condiciones necesarias (minimas) que garantizan el
establecimiento de dicha relacidn, remitimos al lector al articulo de Serre [201].

Por simplicidad, supongamos que los tensores de viscosidad tienen la forma

B*(&,u) =eB*(u), 1<ik<d, ecR,e>0,

para todo u € €, donde los tensores B¥ € C?(Q;R"*") son tales que el sistema pertenece a
la clase de Kawashima-Shizuta. Notamos que € > 0 es un escalar, que contiene, en médulo,
a las intensidades de todos los coeficientes de viscosidad del sistema. Asi, consideremos el
siguiente problema de Cauchy:

1 (2.110)

donde uy € C'(R?; Q) NL=(R; Q). También vamos a suponer que el dato inicial tiene un
limite cuando |x| — +oo:

uo(x) = u, € Q, exponencialmente rapido si |x| — oo, (2.111)

donde u, € Q2 es un estado constante.

A continuacién observamos que, si (E, ) es un par de entropia asociado al sistema hi-
perbélico subyacente (2.38), con E de clase C? estrictamente convexa, y si u® = uf(x,t) es
una solucidn suave del problema de Cauchy (2.110), entonces

d d
E(u), + Y, (), = DE() i + Y. DI ()T
=1 /

j=1

d d

—e ) (DE(MS)TB*(MS)MS ) —e Y w8 D) B,
k= i

2.112)

Para asegurar disipacion, el segundo término de (2.112) debe ser no negativo, por lo cual
requerimos que la forma cuadratica asociada a D?EB'™ sea definida semipositiva. Para que
dicho término sea el término dominante, vamos a imponer la siguiente condicién suficiente:

Definicién 2.47 (condicién de disipacion de entropia). Para cualesquiera vectores @; € R?,
1 <i<d,yparatodo u € 2, se debe cumplir
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2
, (2.113)

d d d
Y o DE@WB wax = 0 | Y B e
k=1 i=1' k=1

donde 6 > 0 es una constante uniforme.

Observacion 2.48. Notese que, en el caso con viscosidad idéntica Bk = 5,»", la condicién

(2.113) se reduce a
d d

Z a)l-TDzE(u)w,- >0 Z |(1),'|2,
i=1 i=1

es decir, a la condicién de convexidad uniforme para la funcién de entropia E.

Finalmente y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u, es un minimo global de
E=E(u):
E(u.) =0, DE (u,) =0.

Esto es posible mediante la siguiente normalizacién, que dejamos al lector como ejercicio
(véase ejercicio 2.13):

Proposicion 2.49. Si (E,¥) es un par de entropia del sistema (2.38), con E uniformemente
convexa, entonces el par normalizado

E(u) = E(u) — E(w,) — DE(u,)" (u—u.),
Y (u) = W (u) — W (uy) — DE(uy) " (f/(u) — f/(wy)), j=1,....d,
con cualquier u, € Q, también es un par de entropia del sistema (2.38), con E uniformemente
convexa
Bajo las anteriores consideraciones tenemos el siguiente

Teorema 2.50. Sea u® = u®(x,t) la solucion suave al problema de Cauchy (2.110), con condi-
cion inicial up € C'(R4; Q) N L= (RY; Q) que satisface (2.111), para cada € > 0. Suponiendo
que:

(i) ||ut||z= < C, para todo € > 0, con C > 0 uniforme (principio del mdximo),
(ii) u® — u c.d.s. en (x,t) € R? x (0,+o0),
(iii) para cada t > 0 fijo,

u® —u,, Vu® — 0,  exponencialmente rdpido si |x| — +eo,

(iv) el sistema viscoso satisface la condicion de disipacion de entropia (2.113) para un par
de entropia (E,P),

entonces el limite de aproximacion viscosa

u(x,t) = lfg(l)ug(x,t), c.d.s. en (x,1) € RY x (0, 4o00),

es solucion débil del sistema hiperbdlico subyacente (2.38) con condicion inicial (2.39) que,
ademds, satisface la desigualdad de entropia
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2.7 Aproximacién viscosa 71

+oo d '
/0 /R LQE(u) +j:Zl @, P (u) dxdt + /R L 0(x,0)E(up(x))dx = 0,

para toda ¢ € 7, = {¢ € C7(R? x R;R) : ¢ > 0}.

Demostracion. Integrando la ecuacién (2.112) obtenemos
400 d . 400 d __—
€ J(.€ _ € ik( €\, €
./0 RdE(u )H—j;w (u )xjdth—e/O /Rdikz'l (DE(M ) ' B"(u )uxk>Xidxdt+
400 d T )
_e / / Y uf T D?E(uf) B (uF ), ddr.
0 JRrRIS ¢

En virtud de que u® — u, cuando |x| — oo para cada t > 0 fijo, y dado que E(us) = 0,
obtenemos la siguiente identidad:

./ﬂ%dE(uo(x))dxzs/;w/Rd (2.114)

O

Ejercicios

2.1. Demuestre que cada solucién (2.57) es solucion débil de (2.51) y (2.54) para cada valor
de a € [0, 1] y que las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot (2.43) se cumplen en cada
discontinuidad (en este caso, sélo en x = a/2t).

2.2. Pruebe que para cada 3 > 0 la solucién (2.58) es solucion débil de la ecuacién de Burgers
no viscosa (2.51) con condicidn inicial uy = 0.

2.3. Hiperbolicidad de las ecuaciones de Euler en varias dimensiones. Considere las ecua-
ciones de Euler para un fluido compresible en varias dimensiones espaciales (2.8) y suponga
que la ecuacién de estado p = p(p, e) satisface (2.69).

(a) Demuestre que si p > 0 entonces es posible transformar el sistema a un sistema cuasi-
lineal equivalente en las variables w := (p,v,e) " € R x R? x R, de la forma

P+ (Vep) v+ pdivey =0,
1
vi+ (Vo) v+ vap =0, (2.115)

e+ (Vxe)Tv—l— gdivxv =0.

(b) Pruebe que el determinar la hiperbolicidad del sistema se reduce a examinar la diagona-
lizabilidad sobre R de la siguiente matriz de 5 x 5,
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v-& p&t 0
Aw &)= | BE (v-EI & |, (2.116)
0 %éT v-&

donde I es la matriz identidad de 3 x 3, v = (vi,v2,v3) | y & = (£,&,&)T € R3, & #£0.

(c) Demuestre que la matriz A(w, ) tiene como valores propios av-&,y av-& +¢|&|, donde
¢ > 0 es la velocidad del sonido, definida por (2.71).

(d) Verifique que cuando ¢? > 0, el valor propio v- & es semi-simple con multiplicidad m = 3
y con tres vectores linealmente independientes, y que los valores propios v- & & ¢|&| son
simples. Concluya que el sistema es hiperbélico si y sélo si ¢> > 0, mas no estrictamente
hiperbdlico.

2.4. Verifique que el sistema de ecuaciones para agua poco profunda en una dimension espa-
cial (2.17) es estrictamente hiperb6lico si 7 > 0. Calcule las velocidades caracteristicas del
sistema.

2.5. Considere el sistema
pr + (pV)x = 07

Ve + (%V2>x =0,

donde 2 = {(p,v) € R? : p > 0} es el conjunto admisible de variables de estado. ;Es el
sistema hiperbdlico? Explique su respuesta.

2.6. Pruebe que si d = 1 entonces todo sistema hiperbdlico es simetrizable.

2.7. Demuestre que un sistema hiperbdlico de la forma
2
u; + ZA,j(M)ij =0,
j=1

donde x € R2, u € R2, con dato inicial conocido, u(x,0) = up(x), es simetrizable. Para ello,
siga los siguientes pasos:

(a) Haciendo un cambio de variables v = Lu reduzca el sistema al caso donde A; es diagonal.

(b) Demuestre que: si A; es de la forma al, donde I es la matriz identidad de 2 x 2, con
a € R, entonces el sistema se puede reducir al caso unidimensional con un dato inicial que
depende de un parametro.

(c) Suponiendo ahora que A; es diagonal pero no de la forma al: calcule el polinomio ca-
racteristico de A; + EA;; pruebe que, o bien A, es diagonal, o bien ajpa; > 0, donde
A = (@) a3 )-

(d) Demuestre que el sistema es simetrizable.

2.8. Considere el sistema de ecuaciones para agua poco profunda en dos dimensiones (2.16).

(a) Pruebe que las matrices jacobianas asociadas a las funciones de flujo del sistema son

0 10 0 01
Al = —u?+gn2u0], A’ = —uv v u
—uv vu —24gn 02y
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2.7 Aproximacién viscosa 73

(b) Calcule los valores propios de A = E;A! + &A%, con & € R?, £ # 0, y pruebe que el
sistema es hiperbdlico si n > 0.
(¢) Encuentre un simetrizador S del sistema (2.16).

2.9. Sea E una funcién de entropia para las ecuaciones de agua poco profunda en una dimen-
sién espacial (2.17), con funcién de flujo de entropia ¥, y suponga que ambas funciones son
de clase C? en Q = {(n,nu) € R?:n> 0}. Demuestre que E satisface la ecuacion

E, = QE,],,.

8

Resuelva la ecuacién anterior por separacion de variables y encuentre una funcién de entropia
estrictamente convexa y su correspondiente flujo de entropia para el sistema (2.17). ; Se puede
generalizar este método al sistema (2.16) en dos dimensiones espaciales?

2.10. Consideremos el sistema de ecuaciones de Euler en el caso barotrépico (2.79), donde
p: R4 — R es una funcién diferenciable que satisface p’'(p) > 0.

(a) Muestre que el sistema (2.79) es estrictamente hiperbélico y calcule las velocidades ca-
racteristicas.
(b) Pruebe que la funcién
E=1pv +Glp) = E(ur ).

es una funcién de entropia para el sistema (2.79) si se cumple que G”(p) = p'(p)/p para
p >0. Aqui (u1,uz) = (p, pv). Verifique que E es convexa para toda p > 0 en las variables
(u1,u3). (Cual es el flujo de entropia ¥ correspondiente?

(c) Encuentre E y ¥ en el caso de un gas ideal con p(p) = kp?, donde k >0y y > 1 son
constantes.

2.11. Demuestre el lema 2.45.

2.12. Pruebe que la solucién la ecuacién de Burgers
Ur + Ully = Ellyy,

con € > 0y con condicién inicial

up, x<0,
u(x,0) = {uR x>0

con uy, > ug € R, constantes, estd determinada por la férmula (2.106), donde s = %(L{R +up).

2.13. Demuestre la proposicion 2.49

Nota bibliografica

La ecuacion de Burgers fue relacionada por vez primera con la dindmica de fluidos com-
presibles por H. Bateman en un articulo poco citado [15]. La ecuacién reaparecié (en su
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version viscosa) en el trabajo de J. M. Burgers [32] y desde entonces lleva su nombre. La
transformacién de Hopf-Cole aparecié por vez primera como un ejercicio escondido en un
tratado de ecuaciones diferenciales parciales de principios del siglo XX escrito por A. R.
Forsyth [61]. Fue redescubierta independientemente por Hopf y Cole en los trabajos ya cita-
dos [94, 37]

El primer resultado sobre formacién de ondas de choque se remonta al trabajo de Riemann
[188]. El lector puede consultar una discusién mas moderna en el caso de sistemas de 2 X 2 en
una dimensién en el articulo de Lax [126]; para el caso de sistemas generales véase DiPerna
[51]. Finalmente, en el caso de fluidos en tres dimensiones, el primer resultado completo
sobre la formacién de ondas de choque se debe a Sideris [208] (véase también el reciente
articulo de Chae y Ha [34]).

La nocién de entropia matematica tal como se presenta en la seccion 2.6 fue introducida
por Lax [127].

La cuestién de convergencia de las soluciones viscosas es un problema abierto [201].
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Capitulo 3
Ley de conservacion escalar en una dimension

Este capitulo estd dedicado al estudio de una ley de conservacién escalar en una dimensién
espacial. En la primera seccidn se estudia la existencia local de soluciones clasicas al proble-
ma de Cauchy mediante el método de caracteristicas. La seccién 3.2 estudia con detalle la
definicién de funcién de entropia y la desigualdad distribucional de entropia introducidos
en el primer capitulo. En particular, se prueba la equivalencia de la desigualdad de entropia
con la desigualdad de entropia de Kruzkov. En la clase de soluciones con derivadas conti-
nuas por pedazos, se establece la equivalencia del criterio de entropia con la condicién de
entropia generalizada, la cual, cuando la funcién de flujo no tiene cambios de convexidad,
es equivalente a los criterios de Lax y Oleinik vistos en la seccioén 2.4.4 del primer capitulo.
Finalmente, se prueba que la condicion de entropia generalizada garantiza la unicidad de la
solucién al problema de Cauchy en el conjunto de soluciones débiles de clase C! por pedazos.
La seccién 3.3 contiene la demostracion del teorema de Lax, el cual establece la existencia
y la unicidad de la solucién entrépica al problema de Cauchy cuando la funcién de flujo es
estrictamente convexa. Notablemente, el teorema provee una férmula explicita para la solu-
cién, la cual nos permite estudiar el comportamiento asintético cuando ¢ — 4o de manera
directa. Se demuestra que la solucién entrépica tiende asintticamente en las normas L! y
L™ a una solucién distribucional de la ley de conservacién en forma de onda viajera, cono-
cida como onda N. En la seccién 3.4 se resuelve el problema de Riemann para una ley de
conservacion escalar. Se distinguen dos casos: cuando la funcién de flujo es estrictamente
convexa (o estrictamente concava), y cuando ésta tiene cambios de convexidad. La estructura
de la solucién, asi como el método de construccion, difieren considerablemente entre ambos
casos. La seccion 3.5 contiene el resultado de existencia y unicidad de la solucién al proble-
ma de Cauchy para una funcién de flujo general. La demostracién hace uso del método de
aproximacién viscosa. Los elementos esenciales son la prueba de existencia de Oleinik [174]
y la demostracién de unicidad de Kruzkov [116]. Finalmente, la seccidn 3.6 contiene algunos
ejemplos resueltos del problema de Cauchy para la ecuacién de Burgers; asimismo, se estudia
el problema de Riemann para el modelo de trafico de Lighthill-Whitham-Richards, y para la
ecuacion de Buckley-Leverett, la cual modela el flujo bifasico en un medio poroso.

75
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76 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

3.1. Existencia local de soluciones clasicas

Consideremos una ley de conservacion (o ley escalar) en una dimension espacial, de la
forma
y + f (1) =0, (3.1)

donde (x,7) € R x [0,400), u(x,t) € 2, siendo 2 C R un intervalo abierto y acotado (espacio
de variables de estado), y la funcién de flujo f : R — R es de clase C?, usualmente nolineal.
Este capitulo presta especial atencion a resolver el problema de Cauchy asociado a (3.1), con
condicion inicial
u(x,0) = up(x), (3.2)

donde ug pertenece a una clase especifica de funciones, por ejemplo, L= 6 C*, entre otras.
Como hemos visto en el primer capitulo, en el caso de la ecuacién de Burgers la nolinea-
lidad de la funcién de flujo da lugar a fendémenos interesantes, tales como no existencia de
soluciones clésicas para todo tiempo y la formacién de ondas de choque, los cuales no son
predecibles por la teorfa lineal. En esta primera seccién demostraremos que la solucion clasica
al problema de Cauchy (3.1) - (3.2) existe localmente en el tiempo, es decir, que existe un
tiempo T, (que puede ser acotado o infinito) tal que la solucién existe y es de clase C! para
(x,1) € R x [0,7,). Para tal efecto, se aplicard el método de caracteristicas. Cuando T, > 0
es finito, se le denomina tiempo de rompimiento, y es el tiempo a partir del cual se generan
discontinuidades en la solucién (ondas de choque). Dicho tiempo de rompimiento se puede
calcular explicitamente.

Consideremos, pues, el problema de Cauchy (3.1) y (3.2). Escribiremos, a partir de ahora
y por el resto de este capitulo,

a(u) == f'(u), (3.3)

como el jacobiano de la funcién de flujo f para toda u € Q. Sea u € C' una solucién cldsica
de (3.1) y (3.2). Definimos las curvas caracteristicas en una banda R x [0,T], T > 0, como
las curvas de la forma ¢ — (£(¢),f), donde £ resuelve la ecuacion diferencial ordinaria

di
d—f = a(u(%,1)). (3.4)
Notamos que sobre una curva caracteristica
d . dx R .
Seu(R(0),0) = (§(0),0) 5+ (5(0),1) = (@l -+ ) (0),1) = 0,

ya que u es solucion cldsica de (3.1) y (3.2). Por lo tanto, toda solucidn clasica es constante a
lo largo de las curvas caracteristicas, y toma el valor uo(yp), donde (yo,0) es la interseccion
de la curva con 7 = 0. Por lo tanto, la pendiente de la caracteristica en todo punto es a(uo(yo))
y las caracteristicas son lineas rectas de la forma

£(t) = yo+aluo(yo))t. (3.5

Vamos a aplicar el método de caracteristicas para demostrar el siguiente
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3.1 Existencia local de soluciones clasicas 71

Teorema 3.1. Sea f € C?(R;R). Supongamos que uy € C'(R) es acotada, con derivada u),
acotada en R. Definimos

- 3.6
— (infrer & (a(uo(x)))) ! , en otro caso. G0

T {+oo, si a(up(x)) es creciente,

=

Entonces el problema de Cauchy (3.1) - (3.2) tiene una tinica solucion de clase C' en R x
[0,T.), y no tiene otra solucion de clase C U en una banda mds grande, es decir, en R x [0,T]
conT > T,.

Demostracion. Sea a(x) := a(up(x)), x € R. Aplicando el método de caracteristicas, si u es
solucion de clase C! de (3.1) y (3.2), entonces para (%,7) € R x (0, 4o0) dado definimos a I"
como la caracteristica que pasa por dicho punto, a saber,

I = {(£(t),1) € R x [0,+00) : #(t) = F+a(u(%7))(t —7)}.

Dado que u es constante sobre I', sea yo tal que (yo,0) € I' y por lo tanto u(x,7) = u((¢),1) =
u(0,0) = up(yo), para todo ¢. Por ende, para (x,7) dado, resolver (3.1) y (3.2) consiste en
hallar una solucién yg a la ecuaciéon

yo+a(uo(yo))f = X. (3.7)

Para 7 fijo, sea la funcién F; : R — R definida como F;(y) := y + a(y)f. Dado que ug es
continua y f es C2, F;(y) es continua. Notemos también que como uq es acotada, entonces

Fi(teo) = lim (y+a(uo(y))7) = £

lim
y—rtoo
Asi, por el teorema del valor intermedio, existe al menos un valor yy € R tal que Fr(yp) =X, y
(3.7) tiene una solucién. Sin embargo, puede existir mas de una solucién a esta ecuacién no-
lineal. Para garantizar que el valor de yy encontrado es tnico, analicemos dos casos. Notamos
que

dF; _

—L =1+d )i
donde @'(y) = @ (uo(y))uf(y). Dado que f € C*y up € C', tenemos que ¢ es de clase C'.
En el primer caso, si ¢ es no decreciente, entonces &' (y) > 0 para toda y € R y por lo tanto
(d/dy)F;(y) = 1+ o' (y)f > 0 para todo 7 > 0. Asi, F; es estrictamente creciente y el valor
encontrado de yg es dnico, que denotamos como yy(X,7), el cual existe para todo (%,f) €
R x (0,4-o0) dado. En este caso definimos 7, := +oo y el valor de la solucién clésica es

u(x,7) := uo(yo(%,7)). (3.8)

En cualquier otro caso, existen valores de y para los cuales &'(y) < 0 y claramente T, :=
— (infyer o' (x)) ' > 0 es finito. Notamos también que

— =1+di>1—=>0,

M~
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78 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

paratodaf € [0,7;), por lo cual F; es estrictamente creciente si7 € [0,7,) y el valor encontrado
de yq es tnico. La solucion clésica se define igualmente mediante la formula (3.8) para 7 €
[0,T,).

Para verificar que la solucién construida es de clase C!, notamos que la funcién G(%,7,y) :=
Fi(y) — x satisface G(%,7,y0) = 0, y que su derivada

es estrictamente positiva para valores de 7 € [0,T;). Por el teorema de la funcién implicita
existe una funcién y = y(%,7) de clase C! en una vecindad de (%,7) tal que G(%,7,y(%,7)) = 0
y, ademds,

I SUN S G _al)
UG T tvadi TG, 1)
Por unicidad, yo = y(,7), y es de clase C! en una vecindad de (¥,7). De esta forma la solucién
construida (3.8) es de clase C! en una vecindad de (¥,7) para todo (%,7) € R x (0, 7). Para
verificar que u es efectivamente solucién del problema de Cauchy notamos que Fy(y(¥,0)) =
¥(%,0) = %, por lo que u(x,0) = up(y(%,0)) = up(x), es decir, la condicién inicial se satisface.
Finalmente, dado que u es C' y como u, es acotada tenemos que

u+ f (u)z = 6(y(f’_))yt+a(uo(y(ff))) o(y( ))yx
up (%)) (1+ & (0)F) ' (—aluo(y(£.1))) +a(uo(3(%,1))) = 0.

La solucién construida es solucién cldsica al problema de Cauchy en la banda R x [0,7%).
Por construccidn, dicha solucién es Unica. Para finalizar la demostracién, debemos probar la
ultima aseveracion y verificar que la solucién no se puede extender mas alld de 7. Para ello
supondremos, sin pérdida de generalidad, que f es de clase C°.

Sea T > 0 tal que existe una solucién cldsica u en la banda R x [0, T]. Si T, = +oo entonces
claramente T < T,. Supongamos, pues, que T, < +oo. En este caso, existen valores de y para
los cuales o’ (y) < 0. Sea § € R uno de estos valores y fijémonos en la curva caracteristica que
pasa por (7,0), es decir, £(t) = ¥+ ta(up(¥)). Dado que u es regular en R X [0, T], para cada
punto de la caracteristica tal que + < T tenemos que u toma el valor constante uo(§) sobre
la curva. Consideremos la variable v := a’(u)u,. Derivando a v con respecto a f a lo largo de
dicha caracteristica tenemos que

=d' (u)((dR/dt)uyy + ) +d" () ((dR/dt )y + uy )ux
= d' (u)a(u)ug, +a ()uy +d" (u)a(u)u? +a" () uyu;,

ya que d#&/dt = a(u). Como u es solucién de clase C' de la ecuacién tenemos que u, +
a(u)u, = 0, lo cual implica, tras derivar con respecto a x, que

wy +a(u) iy, +d (u)u> = 0.

Sustituyendo la ecuacién anterior en la expresion para dv/dt tenemos que
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dv
dr {(s).0)

Podemos resolver esta ecuacién por separacién de variables y concluir que 1/v =t +k, donde
k es una constante. El valor inicial de v es

v(£(0),0) = v(7,0) = d' (uo(3))ux(7,0) = @' (uo (5))up () = &'(5) <0,

por lo tanto,
1

y v existe para tiempo ¢ < — (o' (7)) ! < T., es decir, necesariamente T < T.. O

Observacion 3.2. Notamos que el teorema se aplica también a ecuaciones lineales con
d(u) = f"(u) = 0, para las cuales tiempo de rompimiento es T, = oo, por lo que tene-
mos un resultado de existencia global para ecuaciones lineales. El fendmeno de rompimiento
de la solucién a tiempo finito es exclusivo de ecuaciones nolineales, ya que T, < +o0 implica
que o' (x) = a’ (up(x))ug(x) < 0.

3.2. Condiciones de entropia

En esta seccion estudiaremos soluciones débiles del problema de Cauchy para una ley de
conservacién escalar que satisfacen ciertas condiciones de entropia. A éstas soluciones se
les conoce como soluciones entropicas. Con el fin de establecer resultados de existencia y
unicidad y de precisar los criterios de entropia, vamos a extender el concepto de desigualdad
de entropia y de par de entropia estudiados en el capitulo 2.

3.2.1. Solucion entropica

Seala ley de conservacién escalar (3.1) en (x,7) € R x (0, +o0), con condicién inicial (3.2),
donde u € 2 = (a,b), abierto y acotado, y f : R — R es de clase C?. Recordemos la definicién
de entropia vista anteriormente especializada al caso escalar. Si existe una funcién convexa
E:Q — R, de clase C2, tal que

E'(u)a(u) =¥ (u), 3.9)

para toda u € Q y para cierta funcién ¥ : Q — R de clase C', entonces al par (E,¥) se
le conoce como un par de entropia y a la funcién E funcién de entropia. Ademads, si u es
solucidn clésica de (3.1), entonces se cumple la ley de conservacién

E(u), +¥(u), = 0. (3.10)
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80 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

En el caso de sistemas, no siempre podemos hallar una funcién de entropia, excepto bajo
ciertas condiciones (sistemas simétricos, por ejemplo). En el caso escalar, tenemos una gran
variedad de funciones de entropia, como podemos reconocer en los siguientes ejemplos:

(a) La funcién convexa E = u? con flujo ¥ = uf(u) — J§ f(v)dv es claramente una
funcién de entropia para (3.1) ya que

W' (u) = f () +uf (u) — f(u) = ua(u) = E'(u)a(u).

(b) Si f es ella misma convexa, E = f es también una funcién de entropia asociada al flujo
Y(u) = / a(v)?dv,
0

yaque ¥ (u) = a(u)? = a(u)E'(u).
(c) De hecho, toda funcién convexa E de clase C? es funcién de entropia de (3.1), ya que
podemos definir el flujo asociado como

¥(u) = /OME'(v)a(v) dv.

Como hemos visto en la seccidén 2.7, el concepto de entropia nos permite establecer un
criterio para seleccionar la solucion débil de (3.1) y (3.2) como el limite de una aproxima-
cidén viscosa. Asumiendo que dicho limite existe, la condicién sobre u tiene la forma de una
desigualdad en el sentido de distribuciones,

E(u) + ¥ (u)x <0,
es decir, =
| [ oE@+orad+ [ 90 w)dr = o G.11)
para toda funcién de prueba
0P, :={p cC(RxR;R) : ¢ >0}.

La condicién (3.11) es conocida como la condicion de entropia y establece un criterio
adicional para la solucién débil u. Al hacer la aproximacién viscosa (véase el teorema 2.46),
demostramos que el sentido de esta desigualdad se mantiene para cualquier par de entropia
(E,¥). Tal como en el caso de la definicién de solucién débil, notamos que la condicién
(3.11) no requiere que u sea solucién clasica, y asimismo, no requiere que la funcién de
entropia E ni su flujo de entropia asociado ¥ sean de clase C>. Con el fin de establecer
un criterio que permita garantizar existencia y unicidad, vamos a extender el concepto de
funcién de entropia a funciones que sean convexas, no necesariamente diferenciables. Dado
que en ese caso no contamos con la relacién (3.9), ;cémo podemos definir el flujo de entropia
asociado a una funcién convexa E, no diferenciable? Para responder a esta pregunta, apro-
ximaremos cada funcién convexa por funciones convexas suficientemente suaves. Los flujos
correspondientes, a su vez, convergen a una funcién continua que resulta ser el flujo asociado
a la funcién convexa original. Este es el contenido del siguiente
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Lema 3.3. Sea E : Q — R una funcion convexa. Entonces E es localmente el limite uniforme
de funciones convexas de clase C*, es decir, existe una sucesion de funciones convexas {E¢},
con € >0, de clase C* tales que E€ — E uniformemente en compactos de  cuando € — 07,
Podemos también definir una vinica funcion de flujo ¥ : Q — R, continua, asociada a E como

¥Y(u)=E(u)a(u) —E(0)a(0) — /OME(v)f”(v) dv, (3.12)

en el sentido de que la desigualdad (3.11) se preserva. El par (E,¥) es un par de entropia
generalizado.

Demostracion. Para cada € > 0 definimos E€ como el alisamiento de E
ES(u) = (e # E) (1) = /( Me(E () v
—£,€

Si E es convexa, entonces es continua (ver [190]; pag. 61). Por la proposicién A.5(c) te-
nemos convergencia uniforme en compactos de £ cuando € — 0. Falta probar que cada E¢
es convexa. Esto es inmediato ya que 1 > 0y por lo tanto

ES(1—=A)u+Av) = _+8 NeW)E((1 =A)u+Av—w)dw
+e

= ng(w)E((l—l)(u—w)—i—l(v—w))dw

/ e (W) (1= 2)E (1= w) + AE(v—w)) dw
C)ES(u) + AEE(v),

para todo u, v y toda A € [0, 1], y por convexidad de E. De este modo, cada E convexa es el
limite de funciones convexas de clase Cy.
Para cada € > 0 definimos el flujo

u

WE () = / (E®) (v)a(v)dv,
0

de modo que cada (E€,¥W¥¢) es un par de entropia suave para la ecuacién (3.1) en el sentido

de la definicién 2.36, ya que satisface la relacién (E¢)’ (u)a(u) = (W¢)'(u) para cada u. Asf,

integrando por partes, tenemos

WE (u) = E (u)a(u) — E€(0)a(0) — /0 ES ()£ (v) dv

expresion que claramente converge a ¥, uniformemente en compactos de 2 cuando € — 0.
Asumiendo que u es una solucién débil que es el limite de soluciones viscosas al problema
parabdlico asociado, tal como vimos en el capitulo anterior, sabemos que para cada par de en-
tropia (E€,¥¥) suave se satisface la desigualdad (3.11). Por convergencia uniforme, tenemos
que
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te)i= [ [ OB~ E* () + 0u(¥(0) = () drcr +

+ [ 9 0)(E (o)) = E* (uo(x)) dx —0,

cuando € — 0. Esto implica que el sentido de la desigualdad se preserva y que (3.11) es
vélida para la solucién débil u y el par (E,¥). O

Gracias al lema anterior, podemos formular la siguiente definicion.

Definicion 3.4 (Solucion entrépica). Una solucién débil de (3.1) con condicién inicial (3.2)
es una solucion entrdpica (o admisible) si para toda funcién de entropia E, convexa, con
flujo de entropia asociado ¥, se cumple la desigualdad (3.11) para toda funcién de prueba
¢ €Dy =C{RxR;Ry).

Observacion 3.5. (a) Si u es una solucién cldsica y el par (E,¥) es de clase C', sabemos que
se satisface la ecuacién (3.10), por lo que la desigualdad (3.11) se satisface trivialmente en
forma de igualdad. Si (E,¥) son sélo continuas (par de entropia generalizado), y u es una
solucién clédsica, la desigualdad (3.11) también se satisface trivialmente en forma de igualdad,
tomando el limite cuando € — 0" de las igualdades para los pares (E€,¥¢), € > 0.

(b) En algunos textos (ver, por ejemplo, el libro de Smoller [213]) la definicién de solucién
entrépica restringe la clase de funciones de prueba a Ci’ (R x [0,40);R ), es decir, cada
funcién de prueba ¢ se anula en una vecindad de t = 0. De esta manera se puede, en principio,
eliminar la dltima integral en (3.11) y la desigualdad se reduce a

[ [ o+ o asa > o
0 R

Esta definicion, sin embargo, pierde la propiedad de unicidad (véase Serre [197], ejercicio
2.12).

La definicién de solucién entrépica es uno de los conceptos fundamentales de la teoria
de leyes de conservacion. Provee el concepto de solucion admisible, la cual debe ser compa-
tible con principios fisicos, y restringe la clase de soluciones débiles. El enunciado de esta
definicién no es, sin embargo, prictico, en el sentido de que para demostrar que una solucién
débil es admisible debemos verificar la desigualdad (3.11) para todo posible par de entropfa.
Dado que la funcién de entropia no es necesariamente diferenciable, podemos considerar en
particular el siguiente par de entropia

E(u) = |u—k|,  ¥(u):= (f(u) = f(k))sgn (u—k), (3.13)

con k € Q = (a,b), donde claramente E es continua y convexa, y la funcién sgn (s) se define
como

1, si s> 0,
sgn(s) := 40, si s=0,
—1, sis<0.

Es posible demostrar que la funcién ¥ definida en (3.13) es, en efecto, la funcién de entropia
asociada a E en el sentido del lema 3.3 (ejercicio 3.2). El par de entropia (3.13) es conocido
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como el par de Kruzkov [115, 116]. Nétese que E es convexa pero no es de clase C!. La
importancia del par de Kruzkov serd aclarado a continuacion.

Hemos supuesto que 2 es un intervalo abierto y acotado. A continuacién vamos a restrin-
gir nuestras observaciones al caso de 2 = [a,b], un intervalo cerrado y acotado (compacto).

Proposicion 3.6. Sea [a,b] un intervalo acotado, y sea E : [a,b] — R una funcién convexa.
Entonces para cada o > 0 existe una funcion convexa Eq, con flujo de entropia asociado
¥y : [a,b] = R, tales que

(i) E(u) < Eq(u) < E(u)+ @, para todo u € [a,b], y
(ii) Ey tiene la forma
M
Eq(u) =bo+biu+ Y ajlu—kj, a;>0. (3.14)

Jj=1

Aqui, o = O(1/M), con M € Z., y el flujo de entropia asociado Wy, tiene la forma
M
W (1) = b1 f(u) + Y a;(f () = f(k;)) sgn (u—k;). (3.15)
j=1
Finalmente, el par (Eq,¥y) converge uniformemente a (E, W) en [a,b] cuando ot — 07 (es

decir, cuando M — +oo).

Demostracion. La demostracidn es una consecuencia directa del lema A.9 (ver apéndice A).
La forma de ‘¥, resulta de resolver (3.12) para cada funcién de entropia E (ver ejercicio 3.2).
La convergencia uniforme de ¥, se deduce a partir de la convergencia uniforme de E,. O

Aplicaremos la proposicion anterior para demostrar la siguiente equivalencia.
Teorema 3.7. Una funcion u € L*(R X [0,4+00); Q), medible y acotada, con Q = [a,b], es

una solucion entropica de (3.1) y (3.2) si y solo si satisface la desigualdad

| L de=ki+ 00 = 70 sen (e= Wy + [ 9(x,0)luo() ~Kldx = 0, (3.16)
para toda k € Q, y para toda funcion de prueba ¢ € D.,.

Demostracion. Claramente, si u es solucién entrdpica, la desigualdad (3.16) se cumple al
sustituir el par de Kruzkov (3.13) en la desigualdad (3.11).

Inversamente, supongamos que u € L*(R x [0,+o0); Q) satisface (3.16). Dado que 2 =
[a,b] es cerrado y acotado, podemos tomar k = a en (3.16) y obtener

foo oo oo
/0 » Ot + O f (u) dxdt + /_ B ¢ (x,0)up(x) dx
> a(/()+°° :m¢,dxdt+[:W¢(x70)dx)+f(a)/0+°° :wgbxdxdt ~ 0,
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con ¢ € 9., en virtud de que sgn (u—a) = sgn (ug —a) = 1. El lado derecho de la desigual-
dad anterior es cero tras integracion directa, ya que ¢ es de soporte compacto. Igualmente,
tomando k = b, obtenemos

oo oo oo
/0 (])tu—&—q)xf(u)dxdt—k/_ ¢ (x,0)up(x)dx < 0.

De este modo,

Foo  pfoo Foo
| bt cf(wyddr + [ 9(x0uo(x)dx = 0,
0 J-w —oo
para toda ¢ € Z.. Por linealidad, y usando —¢, esta igualdad es cierta también para cada
¢ € C5 (R x R;R), sin importar su signo; de este modo u es una solucién débil de (3.1) y
(3.2).

Sea una funcién de prueba ¢ € 2., . Para cada o > 0, definimos las integrales,

Jai= [ [ 0Ealu)+ 0 bulwdxdr+ [ 6(x.0)Ea(u)dx,
J:= /()M/R(;&,E(u)+¢X‘P(u)dxdt—i—/R(P(x,O)E(uo)dx,

donde el par (Eq, ¥y) estd dado por (3.14) y (3.15). En virtud de que u satisface (3.16) para
cada k; € [a,b], que cada a; es positiva, ¢ tiene soporte compacto y de que u es solucién
débil, tenemos que

M )
=Yoo | [ =kl 0u(r0) = s hpsen =ty i+ [ 90)luo—kjldx) =0,

para cada o > 0. Por convergencia uniforme de (Eq,¥y) y por ser ¢ de soporte compacto,
tenemos que Jo — J cuando o — 07 y el signo se preserva al tomar el limite, es decir,
J > 0. Esto implica que la desigualdad (3.11) se cumple para cada par de entropia (E,¥) y
la solucidn es entrépica. a

Observacion 3.8. La conclusion del teorema 3.7 implica que cuando el conjunto de estados
admisibles es compacto, basta con verificar la desigualdad de entropia para el par de Kruzkov
para garantizar que la solucién es entrépica.

En la siguiente seccidn analizaremos algunas consecuencias de la definicién de solucién
entrépica y daremos un criterio de admisibilidad para soluciones débiles que sean de clase C!
por pedazos con un nimero contable de discontinuidades.

3.2.2. Condicion de entropia generalizada

Dentro del conjunto de soluciones débiles, una clase que nos interesa estudiar es el de
las soluciones que son C! por pedazos, es decir, que tienen un nimero contable de discon-
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Figura 3.1 Interseccion del t
interior del soporte de ¢ €
2., uniformemente alejado
de r =0, con las regiones Iz y L
I}, definidas por la orientacion 0 \\ Iy
de la discontinuidad X de R, N\

la solucién débil u. Dichos ( ‘
conjuntos se denotan por Og I \

y Op, respectivamente. 9 /
su ~ A
p@ — (&

tinuidades y que fuera de ellas, son soluciones clasicas a (3.1). Estudiemos algunas de las
repercusiones de la definicién 3.4. Sea u una de estas soluciones suaves por pedazos, con
discontinuidades X;, j = 1,...,N, en el plano (x,7), las cuales no se intersectan y tal que
u es solucion cldsica fuera de la unién UX;. Tomemos una de estas discontinuidades, que
denotamos por X, y supongamos que acepta una parametrizacion en ¢ de la forma

X ={(X(),r) ERx[0,400) : € [t1,12]}.
Definimos los conjuntos

Ik :={(x,t) ER x [0,+00) : x > £(t)}
I7 := {(x,1) ERx[0,40) : x < £(t)},

a ambos lados, derecho e izquierdo, de X. Por convencién, la normal 7 a X apunta en la
direccion derecha de la curva (ver la figura 3.1).

Tomemos una funcién de prueba ¢ € Ci (R x (0,400);R,) C Z,, es decir, ¢ =0 cerca
det =0. Sea (E,¥) cualquier par de entropia generalizado, y denotemos a su aproximacion
suave por (E€,¥¢), con € > 0, en el sentido del lema 3.3. Denotamos los conjuntos abiertos
Or =IxrN(supp¢)®y Or :=1I; N (supp@)®, donde (supp¢)° denota el interior del soporte
de ¢. Dado que u es solucién clésica fuera de X, por la desigualdad (3.11), por convergencia
uniforme, y aplicando el teorema de la divergencia en Og y Or, obtenemos

0< ./: /]R OE (1) + 0, (1) dxdlt

— [ QB+ o F @ drdi+ [ GEw)+ 0 (w) dud
or Or

din ([ @B 0w n)ds— [ (0E -+ 9w n)ds +

[ o e dsar — [ ¢<E8<u>z+w<u>x>dxdr)
I Iz

== [ (B + ¥ ds
ZNsupp ¢
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86 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

ya que ¢ = 0 en dOg, A0y, excepto sobre X. Dado que ¢ es arbitraria, esto implica que a lo
largo de X se cumple la desigualdad de salto,

[E(u))n; + [¥ ()lne <0,

es decir,
dx
— S E@)]+ [# () <0, (3.17)
para todo par de entropia generalizado (E, V).

El argumento es, claramente, reversible. Si una solucién débil de clase C' por pedazos
satisface la desigualdad (3.17) sobre toda discontinuidad X para cualquier par de entropia
generalizado (E, W), entonces, por el principio de particién de unidad (ver Yosida [230], pdg.
60), podemos rellenar el soporte compacto de cualquier ¢ € &, mediante un nimero finito
de vecindades abiertas 0; g U0 = O}, con j=1,...,N, que pueden intersectar a {r = 0}.
Dado que u es solucidn clasica fuera de X con condicién inicial ug, integrando en todo el
soporte de ¢ y aproximando (E, @) mediante la sucesién (E€, d%) obtenemos la desigualdad
(3.11). De este modo hemos probado el siguiente

Lema 3.9. Sea u una solucién débil de (3.1) y (3.2), de clase C' por pedazos y con un niimero
contable de discontinuidades UjcnX; = X. Entonces u es solucion entrdpica si'y solo si

[E (u)]n; + [P (u)]n, <0, (3.18)

sobre X, donde it = (ny,ny) es el vector normal a X que apunta a su lado derecho, y (E,¥)
es cualquier par de entropia generalizado. Si, ademds, X admite una parametrizacion de
la forma X = {((t),t) : t € I}, con I un intervalo y % : I — R diferenciable, entonces la
desigualdad (3.18) se escribe como

dx

— E[E(u)] +[Pu)] <0, (3.19)

sobre X.

Sustituyendo el par de Kruzkov (3.13) en la desigualdad (3.19), obtenemos

(7() ~ £(8)sen )] < X K] (3.20)

sobre X y para toda k € Q. Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de entropia de
KruZkov. La importancia de la desigualdad (3.20) es dificil de subestimar: como veremos a
continuacidn, es posible establecer la equivalencia entre la desigualdad (3.11) y la desigual-
dad de entropia (3.20) para la clase de soluciones C! por pedazos. Cabe sefialar que el célebre
resultado de existencia y unicidad de soluciones entrépicas de KruZkov [116] considera ori-
ginalmente dicho par de entropia.

Por el lema 3.9 y la observacién 2.9 (c)-(d), si u es una funcién C ! por pedazos en
R x [0,+e0), con un nimero contable de discontinuidades, £ = U jenZj, y si, ademds, u es
solucién entrépica de (3.1) y (3.2), entonces u es solucién cldsica fuera de X, y sobre cada X;
se satisface la desigualdad (3.20) para todo k € Q2. Esta observacién y el teorema 3.7 sugieren
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que el argumento es reversible y que la condicién es también necesaria. En efecto, éste es el
contenido del siguiente lema, que afirma la equivalencia entre (3.11) y (3.20) para soluciones
C! por pedazos.

Lema 3.10. Sea u una funcién de clase C' por pedazos en R x [0, +o0), con un niimero con-
table de discontinuidades X = U jenX;. Entonces, u es una solucion débil y entrdpica de (3.1)
v (3.2), siy solo si u es solucion cldsica fuera de X que satisface la desigualdad (3.20) sobre
cada X; para todo k € Q.

Demostracion. Si u es solucion entrépica y débil, de clase C' por pedazos, entonces es so-
lucién clasica fuera de X por la observacion 2.9 (c¢). Sustituyendo el par de Kruzkov en la
desigualdad de entropia (3.18) obtenemos la desigualdad (3.20).

Inversamente, sea « una funcién de clase C' por pedazos, que satisface (3.20) sobre X para
todo k € Q y que es solucidn clésica fuera de X. Si escogemos k = ug € €, la desigualdad
(3.20) toma la forma

dx

E|”L*MR| < [f(u)]sgn [u]. (3.21)
Andlogamente, si tomamos k = uy € 2, la desigualdad (3.20) implica que

dx

EWL —ug| > [f(u)]sgn [u]. (3.22)

Combinando (3.21) y (3.22), y dado que [u] # 0, llegamos a las condiciones de Rankine-
Hugoniot

1= £ (3.23)

En virtud de que u es solucién clasica fuera de X y que sobre X se cumplen las condiciones

de salto de Rankine-Hugoniot, u es solucién débil. Usando los argumentos de la prueba del

lema 3.9 para el caso particular del par de Kruzkov, se concluye que u satisface la desigualdad

(3.16) para toda ¢ € Z,. Aplicando el teorema 3.7, la solucién es entrépica. ad

Vamos a analizar algunas de las consecuencias de la desigualdad (3.20). En primer lu-
gar, probaremos su equivalencia con la siguiente condicién de entropia, conocida como la
condicion de entropia generalizada [128].

Definicién 3.11. Una solucién débil de (3.1), de clase C! por pedazos, satisface la condicion
de entropia generalizada si en cada discontinuidad X se tiene que

(af(ur)+ (1 =) f(ug) — f(ouy + (1 — ct)ug) ) sgn[u] <0, Va€[0,1].  (3.24)

Notamos que la desigualdad (3.24) es cierta si tomamos @ = 0 6 oo = 1. Observamos
también que en el caso ug = uy la desigualdad (3.24) se satisface trivialmente, por lo cual
decimos simplemente que una solucién de clase C! por pedazos satisface la condicién de
entropia generalizada si se cumple (3.24) puntualmente sobre X.

Lema 3.12. En la clase de soluciones débiles C' por pedazos, las condiciones de entropia
(3.20) y (3.24) son equivalentes.
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Demostracion. Primero probaremos que la desigualdad (3.20) implica la condicién (3.24).
Fijemos un punto P € X y supongamos que en P, ug # ur. Sea I el intervalo abierto en R,
I = (ug,ur) 6 I = (ur,ug), segin el signo de [u]. Hemos probado que (3.20) implica (3.23),
por lo que, en virtud de [u] # 0, la velocidad de X en P estd dada por

ae _ [f(w)
dt [u] ~

Tomemos ¢ € (0, 1). Entonces definiendo & := ouy, + (1 — ot)ug, tenemos que k € I C [a,b],
con [ abierto. De esta forma la desigualdad (3.20) implica que

ds
(f (ur) — f (k) sgn (ug — k) — (f (ur) — f(k)) sgn (ur. — k) < jf(luR—kl = |ur — k).
Dado que 0 < & < 1, notamos que

sgn(ug —k) = sgn(a(ug —ur)) = sgn (ug —uy) = sgn[u]
sgn (up —k) =sgn((1 — o) (ur —ugr)) = sgn (ur — ug) = —sgn[u].

Sustituyendo nuevamente, y usando la condicién de Rankine-Hugoniot, obtenemos

(rtu) + £0) = 270 snl] < T e o )
= L e~ ]~ 1 = o]
= - (@ (1- )

f(w)]sgn[u] (20— 1),

es decir,
(f (ug) + f(ur) = 2f (k) = [f(w)] (2 — 1)) sgn [u] < 0.

Simplificando la desigualdad anterior, llegamos a la condicién de entropia generalizada (3.24)
para & € (0,1). Si oo =06 o = 1 la desigualdad (3.24) se satisface trivialmente.

Inversamente, supongamos que (3.24) es vélida en cada discontinuidad. Sea cualquier
k€ Q =|a,b]. Sik €I entonces se invierte el argumento anterior usando k = oy + (1 — o) ug,
con cierto & € (0, 1), para obtener nuevamente la desigualdad (3.20). Si por el contrario
k ¢ I entonces tenemos dos casos: a < k < min{uy,ug}, o bien, max{ur,up} <k <b. La
desigualdad (3.20) toma la forma

~

Feg) = f(ur) < g — ),

en el primer caso, y

A

) = ) > 5 n =),
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flu,)
flw)

flu), flu)

ML uR uR uL
(@) up <ug (b) ug <ug

Figura 3.2 La figura (a) muestra una discontinuidad admisible para el caso u;, < ug, es decir, la grafica de f
restringida a (ug,ur) estd situada por encima de su cuerda. La figura (b) respresenta el caso cuando ug < ur;
la discontinuidad es admisible si la gréfica de f restringida a (ug,ur) estd situada por debajo de su cuerda.

en el segundo, las cuales se satisfacen en forma de igualdad gracias a la condicidon de Rankine-
Hugoniot. Esto prueba (3.20) para cada k € Q = [a, b]. O

La importancia de la desigualdad de entropia generalizada (3.24) radica en que constituye
una relacién geométrica muy simple sobre la funcién de flujo f, lo cual tiene muchas ventajas
cuando consideramos aplicaciones concretas. Analicemos la interpretacion geométrica de
(3.24) dependiendo del signo de [u].

Caso 1: [u] >0

Si ug > uy entonces la desigualdad (3.24) toma la forma
of (ur)+(1— o) f(ug) < flaur+ (1 — )ug), (3.25)

para todo o € [0,1]. Por lo tanto, la solucién es entrépica (equivalentemente, toda posible
discontinuidad es admisible) si y sélo si la grdfica de f restringida a (up,ug) estd situada
por encima de su cuerda. Dicha cuerda tiene como ecuaciéon

(u—up)+f(ur) = of (ur) + (1 — &) f(ur),

con

(X:*ME[O,I], u € [ug,ug).

[u]

Este caso se puede apreciar en la figura 3.2(a).
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flw)

flu,) /

MR uL uL uR
(a) up <ur (b) up <ug

flw)
flu,)

Figura 3.3 Figura (a): si f es estrictamente convexa entonces la discontinuidad es admisible si y sélo si
ug < uy. Figura (b): si f es estrictamente concava entonces la discontinuidad es admisible si y sélo si uy, < ug.

Caso 2: [u] <0

Si ug < uy, entonces la desigualdad (3.24) toma la forma
af(ur)+(1—o)f(ur) = faur+ (1 —ot)ug), (3.26)

para todo a € [0, 1]. De este modo, en este caso la solucién es entrépica (es decir, toda dis-
continuidad es admisible) si y sdlo si la grdfica de f restringida a (ug,ur) estd situada por
debajo de su cuerda. Dicha cuerda tiene como ecuacion

() = V[g]%_ ur) + Flur) = o (ur) + (1 — ) f(ug).

con
a:—ME[OJ], u € [ug,ug].

[u]
Véase la figura 3.2(b).

Ejemplo 3.13. La condicidn (3.24) se simplifica considerablemente si la funcién f es estric-
tamente convexa o estrictamente concava.

(a) Si f es estrictamente convexa (como ejemplo tenemos la ecuacién de Burgers no viscosa,
con f(u) = %uz), la grafica estd siempre bajo su cuerda. Por lo tanto, la discontinuidad es
admisible si y solo si ur < uy, (ver figura 3.3(a)).

(b) Si f es estrictamente concava, la grafica de f siempre estd por encima de su cuerda. Por
lo tanto, la discontinuidad es admisible si y s6lo si u; < ug (ver figura 3.3(b)).
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3.2.3. Consecuencias de la condicion de entropia generalizada

Las soluciones débiles de clase C! por pedazos constituyen una clase especial de solucio-
nes al problema de Cauchy, para las cuales la condicién de entropia generalizada (3.24) y
la desigualdad de entropia (3.11) son equivalentes. El lector habra notado que la condicién
(3.24) tiene una interpretacion geométrica muy simple y que es mas facil de verificar que
(3.11). En esta seccién vamos a analizar algunas consecuencias de la condicién (3.24), entre
las cuales destaca la unicidad de la solucién entrépica en esta clase particular de soluciones.
Motivados por la pérdida de unicidad de soluciones débiles, en la seccidn 2.4.4 introdujimos
tres condiciones de entropia que, por conveniencia del lector, escribimos aqui nuevamente.

La condicion de entropia de Lax

Sea u una solucién débil del problema de Cauchy y sea X una discontinuidad, parametri-
zada por X = {(£(¢),t) : t € I}, con I C R, un intervalo. Si P € X es cualquier punto sobre
la discontinuidad, se definen los limites u; y ug a cada lado de X de la manera usual. Se dice
que u satisface la condicion de entropia de Lax sobre X si

f(ug) <s < f(ur), (3.27)

para todo punto P de X, y donde s = d£/dt es la velocidad de la discontinuidad en ese punto;
por la condicién de Rankine-Hugoniot, s = [f(u«)]/[u]. La condicién de Lax muestra que las
caracteristicas inciden en la discontinuidad de ambos lados, tal y como sucede en el caso de
la onda de choque (2.53) para la ecuacién de Burgers no viscosa (ver figura 2.6). Observa-
mos también que en el caso estrictamente convexo, f” > 0 (equivalentemente, estrictamente
céncavo, f < 0), las desigualdades en (3.27) son estrictas:

f(ur) <s < f'(ur). (3.28)

Cabe mencionar que, para el caso estrictamente convexo, la condicién de entropia de Lax se
reduce a ug < ur, como puede ser verificado sin dificultad.

La condicion de Lax-Oleinik

Claramente, la condicion de entropia de Lax se deduce de la siguiente condicién, conocida
como la condicion de entropia de Lax-Oleinik:

J) = flu) _ S = fm)

Uu—Ug u—uy

(3.29)

para toda u entre uy y ug, limites izquierdo y derecho, respectivamente, en cada punto P de
X. Esta condicién tiene la misma interpretacion geométrica que la condicion de Lax.
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Lema 3.14. En el caso general, con f € C?, la condicién de entropia generalizada (3.24)
implica las condiciones de entropia de Lax (3.27), y de Lax-Oleinik (3.29).

Demostracion. Suponiendo que ug # uy, @ € (0,1), y dividiendo (3.24) entre of|ug — uy|,

obtenemos
t ) — Flomg + (1~ oug) _ [F(w)
ofu] = [

Toda u entre u; y ug se puede escribir como u = oy, + (1 — o )ug, para cierta a € [0, 1].
Asi, u—ug = oup, + (1 — a)ug —ug = —fu] y la desigualdad anterior implica (usando la
condicién de Rankine-Hugoniot) que

Fl) = f(ur) _ di

U—Ug —dt

De la misma manera, pero ahora dividiendo (3.24) entre (1 — ot)|ug —uy,

que
)]  fl) = flu)

[u] u—uy

, podemos demostrar

De este modo obtenemos la condicién de entropia de Lax-Oleinik (3.29) para toda u entre
ug y uy. Claramente, la condicion de Lax se deduce de la condiciéon de Lax-Oleinik cuando
tomamos los limites cuando u — ug, y cuando u — uy, del lado izquierdo y derecho de la
desigualdad, respectivamente. a

La condicion de Oleinik (caso convexo)

En el caso estrictamente convexo se definié también (ver seccidn 3.2) lo que se conoce
como la condicion de Oleinik: si f es estrictamente convexa, una solucién débil es entrdpica
si existe una constante C > 0 tal que para todaa > 0y todo x € R, ¢ > 0, se tiene que

u(x+a,t) —u(x,t) < %. (3.30)

Esta condicién, introducida por Oleinik en [176], tiene ventajas cuando se estudian méto-
dos numéricos, ya que estd formulada en términos de diferencias finitas.

Lema 3.15. Cuando la funcién de flujo es estrictamente convexa, ' > 0, la condiciones de
entropia generalizada (3.24), de Lax (3.27), de Lax-Oleinik (3.29), y de Oleinik (3.30), son
equivalentes.

Demostracion. En virtud del lema 3.14 y de que la condicién de entropia generalizada se
reduce a la condicién de Lax en el caso convexo, es decir, ug < ur, basta con demostrar que
las condiciones de Lax y de Oleinik son equivalentes. Suponiendo que u es solucién débil
que cumple la condicion (3.30), sea (x,7) € R x (0,4o0) un punto de discontinuidad de u. En

ese caso, para todo € > 0

2Ce
ulx+e,0)—ulx—g,t) < -
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Tomando el limite cuando € — 0" obtenemos ug — u; < 0, que es la condicién de Lax.
Inversamente, supongamos que la condicién de Lax se cumple en toda discontinuidad. Si
(x,7) es un punto de continuidad de u entonces se tiene que

u(x+e,t)—ulx—e,t) <Clt)e,

para todo € > 0, donde C = C(¢) > 0 es una constante para 7 > 0 fijo. Es posible demostrar
que si /" > & > 0 entonces la constante es C(r) = 1/t (ver ejercicio 3.1). Si (x,7) es un
punto de discontinuidad de u entonces el salto debe ser negativo por la condicién de Lax.
Esto implica que u(x+ €,1) —u(x —€,t) < 0 < Ce/t, para € ~ 0" La desigualdad para todo
€ > O resulta de aplicar la condicién de Oleinik en los puntos de continuidad de « a lo largo
de la recta para ¢ > 0 fijo, hasta encontrar una discontinuidad a la derecha o a la izquierda.
El valor de u = ug en la discontinuidad a la izquierda debe ser mayor que el valor de u = uy,
en la discontinuidad; asimismo, el valor de u = u; en la discontinuidad a la derecha debe ser
menor que el valor de u = ug en la discontinuidad. De esta forma todos los posibles saltos de
u (un conjunto numerable) a lo largo de la recta real con ¢ > 0 fijo tienen el mismo signo, y
(3.30) es valida para todo a > 0. a

Contraccién en la norma L!: Unicidad

A continuacién vamos a demostrar que la condicién de entropia generalizada garantiza la
unicidad de la solucién entrépica al problema de Cauchy en la clase de soluciones C! por
pedazos con un conjunto numerable de discontinuidades.

Proposicion 3.16. Sea f : R — R de clase C? y sea ug € L™ (acotada). Si el problema de
Cauchy (3.1) - (3.2), tiene una solucién débil de clase C' por pedazos que satisface la con-
dicion de entropia generalizada, entonces es tinica.

Esta proposicion es consecuencia de un resultado mds general.

Teorema 3.17 (Contraccién en la norma L'). Sea f de clase C?, y sean u y v dos soluciones
débiles en la clase de funciones C' por pedazos, para las cuales todas sus discontinuidades
satisfacen la condicion de entropia generalizada. Entonces ||u(t) —v(t)||,1 es una funcion no
creciente det > (.

Demostracion. Sean u 'y v dos soluciones entrdpicas de la ley de conservacioén (3.1), que
satisfacen, en toda discontinuidad, la condicién de entropia generalizada (3.24). Denotamos

wi=u-—v,
Asimismo, denotamos la norma L' de w como
o0 % Ve 1(f)
rle) = Il = [ wtenlde= Y16 PRRCERICOEICED
—o0 Vi

donde los puntos yy () son escogidos para cada ¢ fijo de modo que
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¥// 7‘7",//—/‘
yk—] yk yk+]

Figura 3.4 Eleccién de los puntos y;(z) para t fijo, tales que sgn(u(x,t) — v(x,t)) = (—1)¥ para x €
(k(t),yk+1(2)). La grifica de u estd representada por la linea continua (en rojo), y la de v por la linea puntea-
da (en azul). Nétese que para cada k tenemos que, o bien u(-,7) y v(-,¢) son continuas en y,(¢) (punto donde
u =), o bien y(¢) es un punto de discontinuidad de u o de v.

sgn (u(x,t) —v(x,t)) = (—l)k, para cada x € (yi(¢),yer1(2)).

Los puntos y; son funciones de ¢ y la suma puede ser finita o infinita. La figura 3.4 muestra
la forma de elegir los puntos y;. Para cada k tenemos dos casos:

(1) yi(¢) es un punto de continuidad, tanto de u(+,7) como de v(-,¢). En estos puntos

u(ye(r),1) = v(ye(2),1).

(ii) yx(r) es un punto de discontinuidad de u(-,#) o de v(-,#). En este caso y(¢) denota una
curva de discontinuidad que satisface la condicién de entropia.

Dado que u y v satisfacen la ley de conservacion en sentido débil, si son continuas en el in-
tervalo (a,b) entonces satisfacen el principio de conservacién en forma integral (observacion
2.9 (e)):

b
%/a u(x,t)dx = f(u(a,t)) — f(u(b,t)) = lim (f(u(a+£,t))—f(u(bftc;?t))), (3.32)

e—0t

Por lo tanto, derivando (3.31) con respecto a t obtenemos
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dr Vi1 (t)

d
=Y /ym (u—v)(x.t)dx

= Z(_l)kgli%ﬂ ((M—V)(Yk+l(t) —E,I) d');:l - (M—V)(yk(t) “!‘8,1‘)%4‘

 F(e() +£,0)) = Fluli (1) — 1)) +
+ 00k (1) = £.0) = F Ok +£.0)) ). (3:33)
= Y (=D (i1 —pi),

donde p; representa al sumando que involucraa y;,con j=k+1o0 j=k.Enelcaso (i), uy
v son continuas en y; y ademas u(yg,t) = v(y,?), por lo que el sumando k en (3.33) es cero,
y basta con sumar en la férmula las contribuciones de los puntos de discontinuidad yj,; de
u, de v, o de ambos; es decir, es suficiente considerar el caso (ii). Supongamos, por ejemplo,
que u es discontinua en yi, 1, el cual podria ser también un punto de discontinuidad de v. Si
definimos

UR :— Iim u +11+€ VR ‘= Iim v +€
e—0" (Yk ! )’ e—=0T (yk ! )7

ur ;= lim u —& vp = lim v —&
L= (Vkt1—€), L= M (Vi1 —€),

entonces podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ug < uy, (el caso contrario se
analiza de manera anéloga). Tenemos dos casos posibles:

(@ v € (ug,ur),
(®) v ¢ (ug,ur).
En el caso (a) el signo de u — v es positivo en (v, i, 1); por ende (—1)¥ =1y k es par.
Por la condicién de Rankine-Hugoniot en la discontinuidad y;{(7) de u,
dyiy1  f(ug) — f(ur)

dt UR — Uy,

Por inspeccién de los términos de la suma en (3.33), el sumando (—1)*py, ; tiene la forma

(1P = prsr = Jim (=)0~ &) P2 4 1 (vl — ) — st —e))

dt
= (up—wy) (f(uR) —f(ur)

UR — UL

)+ £n) = £ ().

Notamos, sin embargo, que existe & = (vi, —ug)/(ur, —ug) € (0,1), tal que vp = aug, + (1 —
o )ug. Asi, por la condicién de entropia generalizada,

Pt = fve) = (oof (up) + (1 — ) f (ur))
=sgn (MR — ML) (Otf(uL) + (1 — (X)f(MR) 7f((XuL + (1 — (X)MR)) < 0.

La contribucién del sumando (—1)*pg | es no positiva.
En el caso (b) tenemos dos subcasos:
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(b1) vr>uy,
(b))  vi <ug.

En el caso (b;) tenemos que si vy, = uy entonces el sumando es cero, pg+; = 0. Asi,
supongamos que vz > uy. Entonces u — v es negativo en (i, vi11) Y (—1)F = —1, es decir, k
es impar. Notamos también que, necesariamente, vg < ur < uy, < v, ya que de otro modo el
signo de u — v seguiria siendo negativo a la derecha de y; |, contradiciendo la definicién de
los puntos yi. Esto implica que y; es también punto de discontinuidad de v, y la velocidad
de la onda de choque se puede expresar también en términos de los valores de v, esto es,

dyir1 _ f(ve) = f(ve)

dt VR — V[

Dado que uz, € [vg,vr), entonces existe & = (ur, — vg)/(ve —vg) € [0,1), tal que uy =
avy + (1 — a)vg. De esta manera, usando la condicién de entropia generalizada, obtenemos
que

(=1 prcs1 = —prr1 = fur) — f(v) + (VL—ML)(W)

=sgn(vg —v) (f(ave+ (1 —a)vg) — (af(ve) + (1 — &) f(vg))) <O,

y el sumando contribuye negativamente o cero. Similarmente se puede probar que la contri-
bucién del sumando es no positiva en el caso (by).
De este modo, hemos demostrado que la suma en (3.33) es no positiva, y por lo tanto,

dr(r)
dt

<0,

para todo ¢ > 0. a

Demostracion la proposicion 3.16. Sean u y v dos soluciones del problema de Cauchy. En-
tonces w = u — v tiene como condicién inicial w(0) = 0 c.d.s. Por el teorema 3.17

0 < flu(8) =v(- 1)l < [Ju(-,0) =v(- 0)][ 1 =0,

para todo t > 0, es decir, w = 0, c.d.s., y la solucién es tnica. O

3.3. Solucion entrépica para f convexa: la formula de Lax-Hopf

En esta seccién vamos a demostrar un teorema debido a Lax [124], el cual asegura existen-
cia y unicidad de la solucién entrépica al problema de Cauchy con condicién inicial acotada,
en el caso en el que la funcién de flujo f es estrictamente convexa. Notablemente, la solu-
cidn estd determinada por una férmula explicita que se conoce como la férmula de Lax-Hopf
[124, 128]. A pesar de que la demostracion no se puede extender al caso general no conve-
x0, el método usado en esta seccién es de gran interés pues revela rasgos importantes de las
soluciones entrdpicas, tales como el comportamiento asintético para ¢ grande.
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3.3.1. El teorema de Lax
Consideremos la ley de conservacion escalar
u+ f(u)y =0, (3.34)
en (x,1) € R x (0,+o0), con condicién inicial
u(x,0) = up(x), (3.35)

donde u € R, f: R — Res de clase Cc2,
Teorema 3.18 (Lax). Sea f : R — R estrictamente convexa, de clase C* que satisace

f"(u)> o >0, paratoda ucR,
f'(u) = a(u) — oo, cuando u — +oo.

Sea la condicion inicial uy € L (acotada). Entonces el problema de Cauchy (3.34), (3.35)
admite una tinica solucion entropica u € L*(R x [0,4+00);R), que satisface la desigualdad

F(u(xa,1)) — £ (u(x, 1)) < xz:x‘ (3.36)

para toda xy > x1 y todat > 0. La solucion entropica estd dada por la férmula explicita

u(x,t) =g (W) : (3.37)

donde g = a~' y y(x,t) es el valor inico que minimiza la funcién

y—= G(x,t,y) =tf" (x;y) + /Oyuo(x) dx. (3.38)

Aqui, f* denota la transformada de Legendre de f (véase apéndice A.3.2).

Observacion 3.19. La desigualdad (3.36) es una condicién mas general que la desigualdad

de entropia de Oleinik, ya que esta ultima se deduce a partir de (3.36). Si tomamos 2C =
1/min f” > 0, por el teorema del valor medio tenemos que

a(u(x,1)) —a(u(xi,1)) _ f"(uo)(ulxr,t) —u(x1,1)) _ 1

<
X2 =X X2 =X

?7
para cierto ug entre u(x;,t) y u(xp,t), y para todo x, > x1; esto implica que
Ce
u(x+e,t)—u(xt) < ~ (3.39)

para todo (x,¢), con ¢t > 0, y todo € > 0, es decir, obtenemos la condicién de entropia de
Oleinik.
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Observacion 3.20. En el caso de la ecuacién de Burgers no viscosa tenemos f(u) = %uz y
por lo tanto a(u) = u con inversa g(v) = v. De este modo f*(u) = Ju? y la funcién (3.38) estd
dada por

L (x—y)?

y
G(x,t,y) = if—k/o uo(x) dx.

La férmula explicita (3.37) fue expresada por primera vez en el caso particular de flujo de
Burgers por E. Hopf [94], raz6n por la cual la solucién (3.37) recibe el nombre de formula de
Lax-Hopf (o simplemente, formula de Lax).

Observacion 3.21. La férmula explicita de Lax-Hopf es posible gracias a que cuando la fun-
cion de flujo es convexa, todas las caracteristicas emanan de algiin punto en el eje real cuando
t = 0. En el caso general esto no es posible, ya que las caracteristicas se pueden originar en
una onda de choque sdnica, es decir, cuando la velocidad coincide con una de las velocida-
des caracteristicas, s = f’(u;) o s = f'(ug) (también llamada onda de choque caracteristica).
Existe, sin embargo, un caso en el que ésto no ocurre para f arbitraria, que consiste en supo-
ner que la condicién inicial es mondtona, lo cual implica que su primitiva es convexa. Esta
notable observacién se debe a Kunik [118] (para la demostracién, véase Serre [196]):

Proposicion 3.22 (Kunik). Sea uy € L™ mondtonamente creciente, y sea f € C 2 Entonces la
solucion entrdpica al problema de Cauchy (3.34) - (3.35) estd dada por u(x,t) = dH (x,t),
donde

H(x,1) = sup (yx—1f(y) = U5 (y)),
yeR

Uy es la primitiva (convexa) de ug, y U denota a su transformada de Legendre.

3.3.2. Demostracion del teorema de Lax

La demostracién del teorema 3.18 que presentamos aqui estd dividida en tres partes. La
primera parte consiste en verificar que la férmula de Lax-Hopf es correcta en el caso par-
ticular de una solucién de clase C! por pedazos que, ademds, tiene soporte compacto en el
espacio-tiempo. Aunque no es propiamente parte de la demostracion, este paso es muy ilus-
trativo ya que nos permite entender desde un punto de vista geométrico (mediante una cons-
truccién con el método de caracteristicas) de dénde proviene la férmula (3.37). La segunda
parte consiste en la demostracién de la existencia de la solucién de Lax-Hopf'y la verificacién
de la condicién de entropia. La tercera y tltima parte es la prueba de unicidad. Hacemos notar
que esta demostracion es esencialmente diferente al principio de contraccién en la norma L!
presentado en la seccién 3.2.3, el cual se aplica solamente a soluciones entrépicas de clase
C' por pedazos. La conclusién del teorema garantiza la unicidad de la solucién de Lax-Hopf
en la clase de todas la soluciones entrdpicas de la ley de conservacion.

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



3.3 Solucién entrépica para f convexa: la férmula de Lax-Hopf 99

Representacién para una solucién u« de clase C! por pedazos

Primero vamos a verificar que la formula de Lax (3.37) - (3.38) es vdlida en el caso de
una solucién de clase C' por pedazos con soporte compacto, y que satisface, en cada una de
sus discontinuidades, la desigualdad de Lax (3.27). Asumiendo que u(x,) es una solucién de
este tipo, definimos

Uten)i= [ u(Cndg,
Up(x) :=U(x,0).

Es posible normalizar la funcién de flujo! £ tal que, sin pérdida de generalidad, £(0) = 0.
De este modo integramos la ecuacién (3.34) (ya que u es de clase C! por pedazos y la ley
de conservacién (3.34) se satisface c.d.s.), de tal manera que

X X
0= [l flu)ydy =0, [ ulnr)dy-+ flu,r)) = flu(=e=,).
Notese que u(—eo,t) =0 para toda t > 0, ya que u es de soporte compacto y f(0) = 0; por lo

tanto,
U+ f(Uy) =0, c.d.s. (3.40)

En virtud de que f es estrictamente convexa, tenemos que para toda v € R se cumple la
siguiente desigualdad f(Uy) > a(v)(Uy —v) + f(v), y por ende,

Us +a(v)Uy < va(v) — f(v), paratoda v € R. 3.41)

Fijemos v € R. Para (x,7) € R x (0,+<0) dados, consideremos la caracteristica que pasa
por (x,t) con pendiente a(v) y que intersecta al eje = 0 en el punto y(x,7) = x —a(v)t. Esta
caracteristica se puede parametrizar de la siguiente manera,

I(xy) ={(6(0),0) € R x[0,+e) : §(0) =a(v)o +y(x,1) = a(v)(0 —1) +x}.

Integremos (3.41) a lo largo de I, para ¢ € (0,1); obtenemos,

/Ot U(av)(o —t)+x,0)+a(v)Us(a(v)(c —t)+x,0)do < t(va(v) — f(v)).

Derivando U con respecto a ¢ a lo largo de la caracteristica, se tiene que

d

25U (8(0),0) =Ui(§(0),0) +a(v)Ui(5(0),0),

y, por lo tanto,
U(x,t) <U(y,0)+t(va(v) — f(v)). (3.42)

Sea g la funcién inversa de a. Dado que (x —y)/t = a(v) obtenemos

! Basta con redefinir f(u) — f(u) — f(0), conservando convexidad y regularidad.
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100 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

Sustituyendo en (3.42) llegamos a la desigualdad

venzveoen ()5 (57) 1 (5(7)))

= U(y,0)+1f* (x;y)

Esta desigualdad se cumple para todo v € R, y dado que y(x,7) = x — a(v)z, también es cierta
para toda y € R. De este modo hemos probado que

U(x,t) <Up(y) +1f* <xty) , (3.43)

para toda y € R. En particular, para (x,) dados, la desigualdad (3.43) se cumple para el valor

$(x,1) tal que
g (x_yt(“)) = u(x,1). (3.44)

Este valor § existe ya que g = a~ ' y a es sobre. Otra manera de escribir (3.44) es
a(u(x,1))t =x—9(x,1). (3.45)

A continuacién vamos a demostrar que dicho valor de ¥ minimiza el lado derecho de la
desigualdad (3.43), la cual se cumple en forma de igualdad. La férmula (3.45) nos sugiere
considerar la caracteristica con pendiente a(u(x,)) que pasa por (x,z). Asi, para (x,¢) dado y
fuera de una discontinuidad X de u, consideramos la caracteristica

&(o)=alu(x,1))(oc—1)+x, o € (0,1). (3.46)

Dicha caracteristica intersecta el eje ¢ = 0 en el punto &(0) = §(x,r) siempre y cuando
no intersecte a otra discontinuidad X’ para tiempos menores a ¢t > 0. Podemos garantizar
esto ya que, por hipétesis, u es solucion de clase C' por pedazos que satisface la condicién
de entropia de Lax. En efecto, supongamos que (x,¢) estd fuera de una discontinuidad X y
argumentando por contradiccidn, supongamos que si trazamos la caracteristica hacia atras en
el tiempo, ésta intersecta a una segunda discontinuidad X’ (ver figura 3.5).

De este modo, u permanece constante a lo largo de la caracteristica, la cual intersecta al
eje t = 0 en el tnico punto ¥(x,1). Dado que U, = u, tenemos para todo ¢ € (0,1),

Ui(§(0),0) = —f(u(5(0),0)),

y u(x,t) = u(&(0o),0). En consecuencia,

Ui(6(0),0) +a(u(5(0),0))Ux(5(0),0) = a(u(§(0)),0)u(§(0),0) — f(u(5(0),0))
a t
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3.3 Solucién entrépica para f convexa: la férmula de Lax-Hopf 101

para toda ¢ € (0,7). Integrando esta igualdad en ¢ € (0,7) obtenemos

Ux,1) = U(3(x,1),0) :/t%U(é(c),c)dc
= [[0E(0).0) +alu(E(0), o)) (& (0),0)do

_ / Yu(x,1) — f(u(x,1)) do
(a(u(x,1))u(x,t) — f(u(x,1)))

=tf" < y;( )).

Hemos probado que la desigualdad (3.43) se cumple en forma de igualdad para y = §(x, 1),
valor para el cual el lado derecho alcanza su minimo, y adicionalmente tenemos la represen-
tacion (3.44) para la solucién u. Podemos concluir que la férmula de Lax (3.37) - (3.38) es,
por lo tanto, vilida para una solucién u de clase C' por pedazos y con soporte compacto que
satisface la condicion de Lax en cada discontinuidad.

Existencia

El siguiente paso consiste en demostrar la parte de existencia del teorema de Lax. Dado
que la condicién inicial es acotada, ug € L™, podemos definir

y
Up(y) ::/O up(x)dx. (3.47)

Nuevamente normalizamos f de modo que f(0) = 0. Dado que f es estrictamente convexa
y limy 10 f (1) = Fo0, podemos definir, para todo (x,¢) cont > 0,y y € R, la funcién

G(x,1,y) = Up(y) +1/* (x t y) (3.48)

Figura 3.5 Si la solucién u
satisface la condicién de Lax,
entonces una caracteristica
con pendiente a(u(x,t)) para
(x,1) € R x (0, +e0) fijo y
fuera de una discontinuidad
X, no intersecta a otra dis- >
continuidad X’ para tiempos
menores a ¢ > 0. En la grafi-
ca, la discontinuidad viola
la condicion de Lax, pues la
caracteristica que “entra” en
X aparenta “salir” de X’.
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102 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

Notamos que la transformada de Legendre de f satisface

yaque g =a~ ! y habiendo usado (A.8). Asimismo, en virtud de que df* /dv = g(v) y de que
J* es estrictamente convexa, concluimos que f* tiene un minimo global en v = a(0) y por lo
tanto

ffv)>o, F*(v) = +oo cuando |[v| — oo

Mas aun, f* crece mds rapido que cualquier funcién lineal ya que

lim df*/dv = VEng(V) = oo,

V—>too

Por otro lado, el término foy up dx crece, a lo mds, linealmente, en virtud de que ug es acotada.
Por continuidad de Gy las observaciones anteriores concluimos que para (x, ) fijo,

G(x,t,y) — oo cuando y — Zeo.

Esto implica que para (x,7) fijo G alcanza su minimo en algin punto y = y(x,1), el cual
puede no ser unico. Sea y(x,#) cualquiera de esos puntos que minimizan a G. Vamos a de-
mostrar que el mapeo x — y(x,7) es no decreciente para todo ¢ > 0 fijo, lo cual es un corolario
del siguiente

Lema 3.23. Para x1,x;, yt > 0 dados, sean y; y y dos valores para los cuales las funciones
G(x1,t,y) y G(x2,t,y) alcanzan su minimo, respectivamente. Si x, > x| entonces y > yi.

Demostracion. Sea
H(s):=f"(o+s)— f(0)+ [ (t—s)— f (1),

para ¢ < 7 fijos y cualquier s € (0,7 — o). Dado que f* es estrictamente convexa tenemos
que

f(o+9)~f(0) _f1(®) (=)

N

) s€(0,1—o0)

(ver figura 3.6). Esto implica que H(s) < 0. Notamos también que H(0) =0, y que H(T —

o) =0. Por lo tanto, bajo estas hipétesis H es negativaentre 0y t—o y H(0) =H(t—0) =0.
Sean x| < xp y definamos

X2 — X1 X2 =y X1 =1
=205, =22 =BT

t t t

Argumentando por contradiccién, supongamos que y> < y;. En este caso tenemos que

X2 —V1 X2 —¥2
CESIIRE

sS+0 = T,

es decir, s € (0,7 — 0), con T > o. Por convexidad tenemos, por lo tanto, que H(s) < 0, lo
cual implica la desigualdad
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f*< zy1>+f <m;y2><f< y2)+f( ty1> (3.49)
Por hipétesis, y; minimiza a G(x1,¢,y), por lo que
G(x2,t,y1) = G(x1,t,y1) +tf* <x2;yl> i (Xl —y1>
< Gxn,t,y2) +1f <x2;y1) i (Xl _YI)
< G(xy,t,y7) +tf* (xzz)’2> g (x1 —yz)

t
=Uo(y2) +tf* <xz;y2>

= G(szt»)’z),

tras haber usado la desigualdad (3.49). Sin embargo, esta tltima desigualdad contradice el
hecho de que y, minimiza a G(x,t,y). a

Corolario 3.24. El mapeo x — y(x,t), donde y(x,t) es cualquier minimo de G(x,t,y), es no
decreciente.

La monotonicidad nos garantiza, a su vez, continuidad casi donde sea (ver [13], teorema
5.6.4, pag. 151):

Proposicion 3.25. Si para t fijo, y(x,t) es una funcion no decreciente de x, entonces y(x,t) es
continua en x excepto en un conjunto numerable de puntos.

En un punto de continuidad de y(-,7), éste es el Gnico valor de y que minimiza a G. Para
probar esto, sean y_ (x,7) y y+(x,7) los valores mds pequeilo y mds grande, respectivamente,
que minimizan a G(x,¢,y) para cada (x,¢) fijo. Por definicién, y_ (x,1) <y(x,7) <y (x,t). Por
otro lado, si x, > x1, por el lema 3.23 tenemos que y(x1,2) < y_(x2,1), y y+(x1,¢) < y(x2,1).
Si xp es un punto de continuidad de y(x,?), tomando x; = xp+ €y x; =xp — €, con € >0
suficientemente pequefio, obtenemos

Figura 3.6 Dado que f* f*

es estrictamente convexa

tenemos que f*(o +s) +

(=) < f (1) + (o)

para o < 7 fijos y cualquier
€(0,7—o0).
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104 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

y—(x0,1) —y+(x07t) = (y_()Co,l) _y(xo_gvt))"’_(y(xo"’_&t) _y+(x07t))+
+ (y(xo — &,) —y(xo + &,1))
> —|y(xo +&,t) —y(x0 — €,1)] =0,

cuando € — 0", ya que los primeros sumandos de lado derecho son no negativos. Como el
lado izquierdo es independiente de €, concluimos que y_ (xp,7) > y4(xo0,7). De este modo,
v+ (x,7) = y_(x,t) para toda (x,z) excepto en valores de x donde y(x,7) es discontinua. En
consecuencia, para todo ¢ > 0, excluyendo a lo sumo un conjunto numerable de puntos en x,
el valor y(x,7) que minimiza a G(x,,y) estd determinado de manera tnica. Denotamos a este
valor como y = §(x,1).

En consecuencia, definimos para todo (x,7) € R x (0, 4) c.d.s.

u(x,t):=g (x_y(“)) , (3.50)

t

donde g = a !, a(u) = f'(u) y $(x,t) es el Gnico minimo continuo de (3.48) salvo en un
conjunto de medida cero. Para probar que (3.50) es solucién débil del problema de Cauchy
(3.34)-(3.35), definimos para cada n € N las siguientes aproximaciones

'xiy —nG(x.y.
/Rg( . )e G(x,yt) dy
up(x,1) := , (3.51)

/ efnG(x,t,y) dy
R

JA (520t ay

Fulnt) = , (3.52)
( ) /e—nG(x,t.y) dy
R

vn(x,1) :=log /R e "0 gy, (3.53)

para (x,7) € R x (0,+c0), c.d.s. Debemos verificar que las integrales en (3.51) - (3.53) existen.

Lema 3.26. G(x,t,y) es Lipschitz en y.

_|_

Demostracién. Dado que f,g son C' y up € L es acotada, estimamos
|G(XJ,)’1) - G(x7f7)’2)| <
Vi
/ up(x)dx
¥

[l (52 (%)

((=H)e(=2) — (=) - <x‘,”>g<"j”>f(g(x;”»)l

t t
< Clyza —y1| +C(x,t)[y2 —y1]-

+

+

Es decir, existe C(x,#) > 0 tal que
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G(x,1,1) = G(x,1,32)| < Cx, 1) [y2 =y

O

Hemos observado que G(x,t,y) — 4o cuando |y| — oo, siendo j(x,7) el Gnico minimo

de G (para (x,?) fijo). Por lo tanto para § > 0, tenemos que en |y — $(x,7)| > 3, G es distinta
de cero. Asi, existe una constante C = C(x,t,6) > 0 tal que

G(x,t,y) > Cly—$(x,t)| > C§. (3.54)

De este modo tenemos que
e "Gx1y) < p=nC =3l
para |y — §(x,1)| > 8. Asi,
/ ") gy — e "Gl gy 1 "Gl gy
R ly—9(x1)|<é [y=3(x1)|>8

§C(n,x,t,5)+/ e_"ély_ﬂx”)‘dy < oo,
R

Como f y g son de clase C', las integrales en (3.51) - (3.53) existen, y u,, f, y v, estdn
bien definidas. Ahora bien, por la forma de G (3.48) y recordando que df*/dv = g(v), reco-

nocemos que
s = ()= (T = 65).

Gy(x,y,1) :g(x—y)-

t

De este modo diferenciando v, obtenemos

/ ()C ) 7nnyt)dy

= - = —nuy,

(Vn)x N / efnG x,t,y)
R
X—y —nG(x,yt)
[ (e >>e @

/ efnG(x,t,y) dy
R

Dado que (vy)xr = (Vi )sx» s€ tiene que (—nuy,); = (nfy,)x, es decir,

(Vn)t =

=nfn.

(Un): + (fu)x =0. (3.55)

Sin pérdida de generalidad podemos normalizar G y suponer que el inico minimo de G
ocurre en y = $(x,¢) y que toma el valor

G(x,t,9(x,1)) =0.
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106 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

El minimo es tnico y la normalizacién no afecta la definicion de u o de las aproximaciones
Un, fn, salvo la de v, por una constante. Tomemos 6 > 0 arbitrario. Dado que G es Lipschitz
eny, existe C; = Cy(x,¢,0) > 0 tal que

G(x,1,)[ < Cily =9(x, 1)},

para todo |y — $(x,#)| < 8. Esto implica que

9(x)+5 9(x)+5
/ e gy > / " e GEY) gy > / " e b=l gy
R $(x1)—-5 $(x1)—-5

3 2 C
) —nClyd -~ (1= —nC 8 > 2
/0 ¢ Y nCl( ¢ ) ~ n’
(3.56)

para todo n > 1/8 y con C; > 0 independiente de n.
Dado que g es de clase C!, sea C(¢) > 0 la constante de Lipschitz de g(-/¢). Usando la
estimacién (3.54) para |y — y(x,#)| > 8 y (3.56) para |y — $(x,7)| < & obtenemos

Jg(F)e o0 0dy (x—ﬁ(x,r>> ‘

fR e—nG(x.1.y) dy t

|t (x,1) —u(x,1)| =

D T o L
- j]R e—nG(x.t.y) dy

Jg |y = 9(x,1) e "G gy

S C<t) fR e_nG<x’t‘y) dy

~ nC(t) N s
<C()6+ / ly — $(x,1)|e "0l gy

G Jy—s(xn)|>6

- R +oo _

< C(t)6+2nC(t) / ye ' dy
0

~ C

— ()8 + 3n(t) .

Tomando el limite cuando n — +oo obtenemos para (x,¢) € R x (0, +o0) fijo,

tim_ ey (x,1) = ()| < C(0)3.

n

Dado que 6 > 0 es arbitrario, hemos probado que

nErJrrlwu,, (x,1) = u(x,1),

para todo (x,7) € R x (0,+o0) c.d.s. Andlogamente es posible demostrar® que

Hm f,(x,t) = f(u(x,t)).

n——+oo

2 Se trata de la misma demostracion, tomando € como la constante de Lipschitz de la composicién (fog)(- /).
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De este modo, podemos tomar el limite de la ley de conservacién (3.55) en sentido distribu-
cional. Multiplicando (3.55) por una funcién de prueba ¢ € Cy’(R x R;R) e integrando por
partes, llegamos a

4o :
[ [ g+ oufudade+ [ 0x0)un(x,0)dx =0. (3.57)
0 R R

Tenemos que definir u,(x,0). Para ello recordamos que G, = g()?), por lo tanto

t

. x—y(x,t
Gutntstn) = (25 )
Sabemos que y = $(x,¢) minimiza a G(x,t,y); asf,

Gl 3(x.0) < Glat,) = [ wo(€)dL+1£(0),
es decir, §
G, 3(n) = [ mn(§)ag <cr. (3.58)

Por otra parte, por definicién de y(x, 1),

Gl 3(x.0) =min ( [ uo(§)ag+er(*2)).

ye

En consecuencia, podemos estimar

Glx,1,9(x,1)) = /Oxuo(C)dCerin (/xyuo(g)dgﬂf* (22))

yeR

> ["uo(§)ag +min (—cle—yl+e ()
— [ w0(©)dg + emin (- izl +£°())
= [ m(§)ag —rméx (clzl - £(2)).

Por el lema A.8 sabemos que (f*)* = f, por lo cual,

2 % < 2 2 ok — Z %\ % — 4 —-
méx (Clz| - f (Z))_vg(lgﬁ)gle%(vz (@) vgg&g(f ) (v) ‘ggf(g)f(V) : Co,

con Cp > 0 (por la normalizaciéon de f y por convexidad estricta). De esta forma hemos
probado que

Gt g(et)) = [ wo(§)dg = ~Cor (3.59)

Combinando con (3.58) obtenemos
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108 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

\G(x,r,y%x,r)) / xuomdc] <,

0

yén consecuencia,

lim G 5(xt)) = [ uo(§)dg.

t—07t

Esto implica que G(x,0,$(x,0)) = [y uod{§ c.d.s. y por lo tanto G (x,0,(x,0)) = ug(x) c.d.s.
De esta forma tomamos u,(x,0) = up(x) c.d.s., para obtener

~+oo
/ / Oty + O fr dxdt —|—/ @ (x,0)up(x)dx =0. (3.60)
0 R R

Dado que ¢ es de soporte compacto podemos tomar el limite cuando n — 4o dentro de
la integral; por lo tanto,

oo
/ /q),u—i—d)xf(u) dxdt—l—/q)(x,O)uo(x) dx =0, (3.61)
0o JR R

es decir, u es solucion débil al problema de Cauchy (3.34) - (3.35). Esto prueba la existencia
de la solucién.

Finalmente, para verificar que es una solucién entrépica, recordemos que el mapeo x —
$(x,t) es no decreciente. Por lo tanto, para todo x; < x y todo ¢ > 0,

f'(u(x2,1)) = £ (ux1,1)) = au(xz, 1)) — a(u(x,1))

=ofeHE) oo

_ n=I0n,t)  x1 =30
1 1
X2 — X1
1

Esto demuestra que la solucién de Lax (3.50) satisface la condicién (3.36) y por lo tanto es
una solucién entrépica. Para terminar la demostracion del teorema 3.18 sélo basta probar
unicidad.

Unicidad

Sean u; y u> dos soluciones entrdpicas. Definimos la variable w := up — u;, que satisface
la ecuacion lineal
wr + (bw)y =0, (3.62)

donde el coeficiente b = b(x,r) se define mediante

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



3.3 Solucién entrépica para f convexa: la férmula de Lax-Hopf 109
I d
bw = f2) = f(ur) = | 2Bz (1~ O)u)d
1
= (up — ul)/o a(Buy+ (1—0)u;)do.

En efecto, la ecuacién (3.62) se satisface en sentido débil, ya que para toda ¢ € C3’(R x R)

0= / / Wy + bwo, dxdt, (3.63)
0 R

habiendo notado que w(x,0) = wo(x) = 0 c.d.s. Para cada € > 0 definimos los alisamientos
de u y u; como uﬁ = MNe*up, y u‘f 1= N¢ % u1, donde 7 denota el alisador de Friedrichs en
las variables x y 7. Por propiedades del alisador de Friedrichs (ver Apéndice A) se tiene que

luilloo < Nlunlloos N5 ]loe < Ntz

y, ademas,
€ € -+
uy —uy, u; —up, cds.,, €—=0".

Por la observacion 3.19, las soluciones satisfacen la condicién de Oleinik. Aplicando la
definicion del alisador
u®(x2) —u®(x1) € u(xa —y) —u(x —y) C
S e— ) d

C ¢
= Ne y< — Ne = —,
X2 — X1 —& X2 — X1 t J-¢ t

es decir, uf y ug satisfacen la condicién de Oleinik. Dado que, ademas, son de clase C*,
obtenemos

C
ouf, dyus < 7 (3.64)

Definimos |
bE (x,1) ::/ (01 + (1 — 0)ut) do.
JO

Por ende, la expresion (3.63) se puede escribir como

/Ow /RW‘Pf+ b woydxdt + /0 ) /R (b—b®)wo, dxdt = 0. (3.65)

Sea T > 0 fijo, y sea @ € Cy5’(R x [0,T];R) una funcién suave de soporte compacto.
Consideremos el siguiente problema de valores finales

V+bSHE =P, xeR,0<r<T,

3.66
v (x,T)=0, xeR. (5.66)

La ecuacion es lineal y se puede resolver mediante el método de caracteristicas. Asi, para
cada (x,1) € R x (0,T) fijo consideremos la solucién £ = £(s;x,) a la ecuacion de la carac-
teristica,
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di
d—j =0b%(%,5), s>t,
() =x,

de modo que,
dvt
ds
Integrando, la solucién al problema (3.66) es

(£(s),8) =i +b°v; = B(

=
=

N
Z

%)
=z

/@ $3x,1),8)ds. (3.67)

La solucién v¢ es tinica y suave. Dado que v* es acotada y que @ tiene soporte compacto
en R x [0,T), concluimos que v¢ tiene soporte compacto en R x [0,7).  Por otra parte, para
todo 0 < § <t < T se tiene que

1
bE(x,1) = ax/ (0 + (1— 0)u5) d6

= [ 1@+ (1~ 0)uf) (0205 + (1 - 0)3uu a0

<= / — 0)uf)do
c ¢
<

(3.68)

<

hz\ﬁz

en virtud de que f es convexa (y por ende, acotada en un dominio compacto), y habiendo
aplicado (3.64). Definimos ahora

aTCOJ?S(S;ono), 5> 1o,

Yo(s) =

donde (xg, %) es un punto fijo en R x (0,4e0) con fy < T. Observamos que £ (#y;x0,%) = Xo,
por lo que y*(#p) = 1. De esta manera,

% = %gi = aixobg(*(s X0,10),8) = bﬁ(is(s;xo,to),s)g—iz = bEy*
Integrando y usando y*(#o) = 1 obtenemos
¥ (s) =exp ( tsbi(fg(S;XO,to),S) dS).
0
Tomando § <ty < s < T y usando (3.68), se obtiene la cota
V()] = y¥(s) < LTI, (3.69)

Por otra parte, derivando la solucién v¢ con respecto a la variable espacial tenemos,
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T
V= —&x/ ®(#(03x,1),0)do
t

it

1

— o€ .

_/T (i (035,1),0) 5 do
t

_ / &, (£ (0:x,1),0)y (0) do.
T

Asi, usando la cota (3.69), concluimos que para toda s > O existe una constante C; > 0,
independiente de &, tal que

e <Gy, en Rx[s,T). (3.70)

Finalmente se probara que
/ vi(x,0)|dx < M, (3.71)
R

con cota uniforme M > 0, y para todo 0 <t < § si 6 > 0 es suficientemente pequefio. Para ello,
escojamos 0 < § < 1 tal que @ =0en R x [0, 8], lo cual es posible ya que P tiene soporte
compacto para tiempos no negativos. De esta manera garantizamos que para todo 7 € [0, 8],
vE es constante a lo largo de la curva caracteristica £° (s;x,) con s € [t,8]. Consideremos una
particion finita en x, de la forma,

X0 <xp <...<xpn,

y tomemos los puntos
Yo<yr <...<)n,

donde cada y; se define como y;(s) := £%(s) parat < s < 8, y £ es la curva caracteristica con
condicion inicial en x;, es decir, es la solucién al sistema

d)?i E (€
s =b"( j(s)vs)a
)Ef(t)zx,

En vista de que v es constante a lo largo de la caracteristica,

=

1

N
V(e 1) = v (xjn )| = Z,l VEj(s),0) =vE (yj-1(s),1)] < varv®(-,6),

donde “var” denota la variacién con respecto a x (ver apéndice A, seccién A.4). Tomando
el supremo sobre el conjunto de todas las posibles particiones finitas obtenemos la variacién
total, que para una funcién diferenciable 4 es simplemente [ |/’|dx. En consecuencia,

/|v§(x,t)|dx=T.v.v8(-,t)gT.v.vf(-,a):/ e (x, )| dx.
R JR

Gracias a que v es suave con soporte compacto, obtenemos inmediatamente (3.71). De esta
forma, podemos sustituir ¢ = v° en (3.65) y obtener

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



112 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

o ) T
0:/ /w@dxdt+/ /(b—bg)wvidxdt—&—/ /(b—bS)wvﬁdxdt
0 JR 0 JR 5 JR
::/ /wcpdxdrﬂf(a) +EE(8).
0 R

En vista de que u{ — u; y u5 — up c.d.s., y usando la cota (3.70), por el teorema de
convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que I5(8) — 0 si € — 07, para toda 6 > 0.
Por otro lado, si 0 < 6 < T, usando (3.71) se obtiene

)
IE(8)| = ‘/ /(b—bg)wvfdxdt‘ < §C mix / Ve (x,1)] dx < SCM.
0 JR R

0<t<é

Finalmente, tomando el limite cuando § — 0T, obtenemos

//wd)dxdtzo,
o JR

para toda funcidn arbitraria @ de soporte compacto en R x [0, 4c0). Por lo tanto,
w=0, c.ds.en Rx]J0,+e0).

Hemos demostrado unicidad de la solucién entrdpica y concluimos asi la prueba del teo-
rema 3.18.

O
Ejemplo 3.27. Consideremos la ecuacién de Burgers no viscosa
u+ (3u) =0, 3.72)
con condicién inicial
1, x<0
u(x,0) =up(x) =< 1-x, 0<x<1 (3.73)
0, x>1

Nos interesa encontrar la tnica solucidn entrépica al problema de Cauchy. Observemos que
la condicién inicial es continua, aunque no de clase C'. Sin embargo, es posible aplicar el
método de caracteristicas empleado en la demostracion del lema 3.1 para hallar la solucién
clasica a este problema para tiempos cortos. La derivada de ug es una funcién continua por
pedazos,

0, x<0
up(x) =< -1, 0<x<l1
0, x>1

Usando los argumentos del lema 3.1, es fécil verificar que el tiempo de rompimiento (3.6)
para esta ecuacion estd dado por

1
infR 1,

*
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La curva caracteristica que pasa por cualquier punto (xp,0) es

Xo+1, X <0
X(t) = xo +tup(xp) = xo+t(1—xp), 0<x <1
X0, xp > 1

Para tiempos cortos, mas precisamente, para todo r < T, = 1, las caracteristicas no se
intersectan; de este modo, para cada (x,¢) fijo con# < 1 existe un tnico punto xo(x,#) tal que
la caracteristica pasa por (xo(x,t),0) (ver figura 3.7).

Figura 3.7 Caracteristicas para el problema de Cauchy (3.72) con condicién inicial (3.73) para tiempos cor-
tos. A partir del tiempo de rompimiento 7, = 1 las caracteristicas se intersectan. Nétese que las caracteristicas
que pasan por puntos de la forma (x,0) con 0 < xp < 1 se intersectan en (1, 1).

Las caracteristicas se intersectan a tiempo ¢ = 1 y Unicamente en el punto x = 1 como se
puede apreciar en la figura. Claramente si x < ¢ (region I) entonces xo =x—¢ < 0. Sir <x < 1
(regién II) entonces xo = )l‘—j € (0,1). Six > 1 (regi6n III) entonces xo = x. Asf, la solucién
clasica para 0 <t < 1 estd determinada por

1, x<t
u(x,t) =up(xo(x,1)) = ¢ =25, r<x<1, 0<t<l. (3.74)
0, x>1

La solucién es continua en todo (x,f) € R x [0, 1), como el lector puede ficilmente verificar,
y la condicién inicial se satisface de manera trivial. Notamos que u es diferenciable en el
interior de las regiones I, Il y III, y que satisface (3.72).

El teorema de Lax (teorema 3.18) garantiza la existencia y unicidad de la solucién entrépi-
ca a este problema. Para extender la solucidn cldsica mas alld del tiempo de rompimiento de
manera entrépica vamos a suponer que u es C' por pedazos, con una discontinuidad para
t > 1 dada por X = {(£(r),1) : t € [1,+0o0)}. Observemos que las caracteristicas que pasan
por puntos (xg,0) con xp < 0 6 xo > 1 no intersectan otras caracteristicas antes de 7 < 1. Esto
justifica que consideremos una sola discontinuidad X que “emana” del punto de interseccién
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(1,1). Asi, para puntos cerca de X la solucién es constante y toma los valores u =16 u =0,
pues la caracteristica que pasa por ellos intersecta a xo < 0 6 a xg > 1 (ver figura 3.8).

Figura 3.8 Posible discon- t
tinuidad X para t > 1 que Y
“emana” del punto (1, 1). Pa-
ra puntos (x,#) a la derecha
o izquierda de X la solucién
es constante pues la carac-
teristica intersectaa x < 0y
la condicion inicial es ug = 1,
o bien intersectaax > 1y la
condicion inicial es ug = 0.

En consecuencia, definimos la solucién u para t > 1 como u = 1 a la izquierda de X, es
decir, para x < £(t), y como u = 0 a la derecha de X, con x > £(). Por las condiciones de
Rankine-Hugoniot, para todo punto sobre X, con ug =0y u; = 1 se tiene que

dx dx | 2
“a EM =[qu] = X
por lo que la discontinuidad X es una onda de choque con velocidad s = % que pasa por (1,1),

Z={(%1): %(t) =3t +1),t €[l,4e0)},

y la solucién es

1, x<i(+1)
u(x,t) = 2 , 1 <t < +oo. 3.75
(1) 0, x>4%(t+1) 375)

La solucién al problema estd determinada por las férmulas (3.74) y (3.75), y es de clase
C' por pedazos, con una discontinuidad en X (ver figura 3.9). La soluci6n es entrépica pues
sabemos que X es admisible en el caso convexo si y s6lo si ug < uy. Por el teorema 3.18 la
solucidén construida es la tinica solucién entrépica.

3.3.3. Comportamiento asintéotico de la solucion de Lax. Ondas N.

Una ventaja de contar con una férmula explicita para la solucién entrépica es que podemos
estudiar directamente el comportamiento asintdtico de dicha solucién cuando f — +co. En
esta seccidn supondremos, como anteriormente, que f es de clase C?, estrictamente convexa
(f” > 0), normalizada de manera que f(0) = 0, y que la condicién inicial es acotada ug € L.
Adicionalmente supondremos que ug es integrable,
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t

b2

0 1 X

Figura 3.9 Unica solucién entrépica para el problema de Cauchy (3.72), (3.73), definida por (3.74) for¢ > 1,
y por (3.75) for z > 1. La solucién es continua fuera de la onda de choque £ = {x = %(l +1):¢>1} quese
propaga con velocidad s = 1/2.

/ updx € R. (3.76)
JR

Lema 3.28 (Comportamiento asintético en la norma L*). Existe una constante C > 0 tal

que
C

llu(-2) ||z < N (3.77)

para todat > 0.
Demostracion. Seaag:=a(0)= f'(0).Porlo tanto g(ag) =0y f*(ao) = aog(ao) — f(g(ao)) =

0, gracias a la normalizacién. Usando (A.9) tenemos también que (f*)'(ag) = g(ag) = 0. Ex
pandiendo f* en serie de Taylor tenemos, para todo (x,z,y),

7 (52) - ()
(e (222) o (o)

2
—y—apt
_ gl—y—au|

. , (3.78)

para cierto 6 > 0, ya que f* es uniformemente convexa, y por lo tanto (f*)” > 0. Dado que

ug es integrable,
y
’/0 uo(x)dx| < |luo|l1 =: M,

y, por ende,
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Y x—y 6 2
G(x,t,y):/ o)t () 2 M 2y —an
0
Por otro lado,
X— aot X—. aot
G(x,t,x—apt) =tf*(ap +/ $)ydt = / )dE < M,
y en el minimo y = $(x,7) de G(x,t,y) para (x,t) fijo tenemos la estimacién
. 4 . 2
M > G(x,t,x —apt) > G(x,t,9(x,1)) > —M + 7\x—y(x,t) —apt|”,

es decir,

V2M
e = 9(x,t) —aot| < ——

Ve

Esto implica que existe una constante C > 0 tal que

|x_5)\(x7t) a0t|

: < \[ (3.79)
Finalmente, dado que g es Lipschitz y g(a¢) = 0, para cada (x,7) € R x (0, +o0) obtenemos,
W)
) ag| < <
t va
Esto demuestra (3.77). O

Observacion 3.29. (a) La estimacién (3.77) indica que la solucién decae a cero cuando ¢ —
+oc0, a orden O(t~'/?), en la norma L.

(b) Supongamos que la condicién inicial tiene soporte compacto, y que vale cero fuera del
intervalo (—R,R) con R > 0. En este caso tenemos que la antiderivada

vol) = | up(x) d,

es constante cuando |y| > R. De acuerdo con la estimacién (3.79), el valor de y = $(x,t) que
minimiza G para (x,t) fijo estd localizado dentro del intervalo

x—aot—C\/fgny—aot+C\/f.

Si x < agt — C+/t — R entonces $ < —R donde el valor de Uy es constante en y, y el minimo
de G(x,t,y) se alcanza en el minimo de ¢ f*((x —y)/t), que es § = x — apt (ya que g(ap) = 0).
Analogamente, si x > agt 4+ C+/t + R entonces el valor de y que minimiza G es § = x — aot.
De este modo concluimos que u(x,z) = 0 si
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lx — aot| > Cv/t +R.

Gracias a la estimacion (3.79) podemos decir que cada solucién, cuyo dato inicial g tiene
soporte compacto, es, a tiempo ¢ > 0, cero fuera de un intervalo con longitud de orden O(\/f),
mientras que dentro del intervalo u es de orden O(1/+/1).

Vamos a dar un resultado mas preciso del comportamiento asintético de la férmula de Lax,
que involucra a la topologia L'. En virtud de la observacién (3.29)(b), supongamos ademds
que

uq tiene soporte compacto. (3.80)

Definimos entonces los parametros

vy too
d:=f"0)>0, p:= —men/ uo(x)dx, q:= 2méx/ up(x) dx.
yeR J - yeR y

Observamos que como ug tiene soporte compacto, entonces

y
/ up(x) dx > —/ |uo|dx > —eo,
o R

para toda y, es decir, el lado izquierdo estd acotado inferiormente. Para yo < 0, con |yp|
suficientemente grande (esto es, (—oo, yo) fuera del soporte de uy), se tiene que

/y up(x)dx =0.

Por lo tanto y
—oo < inf [ wup(x)dx <0.
yeR J oo
Como la integral es continua en y tenemos un minimo no positivo, por lo cual p > 0. Del
mismo modo se puede verificar que g > 0. Finalmente,

ooy L1
g(ao)—f”(o)—d>0.

La observacién 3.29(b) motiva directamente la siguiente definicion.

Definicion 3.30 (Onda N). Dados los pardmetros p,q > 0, d > 0y ag, definimos la onda N

como
1

X
N(x1) = 3(;—a0), —v/pdt <x—apt < +/qdt,
0,

en otro caso.

(3.81)

Parat fijo, 1a onda (3.81) luce tal y como se muestra en la figura 3.10. Notamos que la onda
N se propaga con velocidad constante ag y que, en el eje de referencia mévil & := x — aot,
ésta tiene la forma de una “N” invertida; de ahi el nombre de onda V.

Ejemplo 3.31. (Onda N para la ecuacion de Burgers.) Consideremos la ecuacién de Burgers
no viscosa
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Figura 3.10 Forma de la

onda N definida en (3.81), N(x’ t)
que se propaga con velocidad
constante ap = f7(0). La
figura muestra la grafica de
N(x,1) en el eje vertical,
mientras que el eje horizontal 17
corresponde a la coordenada —(pdt) x=a;t
movil x — apt. Nétese que la 12
grafica tiene la forma de una (qdt)
N invertida.

u + (%uz) =0,

X
con condiciodn inicial
-1, —-1/2<x<0,
up(x) =<1, 0<x<1/2, (3.82)

0, otro caso.

Claramente ug tiene soporte compacto, es acotada y ademds es integrable con [ uo(x) dx =0.
Dado que la funcién de flujo es f(u) = %uz, los parametros en cuestién estin dados por

ap= f'(0)=0yd = f"(0) = 1. Ademds, claramente tenemos que

¥y _y_1/27 —1/2§)’§0,
/ w()dx={y—1/2, 0<y<1/2,
- 0, otro caso,

por lo cual p = —2minycg [, uo(x)dx = 1 > 0. Andlogamente g = 1 > 0. De este modo, la
onda N asociada a la ecuacién de Burgers con condicion inicial (3.82) tiene la forma

Ny = 4" il < v, (3.83)

0, x| > V1.

Notamos que en la regién |x| < v/f la onda N es una onda de rarefaccion, la cual esté flan-
queada en ambos lados por ondas de choque cuyas amplitudes decaen como O(1/+/t) y que
se propagan con velocidades +1/2+/z. La onda de choque que se propaga a la derecha tiene
como estados derecho € izquierdo a ug = 0y a uy, = 1/1/1, respectivamente, de modo que la
condicién de Rankine-Hugoniot se satisface. Lo mismo sucede con la onda de choque que se
propaga a la izquierda. Un esquema de la solucion (3.83) se puede apreciar en la figura 3.11.

Observacion 3.32. Notamos que si se cumple que p = g = 0 para los invariantes de la con-
dicién inicial (lo cual ocurre, por ejemplo, cuando la condicién inicial es uy = 0), claramente
la onda N asociada y definida en (3.81) es la solucién idénticamente cero. Por esta razon,
para estudiar el comportamiento asintético de la solucién entrdpica, supondremos que p > 0
yq>0.
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Figura 3.11 Esquema de la onda N = N(x,7) en el plano (x,7), definida en (3.83) para la ecuacién de
Burgers u; + (%uz) x = 0, con condicién inicial (3.82). La solucién autosimilar u = x/¢ estd limitada por las
curvas x = ++/1.

Teorema 3.33. Si p > 0y g > 0 entonces existe una constante C > 0 tal que

C
lu(-,0) =NC0)lpr < 7 (3.84)

para todo t > 0 suficientemente grande.

Demostracion. Dado que g es de clase C!, podemos hacer la expansién

)= ) o (20 S,

ya que g(ap) = 0. En virtud de que g'(ag) = 1/d, y por la estimacién (3.79), obtenemos

u(x,t)fé(w)‘ < g (3.85)

Por hipétesis, ug tiene soporte compacto; por lo tanto existe R > 0 tal que ug = 0 fuera de

|x| <R. Asi,
y W. >R
/ M()(X)dx: +, YZ R,
0 W*, y < _R7

para valores constantes W, dados por
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W_ = —/0 uo(x) dx, W, = /ORuo(x)dx.

Denotemos .
W(y) ::/O up(x)dx.

De esta manera,

W(y) = /ywuo(x)dx—i—/o_Ruo(x) dx,

ya que ug = 0 para y < —R. Por lo tanto,

Y 1
minW (y) :min/ uo(x)dx+W_=—=p+W_. (3.86)
yeR yeR J oo 2
Igualmente es posible verificar que min,cg W(y) = f%q + W... Definimos ahora la razén de
decaimiento & (r) como
A
&) = —, 3.87
(r) 7i (3.87)

parat > 0, siendo A > 0 una constante que definiremos mds adelante. Vamos a demostrar que
para una A > 0 apropiada:

ulx,t) =0 si x—aopt < —R— (pd(1+ &))"/, (3.88)
u(x,t) =0 si x—apt >R+ (qd(1+ &))" /2. (3.89)

Dado que d = f”(0) > 0, notamos que (f*)"(ag) = 1/d'(0) =1/f"(0) =1/d > 0. De este
modo, usando las estimaciones (3.78) y (3.79) obtenemos

2 2
. X—Y) x—y—apt]” 1 |x—y—aot
f(r 1 i Touvy

para todo (x,7,y). Asi,

oy 2
F=y=aof” Ly 001y, (3.90)

1
G('xatvy): E 2t

Consideremos el caso x —apt < —R — (pd(1+ & (t))t)'/2. Entonces W (x — apt) = W_, ya
que x — apt < —R, y por lo tanto

tfr (M) +W(x—aot) =tf (ag) +W_=W_.

Siy < —R entonces
() W) = W (3.91)

yaque W(y) =W_siy < —Ry f*>0. (Recordemos que, por la normalizacién, f*(u) =
ug(u) — f(g(u)) tiene un minimo global en u = ag y f*(ap) = 0.) Por otra parte, si y > —R,
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usamos (3.90) y (3.86) para estimar

o (2w = LE 0y o1
> 2p(+E@)+ W~ 5p+0(1/Vi)
> %p% +W_+0(1/V1).

Tomando A > 0 suficientemente grande se obtiene 1pA/+/f +O(1/+/t) > 0, por lo cual
hemos probado que si se cumple x — apt < —R — (pd(1+&(t))t)'/? entonces tenemos la cota

(f* ( y)+W( ) > W, (3.92)

para todo y € R. Esto implica, a su vez, que vamos a alcanzar el minimo sélo cuando y =
Y(x,t) =x—apt yaque W(x —apt) = W_y f*(ap) = 0. De esta forma

) = g (FEEDY gy =0

lo cual demuestra (3.88). La demostracion de (3.89) es andloga.
Ahora probaremos que, para A y ¢ suficientemente grandes,

$(x,1) > —R si x—apt =R—(pd(1—&(1)))"/2. (3.93)

Sabemos que si y < —R la desigualdad (3.91) se cumple. Sea z € R tal que W(z) =
minyeg W(y) = —1p+W-_, con |z| < R. Sustituyendo y = z en (3.90) obtenemos,

G(x,hz)—tf( ; )+W()

1 |x—y—aot]?
_ Lh—y—aot”
d 2t

< épd(lgif(t))l +W,—%p+0(1/ﬁ)

% HW.+0(1/Vi)

W(y)+0(1/v1)

<-

x\»

<W_,

si A es suficientemente grande. Por lo tanto, si x — agt = R — (pd(1 — &(1))t)'/2, el minimo
$(x,t) debe encontrarse en y(x,#) > —R. Un argumento similar nos permite demostrar que

$(x,t) <R si x—apt = —R+(qd(1—&(t))r)"/2. (3.94)

Sabemos que el mapeo x — $(x,7) es no decreciente para ¢ > 0 fijo. Por lo tanto, usando
(3.93) y (3.94), obtenemos la siguiente cota para y(x,1),
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$(x,0)| <R si R—(pd(1—& 1))/ < x—apt < —R+ (qgd(1— &))"/, (3.95)

para ¢t > 0 suficientemente grande. Usando la estimacidn (3.85) obtenemos

€ & ey (=St

d t
1/x P(x,1)
> __(Z__ _
= |ulxt) d (t ao) ’ td
1/x R
> Jutwny— (5 —ao)| - £
Z |ulx1) d\t a0 td
Esto implica que ~
(x,1) 1(x a) <€ (3.96)
u ] — .
s d\7 0] > Pl

para R — (pd(1 — &(1)))'/? < x—agt < —R+ (qd(1 —&(1))r)"/2.
Finalmente vamos a descomponer la norma L! de u— N en integrales en distintos intervalos
sobre los cuales usaremos las estimaciones anteriores. Escribimos,

~+o0

lu(-,t) =N(-,1)|| 1 :/ lu(x,t) —N(x,t)|dx=6L+hL+L+1L+Is,

donde

—R—(pd (146 (1)) "/ *+apt
-/ NG,

—oo

R—(pd(1—&(1))t) /2 +apt

L=/ (e, ) = N(x, 1) dx,

—R—(pd(1+&(1))1)1/24-apt

—R-(qd(1=6(1)1)'+agt
/ u(x,1) — N(x,1)|dx,
JR—(pd(1-& (1)) +apt

R+(gd(1+E€(1))1) /2 +agt
n=/ (e, 1) = N(x, )| dx,
—R+-(qd(1—-& (1)) 2 +apt

~+oo
g:/ IN(x, 1) dx,
R+(qd(1+& (1)) /2 +agt

parat > O suficientemente grande y en vista de (3.88) y (3.89). Notamos inmediatamente que
I} = Is = 0 ya que, por definicién, N(x,7) = 0 para x < —(pdt)'/? y x > (gdt)"/?. Usando la
estimacion (3.96), obtenemos

Iy < SR+ (gd(1— £+ (pd (1 - E0))' ) <

c
-

Dado que N =0 six < —(pdt) 1/2 + apt, descomponemos I» de la siguiente manera,
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(pdt)' 2 +agt (pd(1-&(0))1)'/>+agt
—/ lu(x, ) \dx+/ u(x,1) — N(x,1)| dx.
—(pd(1+& (1)) 2 +apt (pdt)/24apt

Observamos también que, por definicién de la onda N, tenemos la razén de decaimiento
IN(x,1)| < C/+/1, en virtud de que N = (1/d)(x/t — ag) para x — agt < O(t'/?). Por lo tanto,
usando la estimacién (3.77), podemos acotar /> de la siguiente forma

< (R—(pd(1—&(t))1)' + (pd1)'?).

L< %(—(pdt)l/z-l-R— (pd(1+E)1)'?) +

N

Expandiendo en serie de Taylor,
(182 =12 = (1 A2 12 L1224 ) O 12)
=0(1)+0(™'?) = 0(1),

para ¢ > 0 suficientemente grande; asi, concluimos que I, < C/ Vt. La integral I se estima
de manera analoga. Esto prueba (3.84) y concluimos la demostracion del teorema. a

3.4. El problema de Riemann

Como ya mencionamos en la seccién 2.4.3, el problema de Riemann asociado a una ley de
conservacion escalar consiste en resolver la ecuacion (3.34) con condicion inicial de la forma

urp, x<0,
= 3.97
MO(X) {MR, X > 0, ( )

donde ug # uy son estados constantes. El problema de Riemann es un caso particular del
problema de Cauchy donde la condicién inicial toma dos valores constantes y distintos para
x>0y parax<O0.

3.4.1. Soluciones autosimilares

Supongamos que u es una solucién entrépica a (3.34) con condicién inicial (3.97). Enton-
ces,
u®(x,t) .= u(ox,at), o >0,

es también solucion entrépica de (3.34) con condicion inicial u (x) = uo(0tx) = uo(x). Por
unicidad de la solucién entrépica (ver proposicién 3.16), tenemos que u = u® para todo o > 0.
Escogiendo a = t~! tenemos que u(x,t) = u(x/t, 1), es decir, u es una solucién autosimilar

de la forma
u(x,t) =v(x/1).
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124 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

La ecuacién (3.34) se reduce en este caso a una ecuacién ordinaria; sea & := x/¢, de modo
que la ley de conservacion

w+ flu)e= - 2(E)+ L@ =0,

t

se convierte, informalmente, en el sistema

FO8))e
V(~e0)
(e0)

v(6),

Il
e

(3.98)

SR

L;
R-
Este sistema se satisface en el sentido de distribuciones para soluciones discontinuas. Su-

pongamos por el momento que v es de clase C' y que u es solucion cldsica. Diferenciando

tenemos
%f(v(é)) =)WV () =a(v(§)V(§) = &V'(&).

Asf, la ecuacién en (3.98) se satisface siempre que a(v(&)) = €. Por ejemplo, si f es convexa,
esto es equivalente a v(€) = g(&), donde g = a~!. Gracias a la hiperbolicidad (y por ende, a
la velocidad finita de propagacién), si denotamos

M:= max |f'(u),

u€llug ug]
T, ug] = [ur,ug], si up <ug, (3.99)
’ ' [MR,ML] s si Uy, > UR, '

entonces la solucién toma los valores

De este modo introducimos la siguiente

Definicion 3.34. Una onda de rarefaccion centrada en (xg,%), con o > 0, es una solucién
autosimilar de la forma
X — X0
ulx,r) =v(3=2),

t—1y

definida en el sector —M (¢t —1p) < x—xo < M(t —1y), para t > to, donde v es una funcién de
clase C! que satisface

a(v(§))=¢, Se[-MM]

Ejemplo 3.35. Como vimos en la seccién 2.4.3, para la ecuacion de Burgers no viscosa (2.34)
con f(u) = 1u?, tenemos que a(u) = u y la onda de rarefaccién centrada en (xo,7) = (0,0)
tiene la forma (2.56).
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3.4 El problema de Riemann 125

3.4.2. El caso estrictamente convexo

En esta seccion se demostrara que, si la funcién de flujo es estrictamente convexa, entonces
la solucidn entrdpica al problema de Riemann es siempre una onda de rarefaccion 6 una onda
de choque.

Teorema 3.36 (Solucion al problema de Riemann: Caso estrictamente convexo). Sea f
de clase C? y estrictamente convexa. Si u; > ug entonces la iinica solucion entrdpica al
problema de Riemann (3.34) y 3.97) enx € Ryt > 0 es la onda de choque

t
u(x,1) = {”L’ X<, (3.100)
UR, X>St,
donde s estd determinada por
s= LW (3.101)
[u]

Si ug > uy, entonces la tinica solucion entropica del problema de Riemann es la onda de
rarefaccion

ur,, x <a(up)t,
ulx,t) =< glx/t), aup)t <x<a(up)t, (3.102)
Ug, x> alug)t,

parax €R, t>0ydonde g=a .

Demostracion. Sea uj, > ug. Claramente la onda de choque (3.100) es una solucién débil de
(3.34) y (3.97). Como s estd dada por (3.101), la solucién satisface la condicion de salto de
de Rankine-Hugoniot a lo largo de la discontinuidad {x — sr = 0}. Mas adn, notamos que

a(ug) = f'(ug) <s < f'(ur) = a(ur),

ya que, por convexidad de f, (3.101) implica la desigualdad de Lax. Por lo tanto la solucién
es entrépica, coincide con la férmula de Lax y es, en consecuencia, tinica.

Sea ug > uy. Enlaregion a(uy) < x/t < a(ug), 1a solucién (3.102) satisface claramente la
ecuacion diferencial,

1

-+ £ (0)s = =8/ (6/1) 5 +alg(x/0)g (x/1) 1 =0,

~ |

ya que a~! = g. Notamos que (3.102) es una solucién continua en todo R x (0, 4-o0). Es facil
demostrar, tal y como se demostré la proposicién 2.11, que la onda de rarefacciéon (3.102) es
una solucién débil de (3.34) y (3.97). Dado que g es Lipschitz, tenemos,

u(x+€,t) —u(x,r) :g(”—g) —g({) < g,

t t t

para a(ur)t < x < a(ug)t. Esto implica que la onda de rarefaccién satisface la condicién
de entropia. Fuera de este dominio, la condicién de entropia se satisface trivialmente. Por
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126 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

unicidad de la férmula de Lax en el caso convexo, ésta es la tinica solucién entrépica al
problema de Riemann. a

Observacion 3.37. El caso en el que la funcién de flujo es estrictamente concava se resuelve
de manera anéloga

Gracias al teorema anterior, sabemos que cuando la funcidén es estrictamente convexa (o
estrictamente concava) la solucién al problema de Riemann es una onda de choque o una
onda de rarefaccién. En el caso general en el que f tiene cambios de convexidad, la solucién
puede involucrar ambos tipos de soluciones. Notablemente, la solucién también es tnica, se
expresa exclusivamente en términos de dichas soluciones autosimilares, y no hace uso de
ninguna otra, como veremos a continuacion.

3.4.3. El caso general

Para ilustrar los efectos del cambio en convexidad analicemos un ejemplo concreto. Sea la

funcién de flujo
f(u) = %M3 —u,

la cual tiene un s6lo punto de inflexién en u = 0. Asi, supongamos que u; < 0 < ug. Derivando
la funcién de flujo obtenemos f'(u) = u> — 1,y f"(u) = 2u, por lo que f tiene un maximo en
u = —1y un minimo en « = 1. En consecuencia, bajo estas hipétesis, para cada u € [uy,,ug],
u # 0, existe una Unica recta que es tangente a la grifica de f en el punto ({(u), f({(u)),
con §(u) # u. Siu=0, se define { = 0. En efecto, sea u € [ur,ug|, u # 0. Resolviendo la

ecuacion
f(E(u) — f(u)
Cu)—u
se obtiene §(2¢% — {u—u*) = 0, en vista de que { # u. Resolviendo para {, se tiene que
C(u) = %uﬁ: %|u| Como § # u, si u > 0 entonces § = —3u < 0. Si u < 0 entonces { =
f%u > (. De esta forma tenemos que

= f'(§(u)),

1
_ ) —au uE [ur,ug], u # 0,
¢(u) 0, u=0.

Notamos que u{ (1) < 0 para todo u € [ur,ug]. Definimos asi la funcién & : [up,ug] — R,

ome flun) = (£ ()
ur)— uy,
h(u) = ur — C(ur) ut fur), wé€lu,(ur)),

f(u), u € [E(ur),ug].

Observamos que / es continua en su dominio y que es convexa. La funcién £ se conoce como
la envolvente convexa de la funcién f(u) = %u3 —u en el intervalo [ug,ug] (véase la figura
3.12).

Tenemos dos casos posibles:

(3.103)
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3.4 El problema de Riemann 127

Figura 3.12 Grifica de la
funcién f = %u3 —uyde
su envolvente convexa i (en
rojo) en un intervalo arbitrario flu)
[ur,ug] que incluye a u = 0.

En la figura se muestra el

caso §(ur) < ug. La envol-

vente convexa es una recta /
(onda de choque) que conecta
a los puntos (ur, f(ur)) y / Ug
(£(uz). £(8 1z, unida con- o u
tinuamente con la gréfica de f // \/

enel intervalo §(ur) <u <ug / S

(onda de rarefaccion). / (G(u ). fG(ur))

() ug € (ur,&(ur)l,
(11) §(uL) < UR.

En el caso (i), la solucién al problema de Riemann (3.34) y (3.97), con funcién de flujo
f= %u3 —u, es la onda de choque

u(xt): ur, x<st,
’ Ug, X>St,

con velocidad
_ Sfug) = f(ur)

= %(M%+MLMR+M12Q)71.
Up —ur

Se trata de la tinica solucién entrépica en la clase de soluciones C! por pedazos ya que la
gréifica de f se localiza por encima de su cuerda en [ug,ug].

El caso interesante es, sin duda, el caso (ii). La envolvente convexa / tiene una derivada
continua c.d.s. dada por

() = M u € [ug, & (ur)],
d(u) :==h'(u) f/(u):M2_17 MG(C(ML),MR], (3.104)

donde m;, = f'({(uy)) es la pendiente (constante) de la cuerda & para u < §(uy) como se ve
en la figura 3.12. Notamos que en el intervalo u € (§(ug),ug|, d(u) es mondtona creciente ya
que f es estrictamente convexa en dicho intervalo. De este modo podemos definir v mediante

d(v(§)) =&,  paratodo & € [d({(ur)),d(ug)]]-

Por monotonicidad estricta de d, la funcién v estd definida de manera dnica. La funcion
inversad ! : [d({ (ur)),d(ur)] — [ (ur), ug] estd bien definida en su dominio. De esta forma
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128 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

v(E)=d (&), &eld(S(uL),d(ur)). (3.105)

Para extender v a todo el eje real, si § > d(ug) entonces definimos v(&) = ug. Si & < d(§(ug)
se define v(&) = uy. Andlogamente al caso convexo, podemos considerar la siguiente solucién
autosimilar, definida parat >0y x € R,

ur, x<td(E(ur)),
u(x,t) =< d1(x/t), td(&(ur)) <x<td(ug), (3.106)
UR, x> td(ug)).

El lector podra notar la semejanza de ésta solucién con la onda de rarefaccion (o ventilador)
(3.102). Observemos que Hmg _, () d-! (&) = ug, pero que, sin embargo,

lim 47! =C(u ur,
) = ) A

por lo que la solucién en forma de ventilador d~!(x/t) no conecta a ug con uy, sino a
ug con §(ur). Mds importante adn, la solucién (3.106) no es continua, y tiene un salto en
x=1td({(ur)). Es decir, la solucién al problema de Riemann en el caso (ii) consiste en una
onda de rarefaccion “montada” sobre una onda de choque. Para verificar que (3.106) es una
solucidén entrépica del problema de Riemann, hay que probar que dicha discontinuidad satis-
face la condicién de salto de Rankine-Hugoniot y la condicién de entropia generalizada.

En primer lugar, el valor de u a la derecha de la discontinuidad x = td({(ur)) es iig =
{(uy), mientras que a la izquierda es ii; = uy. De esta manera, se cumple la condicién de
Rankine-Hugoniot; en efecto,

SUR) = L) _ SE0ue) =S WL) o 4,Y) =y = (),

iR — Ui Clur) —uL

es la velocidad de la discontinuidad. Dado que en [ur, §(uy)] la grifica de f estd localizada
por encima de su cuerda y {(uy) = iéig > uy, dicha discontinuidad satisface la condicién
de entropia generalizada. Finalmente, notamos que 4 y f coinciden en el tramo donde f es
convexa, es decir, en [§(ug),ug]. Asi, para cada & € [d({(ur)),d(ur)] = [f'(§(uL)), f' (ur)],
la funcién v se define mediante d(v(€)) = f/(v(§)) = &, y por lo tanto se cumple la ecuacién
F((&))e =&V (&), esto es, la solucién en ese intervalo es una onda de rarefaccién.
Concluimos que la solucién (3.106) es la tinica® solucién entrépica al problema de Rie-

mann para f = %u3 — u. Para ilustrar esta solucidn, tomemos los valores

up=—V2<0<ug =2,

de modo que,

3 La unicidad es consecuencia de la unicidad de la solucién entrépica en la clase de soluciones C' por pedazos
(proposicion 3.16).
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3.4 El problema de Riemann 129

C(”L):—%MLZ fllu) =us —1=1,

Si-

y d(MR) = f/(MR) =1.

N —

d(§(ur)) = f'(§(u)) = -

La velocidad de la onda de choque es s =my = f'({(ug)) = — 5,y d(u) = f'(u) =u* — 1 es
invertible en el intervalo u € [{(ug),ur] = [—%, V/2]. Por lo tanto,

d(E)=VE+1, § e [d(C(ur)),dug)] = [~3,1].

En suma, la solucién (3.106) se lee,

—V2, x < —t/2,
ulx,t) =< /1+x/t, —1/2<x<t, (3.107)
V2, x>1,

y es la dnica solucién entrépica a la ecuacién (3.34) con f(u) = %u3 —u, y con condicién

inicial
V2, x<0,
u(x,0) = {\ﬁ >0 (3.108)

La representacion de la solucién se muestra en la figura 3.13. La velocidad caracteristica
enu, = —2yug=+2es f'(u) = f'(ug) = 1, por lo que las rectas caracteristicas que
intersectan al eje t = 0 y que estdn determinadas por la condicién inicial tienen pendiente
igual a uno. Notamos que la onda de choque limita a la onda de rarefaccién por la izquierda,
de manera que la solucién no es continua.

Este ejemplo concreto nos muestra que los cambios en convexidad de la funcién de flujo
pueden generar soluciones que involucran a ondas de choque con ondas de rarefaccion. El
principio bésico para resolver el problema de Riemann para funciones con muchos puntos de
inflexion consiste en encontrar la envolvente convexa de la funcion si u;, < ug (o la envolvente
concava si up < uy), de forma que los tramos donde f es convexa corresponden a una onda
de rarefaccion; los tramos donde la envolvente es una recta corresponden a ondas de choque
que se propagan con velocidad igual a la pendiente de la recta.

Basandonos en lo visto en este ejemplo, vamos a demostrar el teorema que garantiza la
existencia y unicidad de la solucién entrépica al problema de Riemann para una funcién de
flujo con cambios en su convexidad, mediante la construccién de una solucién que involu-
cra a soluciones autosimilares, como pueden ser ondas de choque, ondas de rarefaccién y
combinaciones de las mismas asociadas a un conjunto numerable de puntos.

Teorema 3.38 (Solucién al problema de Riemann: Caso general). Sean f de clase C?,
y ur, # ug. Entonces la vinica solucién entrépica al problema de Riemann (3.34) y (3.97) en
x € Ryt > 0 estd representada por, a lo mds, un conjunto numerable de discontinuidades que
satisfacen la condicion de entropia generalizada (ondas de choque), y ondas de rarefaccion
que satisfacen (3.98) en sentido de distribuciones.
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u=\[(1+x/1)

x=—t/2
e

Figura 3.13 Diagrama que representa a la solucion entrépica al problema de Riemann (3.34) para la funcion
de flujo f = %u3 —u, con condicién inicial (3.108). La recta x = myt = —%t es una onda de choque que tiene
una onda de rarefaccion “montada” sobre ella por la derecha. La solucién es claramente discontinua, y satis-
face la condicién de entropia generalizada y la condicion de salto de Rankine-Hugoniot en la discontinuidad.
Las caracteristicas (rectas en rojo) tienen pendiente igual a f'(u;) = f'(ug) = 1 y entran a la onda de choque
s6lo por el lado izquierdo.

Demostracion. Dado que up # ug, la condicién inicial es mondtona, por lo cual espera-
mos que la solucién sea también mondétona en la variable espacial. En este caso, la funcién
E—v(€) =u(&,1) es también mondtona y tiene, a lo mds, un conjunto numerable de dis-

continuidades que representan a las ondas de choque. Denotemos la “funcién’* caracteristica
2() = oo, ué I(up,ug),
0, wucl(up,ug).
Tenemos dos casos. Si u; < ug entonces definimos la envolvente convexa,
h(u) :=sup{g(u) : g convexa, g < f+x},
para cada u € R. La funcién £ es convexa en I[ur,ug] = [ur,ug] y, por ende, de clase C'

excepto en un conjunto numerable de puntos. Asi, definimos
d(u):=h'(u), c.d.s. en u€ [up,ug.

Asimismo, d(u) es mondtona creciente. De este modo podemos definir v(&) de manera tinica
mediante d(v(&§)) = &, para cada & € [d(ur),d(ug)], excepto en un conjunto de medida cero.
Si & < d(ur) definimos v = uy; si & > d(ug) definimos v = ug. Es decir,

4 X es, en un sentido estricto, una distribucion.
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ur, 5 < d(ML),
v(€)=qd (&), &eld(u),d(ug), (3.109)
Ug, & > d(ug).

En el caso en el que uy, > ug, sea la envolvente concava

h(u) :=inf{g(u) : g céncava, f—y < g}.

Anélogamente su derivada d(u) es monGtona decreciente en [ug, uy| y podemos definir v c.d.s.
mediante la misma férmula (3.109).
Demostraremos que con esta definicién de v, la ecuacion

F(&E)e =E(V(§)),  cds. (3.110)

se satisface en sentido distribucional, ya que v(€) puede tener un conjunto numerable de
saltos. Asimismo, también debemos probar que en dichos saltos o discontinuidades se cumple
la condicién de entropia. Por simplicidad analizaremos tinicamente el caso uy < ug; el otro
caso se resuelve de manera andloga.

Primero observemos que para & € [d(ur.),d(ug)] se tiene que

(&) =h((§)), (3.111)

excepto en los valores criticos de d, que es un conjunto numerable. El lector puede percatarse
de este hecho con un ejemplo sencillo que se muestra en la figura 3.14, donde hay un sé6lo
punto critico.

Por otro lado, para cada w € [uy,ug| tenemos que, por definicién de %, por convexidad y
usando (3.111),

FO8) = hw) = h(v()) + 1 (W(E) (w—v(&)) = FV(E)) +Ew (&), (u112)

c.d.s. en &. El lado derecho de (3.112) es el hiperplano soporte de h. Escogiendo w := v(& +
€), con € # 0, y dividiendo entre |&| obtenemos

S +8)—f(v(&))

€]

L vEre) (e

€]
Tomando el limite cuando & — 0 se tiene que f(v(§))e > &v/(&) c.d.s. Tomando el limite
cuando € — 0~ obtenemos la desigualdad inversa, es decir, f(v(&))e < &V/(§) c.d.s. De este
modo obtenemos (3.110).

Finalmente, para demostrar que en las posibles discontinuidades de v se cumple la con-
dicién de entropia, basta con verificar que se cumple la desigualdad de entropia de Kruzkov
(3.20), pues en virtud del lema 3.12, ésta es equivalente a la condicion de entropia generaliza-
da en la clase de soluciones C' por pedazos con un conjunto numerable de discontinuidades.
Sea uy, < k < ug. Por la monotonicidad de v existe & € R tal que v(&) < ksi & > &,y
V(&) > ksi & > &. Por lo tanto para cada € > 0,

sen(v(&+8)—k) >0, sen(v(E—e)—k) 0.
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v(g)
D
Ug
fluw)
C,\\ ” -
14\
\ up B
\_B RN
NE__- - . S
— D A
hu) = dyu + k —~ ur
u u; u, Uy d(u) dy d(ug) g
(a) Gréfica de f(u). (b) Gréfica de v(&).

Figura 3.14 En la figura (a) se aprecia la grafica de una cierta funcién f(u) que cambia de convexidad en
[ur.,ug]. En los tramos AB y CD la envolvente convexa & coincide con f; en el tramo BC, se tiene que h(u) =
dou+k, donde dj es la pendiente de la recta que une a B con C, y k es una constante. Si graficamos v(&) para
& € [d(ur),dug)], como se aprecia en la figura (b), notamos que en los tramos AB 'y CD, f(v(€)) = h(v(&)),
excepto en el punto critico de d, que tiene medida cero. Asi, f(v(§)) = h(v(£)) c.d.s.en &.

Sean
vg:= lim v %—87 v := lim v —&).
R e—~0t (‘50 ) L e—0t (};O )

Si vy = vg entonces &y es un punto de continuidad de v y la desigualdad (3.20) se satisface
trivialmente en forma de igualdad. Supongamos, pues, que v; # vg. Sustituyendo w =k y
& =&y + € en (3.112) obtenemos

0> (f(v(6o+e)) — f(k))sgn(v(&o+€) —k) — (§o+ &)k —v(&o+e)l.

Tomando el limite cuando € — 07 se obtiene,

(f(vr) — f(k))sgn (vg — k) < &k —vr|.

Anélogamente, sustituyendo w =k y & = &y — € en (3.112) y tomando el limite cuando € —
0% el resultado es

(f(ve) — f(k))sgn (vp — k) > Eolv — k|-

Restando la segunda desigualdad de la primera obtenemos (3.20), donde la velocidad (cons-
tante) de la conexion es di/dt = &y = dy (velocidad de la onda de choque). En el caso donde
k > ug la desigualdad (3.20) con velocidad & se lee

fvr) = fvr) < &(ve —vr). (3.113)

Esta tltima desigualdad es cierta. En efecto, sustituyendo w = v(&y+ &) y &€ = & — € en
(3.112), obtenemos
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(o +€) = f(v(Go—€))+ (5o —&)(v(Eo+E) —v(Eo—&));

tomando el limite cuando € — 0" se obtiene (3.113). En el caso k < u; también se cumple la
desigualdad (3.20) (la prueba es andloga). De esta forma hemos demostrado que la solucién
es entropica. La unicidad es consecuencia de la unicidad de la solucién entrépica en la clase
de soluciones C' por pedazos (proposicién 3.16). O

3.5. Teoria de Kruzkov-Oleinik

En esta seccién se presenta el resultado de existencia y unicidad de la solucién entrdpica
al problema de Cauchy para el caso general de una funcién de flujo f € C? con posibles
cambios en su convexidad. El resultado de existencia se basa en hacer una aproximacién
viscosa del problema y en demostrar su convergencia. Aunque utilizado originalmente para
el caso convexo por Oleinik [174], el método de aproximacion viscosa es aplicable al caso
general. La demostracién de la unicidad de la solucién entrépica estd basada en el anélisis
multidimensional de Kruzkov [116]. Por estas razones, denominamos a este resultado de
existencia y unicidad como teoria de KruZkov-Oleinik.

Consideremos el problema de Cauchy

u+ f(u)y =0,
1 f () 3.114)
u(x,0) = u(x),
parax € R,z >0, donde f es de clase C? y uo € L™ (acotada). Nuestro objetivo es demostrar
el siguiente

Teorema 3.39. Sea f € C2(R;R). Entonces para cada condicion inicial ug € L*(R) existe
una tinica solucion entrdpica u € L([0,+o0) x R) al problema de Cauchy (3.114).

La herramienta fundamental para demostrar este teorema es considerar el problema “vis-
coso” [174] asociado a (3.114), es decir, para cada € > 0 consideramos el problema de Cauchy

uf + f(uf), = eus,, (3.115)
u (x,0) = uo(x),

donde la condicién inicial ug € L™ es la misma que en el problema (3.114). El método de
aproximacion viscosa consiste en encontrar una subsucesion de las soluciones viscosas al pro-
blema (3.115) para cada € > 0 que converge a la solucién entrdpica del problema de Cauchy
(3.114). Gracias al teorema 2.46 demostrado en el capitulo 2 para sistemas con viscosidad
idéntica, ya hemos resuelto parte de este problema. A continuacién, para conveniencia del
lector, reescribimos el contenido del teorema 2.46 para el caso de una ley de conservacién
escalar en una dimension.

Teorema 3.40. Sea (E,¥) € C*(R;R x R) un par de entropia asociado a la ley de conserva-
cion escalar en (3.114), con E estrictamente convexa. Supongamos que existe una sucesion
{u* }¢>0 de soluciones suaves al problema viscoso asociado (3.115) que satisface:
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134 3 Ley de conservacion escalar en una dimension
. < C, (3.116)

con C > 0 uniforme, para todo € > 0, y
W s, (3.117)

c.d.s. en (x,t) € R x (0,+e0) cuando € — 07, y para cierta funcién u. Entonces u es una
solucion debil de (3.114) que satisface la desigualdad de entropia (3.11) para toda funcion
de prueba

02, ={pcCG(RxR;R) : ¢ >0}.

Por lo tanto, para demostrar la existencia de una solucién entrépica al problema de Cauchy
(3.114) debemos verificar, a su vez, la existencia de una sucesion de soluciones viscosas que
satisface (3.116) y (3.117).

3.5.1. El problema viscoso

El siguiente teorema garantiza que para cada € > 0 existe una solucién suave al problema
viscoso (3.115) que satisface el principio del mdximo (3.116) uniformemente en € > 0.

Teorema 3.41. Sea ug € L*(R), My := ||ug||e > 0. Sea f € C'([~Mo,Mo)). Entonces para
cada € > 0 el problema viscoso (3.115) tiene una tinica solucion u® € L*([0,+e) x R) N
C=([0,+0o0) x R) que satisface

[l () [leo < Mo,

para todo € > 0y para todot > 0.

Demostracion. Ver Taylor [218], Proposicion 1.5, Capitulo 15, pag. 276. a

Lema 3.42. Sean u, iy € L' (R) NL*(R) que toman valores en un conjunto compacto [a, b).
Para cada € > 0 sean uf y u® las soluciones del problema de Cauchy viscoso (3.115) con
condicion inicial ug y ity respectivamente. Entonces:

(i) ||ut(-,t) —ae (-,0) || < |luo —ito|| 1, para todo t > 0.

(ii) Si up(x) <itp(x) c.d.s. en x € R entonces u®(x,t) < af(x,t) c.d.s. en (x,t) € R x (0,4o0).
Ademds, los rangos de u® y ii® estdn contenidos en [a,b].

Demostracion. a

Lema 3.43. Sea up € L' (R) NL*(R). Entonces

[ o)~ uo(x)| dx < ©(1y),

para todo y € R, donde ® = O(r) es una funcion no negativa, decreciente de r > 0 tal que
O(r) — 0 si r — 0. Asimismo, si para cada € > 0, u® denota la solucién al problema
viscoso (3.115), entonces
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3.5 Teoria de Kruzkov-Oleinik 135
uf (x4 y,1) —u® (x,1)|dx < O(Jy]),
R

para todoy € Ry todo t > 0 fijo.

Demostracion. Paracaday € R fijo

[ lioler+3) = o) dx < 2ol .
de modo que para cadar > 0

O(r) := sup | [uo(x+y) —uo(x)|dx,
ly|<r

estd bien definido. Mas atin, ® > 0 y para cada r; < r, tenemos que @ (r1) < ©(ry), es decir,
es una funcién decreciente. Dado que @(0) = 0 obtenemos @ (r) — 0" si r — 0. Por lo
tanto,

[ lole-+3) o)l dx < Oy

Sea t > 0 fijo. Para cada y € R definimos i(x,7) := uf(x+y,1), en (x,¢) € R x (0,+4-c0).
Por el lema 3.42 (i) obtenemos

[ ) = () dx < [ Juo(x+3) = o) dx < Oy,

3.5.2. El teorema de Kruzkov: unicidad

En esta seccién demostraremos el teorema de Kruzkov [116] para el caso de una di-
mension espacial. Recordemos la definicidn de solucién entrdpica de Kruzkov: una funcién
u € L*(R x [0,4e0);[a,b]), con [a,b] C R compacto, es solucién entrépica del problema de
Cauchy (3.114) si para toda y € C5 (R x R;R ) con y > 0, y para todo k € [a,b] se tiene

que
| [ vl K+ v ) = £®) sen (o= R dvde + [ wix,0)luo(o) K dv > 0. (3.118)
0 R R

Por el teorema 3.7, si 2 = [a,b] entonces una solucién débil de (3.114) es entrépica en el
sentido de la definicién 3.4 si y sélo si es entrdpica en el sentido de Kruzkov.
Esta seccion estd dedicada a demostrar el siguiente

Teorema 3.44 (Kruzkov). Sea [a,b] C R compacto y sea f € C'([a,b];R). Sean u,ii €
L=([0,4e0);[a,b]) dos soluciones entrdpicas del problema de Cauchy con datos inciales
uo, i € L respectivamente, que toman valores en el intervalo [a,b). Sea N = sup,,c () | /' ().
Entonces para todo R > 0y todo T > T9 > 0 se tiene que
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136 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

/ lu(x, 7) — ai(x, 7)| dx < / lu(x, ) — i(x, ) dx. (3.119)
<R <RAN(7—10)

Asimismo, para todot > 0, R > 0,

(1) = a(,0) || 1 g0y < l1u0 — 0|1 (8, (0))- (3.120)

Una de las consecuencias mas importantes del teorema de Kruzkov es la unicidad de la
solucidén entrdpica.

Corolario 3.45 (Unicidad). Existe, a lo mds, una solucion entrdpica al problema de Cauchy
(3.114).

La desigualdad (3.120) también tiene como consecuencia el siguiente

Corolario 3.46 (Velocidad finita de propagacion). El valor de la solucion entrdpica en
cualquier punto (x,t) € R x (0,4o0) depende tinicamente de la restriccion de los datos in-
ciales en la bola By, (x).

Demostracion del teorema 3.44. La definicién de solucién entrépica de Kruzkov consiste en
expresar la desigualdad (3.11) con el par de entropia de Kruzkov:

E(u)=u—k|,  ¥(u)=(f(u) = f(k))sgn(u—k),
con k constante. La idea de la demostracion estd basada en la siguiente propiedad de simetria
de las funciones B .
E(u,i) :=|u—a| = E(d,u),

W (u,it) = (f (u) — f(@))sgn (u — i) = (i, u),

para todo u, i € [a,b], asi como en sustituir k por # en el par de Kruzkov y duplicar el nimero
de variables. En efecto, para cada (%,7) € R x (0, +e0) fijo, éi(¥,7) = k € [a, b] es una constante.
Por la definicién de solucién entrépica obtenemos

-/ / (l (x ) ( ) )|¢t(x7l7x t)+
0 JR )
(f(“(xﬂl)) f(“('x’l)))sgn(u(x’l) u(-le))(Px(~C,l7x_,l))

+ [ 00,050 uol) ~ (5.1 dx 0,
R

para cualquier funcién ¢ € C5°(R4;R+), ¢ = @(x,1,%,7) > 0, suave de soporte compacto en
las cuatro variables. Simétricamente, para (x,7) € R x (0,4-c0) fijo, sustituimos la constante
k = u(x,t) € [a,b] en la definicién de solucién entrdpica para i, para obtener

/0+°°/R<|IZ()E,I_)—u(x,t)|(pt—(x7t’x7t—)+
+ (fa(x,0) — fu(x,1))sgn (@(x,7) — u(x, 1)) @e(x, 1, %,7) ) s

+/ 0 (x,1,%,0)|iio (x) — u(x,1)|dx >0,
R
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3.5 Teoria de Kruzkov-Oleinik 137

con la misma funcién ¢. Integrando la primera desigualdad en (%,7) € R x (0, 4o0), la segunda
en (x,1) € R x (0,+e0) y sumdndolas obtenemos, por simetria, la desigualdad

+oo oo
[ L[ @+ aenlutn -awn|+
o JrJo Jr
$(0+ 09t £.1)( () — F((E.1)))sen (u(x.1) — (%.7) | dxdrdizdf +
~+oo
+/ //(p(x,o,x,f)|u0(x)—a(x,f)|dxdxdf+
0o JrJR
+°q 3
+/ //(p(x,t,)?,0)|ﬁo(f)—u(x,t)|d)€dxdt > 0. (3.121)
o JrJR
Sea n € CJ(R;[0,1]), ne(z) = € 'n(z/¢€) el alisador de Friedrichs (ver apéndice A,
definiciéon A.4), con € > 0, de modo que suppne C (—¢,€). Sea ¥ € CF(R x R;R,),

v = y(X,T) > 0, una funcién de prueba suave de soporte compacto, no negativa. De es-
ta manera podemos escoger @ € C (R*;R, ) mediante

otcnen = w5 (5 ().

Esta funcién es claramente suave, no negativa, con soporte contenido en el conjunto

Qe ={ix—x<elt—f <ex+x| <nift+i <r}

donde r > 0 es una constante que depende del soporte de y. Calculando sus derivadas,
(O + o =yr (x;)? t;i) Ne (x;)f) Ne (j) )
oeranp w5 ()
y sustituyendo en la desigualdad (3.121) obtenemos
[ -6 (D ()
() = £ 0)sen ) — a0 (50 S0 e (7 e (57) | v +
LS D (5 o s+
+/‘0+00/1;/RW(¥7%)178 (x;)C)nE(%)W (%) — u(x,r)|dxdxdt > 0.

Esta desigualdad se puede escribir de la forma

L+bL+L>0, (3.122)

donde
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138 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

/*“’//*""/ |u(x,t) —uxl)WT(%,ﬂ)Tls(x x)ng( )dxdtdxdt
/*“/ /+°°/ (u(x,1)) — f(a(x,7)))sgn (ulx,1) — @(%,7))x
o (50 ( )ns( ") darasar
I T
+/+°°// x+x t (x )’78(%) ¥) — u(x,t)|didxdt.

Lema 3.47. Si € — 0T entonces

) Ne _7)|u0 ) — (X, )| dxdxdr+

I — /0 - /]R wr ()|, 1) — i(x, )| dicdt,

+oo
L — /0 /R e (6, 1) (F (1)) — £(@(x,1)))sgn (u(x, 1) — i(x, 1)) dxd,
L— /R W(x,0)|uo (x) — it (x) | dx.

Antes de probar el lema 3.47 requerimos verificar el siguiente resultado auxiliar:

Lema 3.48. Sea v € L”(R%;R). Se define:

/ [v(x,t) —v(%,f)|dxdt dx df,

donde ~
Q={|3x-9| <& |30-D)| <& |3x+D)| <n|5e+D| <r},
conr >0 fijo, y € > 0. Entonces
Iim Ve, =0.
e—0t
Demostracion. Sea el cambio de variables
T=2Xt+7), S=40t—7), X=1(x+%, Y =1(x-%),

de modo que

e =

4 Y oA e A e A s A
?/ WX +Y,T+8)—v(X—-Y,T—S8)|dXdT dY dS,
Q0

con Q ={|¥| <e,|8| <e,|X| <r,|T| < r}. Podemos escribir

Ve :4/  Ge(R.T)dXdT,
{|X|<r|T|<r}

donde
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A A 1 A A A A AN oA A A A A
Ge(X,T) = 7/ MR TS —vX P, T —§)|dV dS.
€7 P |<e,|S|<e}
En este punto recordamos la definicién de un punto de Lebesgue (cf. Rudin [190]): xo € R”
es un punto de Lebesgue de v =v(x),x € R" si

1
1fm 7/ v(x) — v(xo)|dx = 0.
[x—xo|<e

e—0t+ E"

Una propiedad importante de los puntos de Lebesgue es que ocurren c.d.s.:

oo

loc

Proposicion 3.49. Siv e L
de v tiene medida cero.

entonces el conjunto de puntos que no son puntos de Lebesgue

Demostracién. Es conocido que si v € L' (R") entonces el conjunto de puntos que no son
puntos de Lebesgue de v tiene medida cero (ver Rudin [190], teorema 7.7, pag. 138). Dado
que v € Li>. C L}, concluimos que si v es acotada en un compacto, entonces el conjunto de
puntos que no son de Lebesgue tiene medida cero. O

Por ende, dado que

WX +P,7+8) —v(X =P, 7 =) < (R +7,7+8) —v(%, 7|+ (X, F) —v(% — 7,7 =3,

entonces

c.d.s. en compactos de [X| < r, |T'| < r. Mas atin, G, es acotada:

Ao 1
Ge(X,T)] <2|voll—5

AV dS = 2|[voll. < 4o
e /{‘Y\<E,\§\<g} [[voll

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

lim Vg = 0.

e—0t

Demostracion del lema 3.47. Dado que y € Cj' y Ne(z) = 0si |z] > € tenemos que

XAF L4+F (x—F
= ’t —u -7t ( ’7) (7
! /@E,‘”(x ) —aEDlyr (=5 Jne(—

con r > 0 fijo, tal que el soporte de y estd contenido en |X| < r,|T| < r. Claramente I; > 0.
Por la desigualdad del tridngulo,

)ng (%) dxdt dzdr,
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< / (e, ) — i, t)|‘w(¥?,t7”)—w e (55 ) ne (5 ") dxdrazr +
+/ )y (eene (5 )ng( )dxdtdxdt+
+/£r i(x,t) —u(x,7)|yr (x—;—x t—;t>n8(x x)ng( )dxdtdxdt

=:J1+ L+ /5.
Haciendo el cambio de variables de la demostracion del lema 3.48, obtenemos que Qg_, =
{I7| < &,|S| < &,|X| <r|T| <r}y, ademss, dado que w7 es acotada,

4c A Ao oA AN A A A A A A A
Jsg?/ (X + 9,7 +8) —a(X — 7.7 — §)|dkdT d? d$ — o,

si € — 0" tras aplicar el lema 3.48 (el limite es cero salvo en los puntos que no son de
Lebesgue, los cuales tienen medida cero y no contribuyen en la integral), y donde C > 0 es
una constante uniforme.

Por otro lado, por propiedades del alisador de Friedrichs (proposicién A.S),

N

11:/~ X+ 7,7 +8) —a(R+7,7+3)||yr (X, T) —yr(X+7,7+8)|x

N / (R, 7)—a(R, F)|yr (R, T)dR dF
X|<r|T|<r

—+oo
_/ /\ (1) — i ) |y (x, 1) dedt =: .

Por lo tanto,
tim (1= (1 +J2+J5)) = ( lim 1) =T <0.

e—0 e—0t
Similarmente, usando la desigualdad del tridngulo obtenemos
h<h+h+h,
donde,

+x

“ o X t+1
Ji= [ e a0l (Y57 50) v

7 i
)wmﬁﬁ

ne(*5)ne(5
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. - —x r—t _
J =/ |IZ()E7I)—IZ(X,[)\I[/T()CJ)T[E(%)1‘]8<T) dxdtdzdf.

Qe r

El limite de J; se calcula de la misma forma que el limite de J;; J3 se estima de manera
analoga a J3. En consecuencia,

lim J; = lim J3 =0,
-0t -0t

y por lo tanto,
11’m+(J2 L) = J—1im I; <O0.

£—0 -0t
Concluimos, de esta forma, que
lim I] =J.
e—0t

Los limites para las integrales I, e I3 se calculan de manera analoga.
O
De esta forma, tomando el limite en la desigualdad (3.122) cuando € — 0™, obtenemos la
desigualdad

/;m ./ﬂ;wx,mu(x,z) — e, )| 4 Y (1) (F (1)) = (@, 1)) sgn (u(x, 1) — (x, 1)) doxdi+
+/R‘I’(Xa0)|uo(X) —ito(x)|dx > 0,

para cualquier funcién de prueba positiva ¥ € C5'(R x R;Ry), w > 0. En particular, si el
soporte de y estd contenido en {t > 0}, esta desigualdad toma la forma

+oo0
/0 /Rll/z(xyt)\u(x,t)—ﬁ(x,t)l+ll/x(x,t)(f(u(x,t))—f(ﬁ(x,t)))sgn(u(x,t)—ﬁ(x,t))dxdt20~
(3.123)
Vamos a construir una Y adecuada con estas caracteristicas. ParacadaR >0,y 0 < 79 < 7,
sea el trapezoide
Q= {(x1) : | SRHN(T—1), % <1 < 7).

El dominio Q puede apreciarse en la figura 3.15. Definimos o como la antiderivada del
alisador de Friedrichs (funcién de Heaviside),

ae(@) = [ mel0)dt.

o (z) = Me(z) >0,
para cada € > 0. De este modo, para cada € > 0, 6 > 0, definimos

y(x,1) = (Ge(t — T0) — ote(r — 7)) (1 — &g (|x| =R —N(t —1))).

Esta funcién es suave, con soporte compacto contenido en {¢# > 0} y no negativa y > 0.
Notamos que
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26 20
- T+E T
T
T-€
Q
Tot+e
To
TO_E
-R-N(t-19) -R R R+N(1-Tg)

Figura 3.15 Trapezoide de Kruzkov.

(0.1) I, si|x] <R+N(t—1)—0, ye+1p<t<1—E¢,
x’ - . z 2
v 0, si|x|<R+N(t—1)+0, 6t<t—¢€, 6t>T+E€,

es decir, Y es una aproximacion suave de la funcidn caracteristica del trapezoide €2 si supo-
nemos que Ty > € > 0 tal y como se aprecia en la figura 3.15. Ademds notamos que si > T
entonces

Oe(t—1)—0e(t—79) >0

Calculamos las derivadas de y. El resultado es:

Iy = (Me(t —70) —Me(t —7)) (1 — (x| =R —N(t 1))+
— N (0t — ) — e (t — 7)) no (x| — R— N(T—1)),
A = —sen (x) (e (1 — ) — (1 — ) Mo (1x] — R—N(z — 1),

Sustituyendo en la desigualdad (3.123) obtenemos
+oo
| L=l (et =) = et = ©)) (1 = cto (4] ~R—N(z —1))) dxdr-+
~+o0
— [ [ (ot =)~ aele— 1) ma(lx] - R-N(z—1))x

x (N|u — i+ sgn (u— i)sgn (x)(f(u) —f(zZ))) dxdt > 0.
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Observamos también que, dado que f € C'([a,b]) y por definicién de N, se cumple la condi-
cién de Lipschitz

[sgn (u—v)(f(u) = f(v))| < Nu—v],

para todo u,v € [a,b]. Como u y i toman valores en [a,b], y dado que los factores del in-
tegrando son positivos, la segunda integral de la desigualdad anterior es no negativa. Por lo
tanto concluimos que

~+oo
/0 /R (e, 1) — (e, ) (et — T0) — Me(t — 7)) (1 — atp (x| — R— N(t —1))) dxdt > 0,
(3.124)
La funcién ¢t — N (r — 79) — Ne (¢t — T) > O tiene soporte compacto en ¢, contenido en el
conjunto { |t — 7| < &, |t — 7| < €}. Por lo tanto para cada £ > 0 fijo, tomamos el limite cuando
0 — 0" y aplicamos el teorema de convergencia dominada para obtener

[ Nty = )| (me(e = o) = me(e — ) dxd >

donde Df = {(x,t) : |x| <R+N(t—t),p—e<t<t+¢e}. SeaS = {|x] <R+N(t—1t)}
cada seccién en la integral sobre D para cada 7, de modo que la desigualdad anterior se puede
escribir como

/0+oo (Ne(t — ) —Me(t — 7)) W(1)dt >0, (3.125)

donde
W) = /S lu(x,1) — i(x, 1)) dx.

Por propiedades del alisador de Friedrichs, tomando el limite cuando € — 0" en la de-
sigualdad (3.125) obtenemos
W(t)—W(t) >0,

que es otra forma de escribir la desigualdad (3.119). La desigualdad (3.120) se sigue inmedia-
tamente de (3.119) con 7o =0y 7 =1 > 0. Con esto terminamos la demostracion del teorema
3.44,

O

3.5.3. Demostracion del teorema 3.39

3.6. Ejemplos

Esta seccidn contiene algunos ejemplos que se pueden formular como una ley de conser-
vacion escalar con una condicién inicial dada. En particular, se presta particular atencién a re-
solver el problema de Riemann. En la primera parte se resuelven algunos problemas sencillos
para la ecuacién de Burgers con condiciones iniciales determinadas. En la segunda parte, se
estudia el modelo de trafico de Lighthill-Whitham-Richards introducido en la seccién 2.2.2.
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En la seccién 3.6.2 se resuelve el problema de Riemann para el modelo de Buckley-Leverett,
para el cual la funcién de flujo tiene cambios de convexidad.

Ejemplo 3.50. En este ejemplo consideremos nuevamente la ecuacién de Burgers (3.72),
ahora con condicién inicial

I, x<-1
0, —1<x<0
u(x,0) =up(x) = ’ -7 3.126
(0)=ul) =9,  _ _ L (3.126)
0, x>1.
Observemos que la condicién inicial (3.126) contiene saltos entrdpicos (es decir, valores a la
izquierda mayores que el valor a la derecha, u;, > ug, caso convexo) enx = —1yx =1, por lo
cual la formacién de choques o discontinuidades es instantdnea. Para tiempos cortos existen
dos ondas de choque que “emanan” de x = —1 y de x = 1, con velocidades
R (0 e (! __ser-ler |
1 0—1 2’ Y 2 20 )

respectivamente. La primera onda de choque pasa por (—1,0) y por lo tanto tiene la forma
£1(t) = 3(t—2),t € [0,T}), mientras que la segunda onda de choque pasa por (1,0) y estd
dada por %(¢t) = ¢+ 1,¢t € [0,T2). Los tiempos de existencia 77,7 > 0 de ambas ondas de
choque estdn por determinarse. Por otro lado, observemos que en el punto x = 0 hay un salto
de la condicién inicial de la forma u; = 0 < ug = 2, generando una onda de rarefaccién
centrada en ese punto, la cual esta limitada por la derecha por la caracteristica que pasa por
(0,0) con pendiente % (es decir, u = 2 es constante) y que intersecta a la onda de choque %,
en (2,1), mientras que estd limitada por la izquierda por el eje x = 0. Dado que la funcién de
flujo es la funcién de Burgers f(u) = %uz, el valor de la onda de rarefaccién en este sector es
u=x/t (véase la figura 3.16).

Las caracteristicas con pendiente % que provienen de la condicién inicial u =2en 0 <x < 1
estdn acotadas por la onda de choque £,(¢) a la derecha, y por la caracteristica x = 2¢ a la
izquierda, la cual intersecta a £, () en el punto (2, 1). Asi, la onda de choque £, (7) existe para
0 <t <1,y obtenemos que 7, = 1. Para t > 1, la onda de choque se prolonga como una
discontinuidad que denotaremos como X». Del mismo modo, notamos que la onda de choque
£1(t) intersectaax=0en (0,2). Para tiempos menores at = 2, el segmento {(0,7) : 0 <7 <2}
separa continuamente los valores u = 0 a la izquierda, y la funcién u = x/t de la onda de
rarefaccion a la derecha. Para ¢t > 2, la onda de choque se prolonga como una discontinuidad
X por determinar. De esta forma, obtenemos que 71 = 2.

Con el fin de extender la solucién mds alld de los tiempos de existencia 77 y 7> es preciso
determinar la forma de las discontinuidades X y X, Para ello, recurrimos a las condiciones
de Rankine-Hugoniot. Denotemos X; = {(&;(¢),7) : t > Tj}, j = 1,2. Sobre X; tenemos que
u, =1y ug =& (t)/t; de este modo, [u] = & /t — 1, [f(u)] = (£} /t> — 1)/2 y la condicién
de Rankine-Hugoniot implica que

2
(=20,
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x(1)

&

%(t)) 2 x

Figura 3.16 Para tiempos cortos, existen dos ondas de choque que “emanan” de los saltos entrépicos de la
condicidn inicial (3.126) en x = —1 y x = 1. El salto en x = 0 genera una onda de rarefaccién centrada en cero.
A partir de 77 = 2 la onda de choque £ (¢) se prolonga como una discontinuidad X; que estd determinada por
las condiciones de Rankine-Hugoniot. Igualmente, la onda de choque £, se prolonga como una discontinuidad
que llamamos X, para tiempos mayores a 7> = 1.

es decir, la velocidad de propagacidn estd determinada por

@)

Resolviendo la ecuacién anterior por variacion de pardmetros y dado que Xy pasa por el punto
(0,2) obtenemos & (t) =t — /2t parat > 2.

Ei(t) =1t — V2, t>2.

Andlogamente, sobre X, tenemos que u, = & (¢)/t y ug = 0, por lo que [u] = —&/1,
[f(u)] = —&}/(21?) y 1a condicién de Rankine-Hugoniot sobre X, implica que la velocidad
de propagacioén esta dada por

s _1&
dt 21t

Resolviendo la ecuacién y en vista de que la discontinuidad pasa por el punto (2, 1) obtene-
mos &(t) =24/t parat > 1.

Observamos que las discontinuidades X, X, son admisibles pues satisfacen las condicio-
nes de entropia de Lax. En efecto, para todo ¢t > 2, y sobre X; tenemos que

V2 _ &) =ug=f(ug) < = =1——= < fl(u) =ur = 1.

1—~= =
Vit t dt V2t
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146 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

Andlogamente, para todo ¢t > 1 y sobre X, se cumple que

/ dé 1 , & (t ) 2

O—MR—f(MR)<W—\7 <f(ML)_ML_T_$.
Las desigualdades de Lax implican no sélo que las discontinuidades &; (1) y &;(¢) son admi-
sibles para todo ¢t > 2 y para todo ¢ > 1 respectivamente, sino ademds que las caracteristicas
a la izquierda de X; y las caracteristicas a la derecha de X, siempre aparentan “entrar” a la
discontinuidad, asegurando que para todo (x,#) cerca de dichas curvas, ya sea a la izquierda
de X; o ala derecha de X, éste punto pertenece a una caracteristica que intersecta el eje x en
x < —16x>2,segtn el caso.

Notemos, sin embargo, que para cierto tiempo 73 > 2 las discontinuidades X y X, se in-
tersectan. El tiempo de interseccion estd dado por T3 := (2 + ﬁ)z > 6, y se da en el punto
(X3,T3) := (2/T3,T3) = (2(2++/2),(2 4+ V/2)?). Esta observacién sugiere que las disconti-
nuidades X; y X, se colapsan en una discontinuidad X3 que se prolonga mas alla del tiempo
T3. La onda de rarefaccion cesa de existir para t > T3, y dado que el valor de u a la izquierda
de Xy (y por ende, de X3) es ur, = 1, y que el valor a la derecha es ugr = 0, ésta discontinuidad
%3 es una onda de choque que se propaga con velocidad constante s = %, emana del punto
(X3,T3), y estd dada por £3(¢) = % (t — T3) + X3. Claramente, esta discontinuidad es admisible
pues satisface la condicién de entropia de Lax. En conclusidn, definimos las regiones

Ri={(x,):x<t(t—2),0<r <2} U{(x1) i x<t—V21,2<1<(2+V2)*}U
U{(x,1) ix< 3t =2+ V2))+22+V2), 1> (2+V2)*}

Ro={(x,1): 3(t—2) <x<0,0<tr<2}U{(x,t) s t+1<x, 0<t <1}U
U{(x,1) :2v2<x, 1 <1< (24+V2)* U
U{(x1) s 2t — 2+ V2)) +22+V2) <x, 1> (2+V2)%},

Ry={(x,1) : 2t <x<1+1,0<r <1},

Ry ={(x,r) : max(0,& (1)) < x < min(21,&(1)),0 <1 < (2+v2)}.

La solucién construida estd determinada en (x,#) € R x [0, 4o0) c.d.s. (excepto en las discon-
tinuidades) mediante la férmula

17 (xvt) €R17

uer) =49 (x,1) € Ry, (3.127)
2, (x,1) € R3,
x/t, (x,t) € Ry.

La solucién (3.127) es, por construccion, entrépica, y en vista del teorema de Lax (teorema
3.18), dnica. Un esquema de la solucién se puede apreciar en la figura 3.17.
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Solucion entropica

Figura 3.17 Unica solucién entrépica al problema de Cauchy (3.72) - (3.126), determinada explicitamente
por la férmula (3.127). La grafica muestra la solucion exacta y fue generada con MATLAB®. Las ondas de
choque que se generan en x = —1 y en x = 1 (en azul en la figura) contindan como curvas X; y X, las cuales
eventualmente se encuentran en un determinado tiempo 73 > 0, y forman una tercera onda de choque con
velocidad constante s = % La onda de rarefaccion centrada en x = 0 (en verde en la figura) existe para tiempo
t < Tz. Las curvas caracteristicas (rectas en rojo) tienen como pendiente constante el valor de u que intersecta
la condicidn inicial a tiempo ¢ = 0.

3.6.1. Modelo de trafico

3.6.2. Flujo bifasico

Como ejemplo de una ley de conservacion escalar con funcién de flujo no convexa, consi-
deremos la ecuacién de Buckley-Leverett [31],

i+ f(u)y =0, (3.128)

con funcién de flujo,

u

=— 3.129
donde a # 0 es una constante. Este es un modelo simplificado para dos fluidos (o “fases”)
en un medio poroso. La variable u representa la componente de la velocidad de la mezcla en

una dimensién. Una aplicacién de este modelo es la simulacién de reservas de petréleo. Por
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148 3 Ley de conservacion escalar en una dimension

ejemplo, un método para recuperacion secundaria de petréleo consiste en bombear agua en
los pozos para que el petrdleo salga. En este caso las dos fases son petréleo y agua, y el medio
poroso es la roca o arena. El modelo (3.129) es una sobresimplificacién de este fenémeno,
pero captura algunas de las caracteristicas mas importantes de este tipo de flujo.

Consideremos el problema de Riemann para la ecuacion (3.128) - (3.129), con a = %, y
con datos iniciales

1, x<0,
u(x,O):{O =0 (3.130)

El objetivo es modelar el flujo de agua pura (u = 1) en petrdleo puro (u = 0). Cada valor de
u € (0, 1) representa la proporcién de la mezcla de agua y petrdleo.

La interpretacion es la siguiente: cuando el agua entra en el canal, ésta desplaza una cierta
fraccién de petréleo u, instantdneamente. Detrds de la onda de choque, existe una mezcla de
agua con petrdleo, que contiene cada vez menos petréleo confome avanza el tiempo. En el
pozo de produccidn, localizado por ejemplo en x = 1, uno obtiene petréleo puro hasta que
llega la onda de choque, seguida de una mezcla de agua con petrdleo (onda de rarefaccion)
que contiene mas agua en cada instante.

Ejercicios

3.1. Supongamos que f es una funcién estrictamente convexa, f”(u) > 6 > 0 para toda u, y
up es de clase C!, acotada y con derivada acotada. Pruebe que si u(x,) es una solucién clésica
de (3.1) en R x [0, +o0), entonces

Uy < (3.131)

E.
3.2. Probar que la funciéon ¥ dada en (3.13) es el flujo de entropia asociado a la funcién
convexa E en el sentido del lema 3.3.

3.3. Sea la onda N para la ecuacién de Burgers definida en (3.83) y representada en la figura
3.11.

(a) Pruebe que (3.83) es una solucién en sentido distribucional de la ecuacion de Burgers,
con condicioén inicial ug = 0.
(b) Pruebe que (3.83) satisface la condicién de entropia de Oleinik:

Ce
u(x+8)—u(x,t)<T, €>0,

para todo (x,7) € R x (0, +o0) (en particular, a través de las discontinuidades x = ++/7).
(c) Explique porqué, sin embargo, N no es la solucioén entrépica al problema de Cauchy (la
Unica solucién entrépica con uy = 0 es la solucion idénticamente igual a cero).

3.4. Encuentre la inica solucion entrépica al problema de Cauchy para la ecuacion de Burgers
(3.72) con condicién inicial
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I, x<-1

0, —1<x<0,
u(x,0) = uo(x) = 2 0<x<l1

0, x>1.

Encuentre una férmula explicita para la solucién para todo t > 0 y x € R. Sugerencia: Ob-
servemos que la condicién inicial contiene saltos entrdpicos (es decir, valores a la izquierda

mayores que el valor a la derecha, u; > ug, caso convexo) en x = —1 y x = 1, por lo cual
la formacién de choques o discontinuidades es instantdnea. Para tiempos cortos existen dos
ondas de choque que “emanan” dex = —1ydex=1.

3.5. Encuentre explicitamente la tnica solucién entrdpica al problema de Cauchy para la
ecuacion de Burgers (3.72) con condicién inicial

0, x<0
u(x,0) =up(x) =<1, 0<x<1
0, x>1.

Observe que, en este caso, la onda N definida en (3.81) (con p=0,g=2,a0=0yd=1)
tiene la forma
t, 0O 2t
N(x,t):{x/ ’ <x <V,

0, en otro caso.

Verifique la conclusién del teorema 3.33 demostrando que, de hecho, u(-,¢) = N(-,t) para
todo ¢t > 2.

3.6. Dibuje las caracteristicas y describa la evolucién cuando t — 4o de la solucién al pro-
blema

Uy +uuy, = 0, xeR, >0,
con condicion inicial

(x,0) sinx, 0<x<m,
uix =
’ 0, x<0,0x>7.

3.7. Trdfico vehicular en un tinel. Un modelo més realista para el flujo vehicular dentro de
un tunel estd descrito por la siguiente funcién de flujo:

me, 0 S P S pca
q(p) =

pAlog (%’”) Pe <P < Pms

donde v
m

A= —u— .
log(pm/pec)

Observe que ¢ es continua también en el valor de densidad critica p, := pue"/*. Si p <
p¢ los conductores tienen la libertad de conducir a la velocidad maxima v,,. Suponga que
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la entrada del tinel estd localizada en x = 0 y que los automdviles esperan (con densidad
maxima py,) a la apertura del tinel a tiempo ¢ = 0. De este modo, la condicién inicial es

Pm, x<0,
70 =
px.0) {0, x> 0.

(a) Determine la densidad y la velocidad de los automdviles para ¢ > 0. Dibuje las gréficas
como funcién del tiempo.

(b) Determine la trayectoria de un auto que inicialmente se encuentra en la posicién x = xg <
0y calcule el tiempo que le toma llegar a la entrada del tiinel. Dibuje su trayectoria en el
plano x,z.

Nota bibliografica

La demostracién de la proposicion 3.16, es una generalizacién del principio de contraccién
en L! para f convexa probado por B. Quinn-Keyfitz [185] (véase también [128]).

La férmula de Lax fue establecida originalmente por Hopf [94] para el caso de flujo de
Burgers. Para el caso con f estrictamente convexa la férmula fue escrita por primera vez
por Lax en [123] y analizada en [124]. Una versién en el caso multidimensional se puede
encontrar en [95], y la version para f general con up mondtona se encuentra en el citado
trabajo de Kunik [118]. Otra prueba de unicidad para el caso convexo fue introducida por
Oleinik [176].

El problema de Riemann fue planteado originalmente por B. Riemann [188] para las ecua-
ciones de dindmica de gases.

La prueba del teorema de existencia y unicidad de la solucién entrdpica para una ley de
conservacion escalar en varias dimensiones espaciales se puede encontrar en [84].

Para el andlisis correspondiente a ondas de choque, ondas de rarefaccion y el problema de
Riemann en el caso de funciones con cambios de convexidad, recomiendo al lector consultar
el libro de LeFloch [135].
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Capitulo 4

Sistemas hiperbolicos de leyes de conservacion en una
dimension

En este capitulo estudiamos sistemas hiperbélicos de leyes de conservacién en una di-
mension espacial. En la primera seccién introducimos los conceptos de campo caracteristico
genuinamente nolineal y de campo caracteristico linealmente degenerado.

4.1. Sistemas de leyes de conservacion en una dimension

Consideremos sistemas de leyes de conservacion en una dimensién espacial de la forma
U+ f(u)x =0, 4.1

donde u € Q C R", Q es abierto, convexo, n > 1, y la funcién f : Q — R” es de clase C2.
Aqui, (x,#) € R x [0, +o0) y las componentes de u y de f las denotamos mediante

)T7 y f(”):(f](”)""vf"(”))-rv

respectivamente. En acuerdo con con la notacién del capitulo 2, denotamos a la matriz jaco-
biana de f como

u=(uy,...,uy

Ou, f1 -+ O, fi
Aw):=Df () = | : - .
A fo -+ Oun f
para todo u € Q.

4.1.1. Hiperbolicidad e hiperbolicidad estricta

Antes de comenzar con el estudio de sistemas nolineales, es conveniente analizar sistemas
lineales con coeficientes constantes, para los cuales, por ejemplo, el problema de Riemann es
facil de resolver.

151
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Ejemplo 4.1. (Sistemas lineales con coeficientes constantes). Recordemos que tras lineali-
zar el sistema (4.1) alrededor de un estado u, € Q2 obtenemos un sistema con coeficientes
constantes. De este modo, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

U +Au, =0, xeR, >0, “4.2)

donde u € R" y A € R"*" es una matriz constante y estrictamente hiperbdlica, es decir, A
tiene exactamente n valores propios reales y distintos que denotamos por 4| < ... < A,. Cada
valor propio A; tiene vectores propios derecho e izquierdo asociados, r; € R™1y | i € RIx7,
respectivamente, tales que ;A = Ajl;, y Arj = Ajrj, para cada j = 1,...,n. Los conjuntos
de vectores derechos e izquierdos constituyen bases de R”. Mds atn, es posible normalizar
dichas bases de modo que

L, j=k,
ljrk = .
0, j#k
Definimos las matrices
I
R=(r1 - ry) eR™" L=|:[,eR™"
In

Dado que los vectores propios son una base ortonormal tenemos que RL = LR = I. Clara-
mente, L y R diagonalizan la matriz A,

M
LAR = =:A. “4.3)

Definimos el cambio de variables v := Lu. Multiplicando el sistema (4.2) por la izquierda por
L, obtenemos un sistema desacoplado de ecuaciones escalares,

Lu; + LAuy = v + Avy =0,

es decir,
vi,+ A, =0, j=1,...,n. (4.4)

Cada ecuacion escalar se puede resolver de manera directa e independiente. Por lo visto en el
capitulo 2, v; es constante a lo largo de rectas caracterisicas de la forma

xj(1) = At +9, 4.5)
y la solucion estd determinada de manera tnica por
vi(x,t) =vj(x—24;,0),

donde cada v;(-,0) estd determinada por las condiciones iniciales. De este modo, es posible
derivar una expresion explicita y tinica para la solucién al problema de Cauchy
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u; +Au, =0,

u(x,0) = ug, (4.6)

n (x,7) € R x [0,4e0). Denotando vy := Lug, observamos que cada v; estd dada por
vi(x,t) =vj(x—A;t,0) = (Lug) j(x — Ajt) = Ljug(x — Ajt).

Asi, la solucién al problema en las coordenadas u tiene una representacién simple en términos
de las condiciones iniciales:

u(x,t) = Rv(x,1) Zv]xtrJ Zlugx Ajt)r;.

j=

Observacion 4.2. Notamos que la solucién posee la misma regularidad que la condicién ini-
cial, esto es, si ug € C¥, con k > 1, entonces u € C¥ como funcién de x y de ¢. Las rectas (4.5)
son las curvas caracteristicas del sistema: cada recta es llamada la j-caracteristica, que se
propaga con velocidad A;. En el caso de un sistema estrictamente hiperbélico, por cada punto
del espacio-tiempo (x,¢) pasan exactamente n curvas caracteristicas.

Consideremos ahora el caso particular del problema de Riemann, con condicién inicial,

up, x<0,
up(x) = M; >0 4.7

donde ug # ur, € R" son vectores (estados) constantes, que tienen representaciones en la base
invariante de A dadas por

n n
ML:Z(XJ'F]', MR:ZBJT]'.
j=1 j=1

En las variables caracteristicas, v = Lu, la condicién inicial es simplemente

- )&y, x <0,
(vo)j(x) = B, x>0, (4.3)

dado que Lu; = Y ot;Lrj = Y. o;é;, donde {é;}’_, es la base can6nica derecha de R". Igual-
mente Lug =Y. 8 ;€. Por ende, la solucion es

o, x<Ajt
vi(x,t) =vi(x—2A;,0)=¢ 7’ 7
) = vl A0 = 47
En términos de las variables originales obtenemos
u(x,r) =Rv = Zvj(x,t)rj. 4.9)

j=1
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Notamos que las soluciones v;(x,t) son autosimilares, ya que dependen tinicamente del valor
de la razén x/1, es decir,

X
%y 7 <A,
B, 7>4

t

wi(x/t) :=v(x,1) = t>0.

Para cada (x,7) cont > Oexiste pc Ncon 1 <p<ntalque A; <... <A, <7 <A1 <
... < Ay, por lo que en el intervalo A, < x < A4, 1a solucién u toma el valor constante

)4 n
u(x,t) = Zﬁjrj-i- Z ojrj =:1wp,
Jj=1 j=p+1
para cada 0 < p < n, asumiendo por supuesto la convencién
_oo:ao<2¢1 <...<)~n<;{n+1 :-i—oo’

con wyg = ur y w, = ug. De este modo la solucién estd determinada por

wo =ur, )C<A,1l‘7
wi, At < x < Ay,

ule,t) =14 4.10
1) Wp, Apt <X < Apyit, @10

Wp = Ug, Aut <x.

Véase la figura 4.1.

Figura 4.1 Esquema de la t X=h ot
solucioén al problema de Rie-
mann para un sistema lineal.
La solucién es constante por
pedazos, donde las » disconti-
nuidades son lineas rectas que
se propagan con velocidades
caracteristicas que correspon-
den a los valores propios de X=h,_;t
la matriz A. Notablemente,

se satisfacen las condiciones w,
de Rankine-Hugoniot en cada
discontinuidad. X=ht x=h,t

X=At

Wo =U
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La solucion no estd definida sobre las curvas caracteristicas x = A;z. La interpretacién
de la solucién (4.10) es la siguiente: la discontinuidad inicial (4.7) se distribuye en n dis-
continuidades que se propagan con velocidades caracteristicas distintas A; € R. La solucién
es, por lo tanto, constante por pedazos, con discontinuidades que coinciden con las curvas
caracteristicas asociadas al sistema.

Observacién 4.3. Notamos que los estados w), con 1 < p < n, satisfacen
Wli=wp—wp1=(Bp—0tp)r, = [fI=AW]=A(wp—wp_1) =Ap(wp—wp-1),

es decir, las condiciones de Rankine-Hugoniot (2.45) (con flujo f(u) = Au y velocidad cons-
tante s = A,,) se satisfacen en cada discontinuidad.

4.1.2. Nolinealidad genuina y degeneracion lineal

A partir de este punto nos concentraremos en el estudio de sistemas nolineales. Sea 2 C
R” abierto, convexo y f € C*(£2;R"). Vamos a suponer, por conveniencia, que el sistema
de leyes de conservacion (4.1) es estrictamente hiperbélico. De este modo, para cada valor
propio A4;(u) con u € Q, existen vectores propios derecho r;(u) € R"*!, e izquierdo /;(u) €

R!" que satisfacen
A(u)rj(u) = A;(u)r;(u),
Lj(w)A(u) = Aj(u)l;(u),

para cada j=1,...,n, u € Q. Dado que los valores propios son todos distintos, {I j}'}':l y
{r j}?:l constituyen (ambas) bases duales de R" que satisfacen '

4.11)

Li(u)re(u) =0, j#k. (4.12)

Andlogamente al caso escalar, para el cual la convexidad (o concavidad) de la funcién
de flujo es crucial en el estudio de existencia de soluciones, es preciso definir la nocién de
convexidad para sistemas.

Definicion 4.4. Decimos que el p-campo caracteristico, con 1 < p < n, es genuinamente no-
lineal si
DAy(u)-rp(u) #0, Yue Q. (4.13)

En este caso también se llama al p-campo como un modo convexo. Por otra parte, el p-campo
caracteristico se denomina linealmente degenerado si

DAp(u)-rp(u) =0, Vue Q. (4.14)
Aqui DAy (u) = (0uy Ap,- .-, 9, Ap) T € R

Observacion 4.5. En el caso de una ecuacion escalar (n = 1), tenemos que A (u) = a(u) =
f"(u) es la tnica velocidad caracteristica y el “vector’propio es simplemente r(u) = 1. Asf,
la condicién de nolinealidad genuina (4.13) toma la forma f” (u) # 0, para toda u € Q, es
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156 4 Sistemas de leyes de conservacion en una dimensién

decir, f es estrictamente concava o estrictamente convexa. Por otra parte la condicién de
degeneracion lineal (4.14) es f”(u) = 0, para u € 2, lo cual implica que la ecuacién es
lineal, con a(u) = ap constante. La definicién de nolinealidad genuina extiende a sistemas el
concepto de convexidad (o concavidad) estricta para el caso escalar.

Ejemplo 4.6. (El sistema p.) Consideremos nuevamente el sistema p (2.24) bajo las hip6tesis
P'(v) <0y p’(v) > 0. Como vimos en la seccién 2.5.2, los valores propios de la matriz
jacobiana asociada al sistema (2.24) son

J(v) = —/=p() < 0 < Aa(v) = \/=p(v),

con vectores propios asociados

=) 0= ()

Calculando el jacobiano de los valores propios con respecto a las variables v y w, obtenemos

p'(v)
D}ll = | 2¢/-P'(v) :—D)Q
0

por lo que

p'(v)
2y/=p(v)
para todo v. Esto implica que los campos caracteristicos del sistema p (2.24) son genuina-
mente nolineales.

DAy -r = =—DAy -1 #0,

Al igual que la definicién de hiperbolicidad (ver proposicién 2.20), las nociones de noli-
nealidad genuina y de degeneracién lineal para un campo caracteristico no dependen de la
forma conservativa del sistema y son invariantes bajo cambios suaves de coordenadas. Deja-
mos al lector la prueba de esta propiedad como ejercicio (véase el ejercicio 4.3).

Ejemplo 4.7. (Ecuaciones de Euler en coordenadas eulerianas.) Consideremos nuevamente
el sistema de Euler en forma no conservativa (2.70), escrito nuevamente aqui por convenien-

cia del lector
pr +vpx+pvx =0,

Dx
v,—l—vvx—i—; =0, (1.70)

et+vex+%:0.

La ecuacién de estado p = p(p, e) satisface las condiciones (2.69), a saber, p > 0, pp >0
y p. > 0. Vamos a estudiar los campos caracteristicos de la matriz jacobiana asociada al siste-
ma (2.70) para determinar las condiciones bajo las cuales éstos son genuinamente nolineales
o linealmente degenerados. Para tal efecto, y en virtud de la invariancia bajo cambios de
coordenadas (Ejercicio 4.3), escribiremos el sistema en términos de una nueva variable ter-
modindmica. Definimos la entropia especifica s mediante la primera ley de la termodindmica
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Ods = de — %dp, (4.15)

donde 6 > 0 es la temperatura. Es un hecho conocido de la teoria de la termodindmica [40]
que una vez prescritas dos variables de estado del gas, por ejemplo, la densidad y la energia
interna especifica (p y e, respectivamente), es posible determinar las tres variables restantes
(entropia especifica s, presion p y temperatura 0). De este modo, a partir de la primera ley
podemos definir la ecuacién de estado del gas en términos de p y de s, y de una funcién p,
de modo que

p:ﬁ(pvs) :ﬁ(p,é(p,s)),

donde ¢ es una funcion que satisface e = &é(p,s), &; = 6 a densidad constante, y ép = p/ pZa
entropia constante, en virtud de (4.15). Asimismo, podemos especificar a la entropia mediante
una funcién s = §(p,e) que satisface §, = —p/(p*0) y 5. = 1/6.

Sustituyendo (2.70) y usando la primera ley (4.15), obtenemos

v
0:6,+vex+&
P

=e;+ve, — %(p[ +Vpx)

(e — %p:) +v(ex— %px)

(Scer +3ppr) + Ov(Seex + Sppx)
(8t +vsy),

=0
=0
por lo cual, obtenemos el sistema

Pt +vpx+pvy =0,
Dx

v,+vvx+F:0, (4.16)
st +vsy =0.
Notese que el mapeo
p p
O:|v]|]—|pv
s pe
es invertible y suave con matriz jacobiana
1 00
DO = v p 0],
e+p/p pvpo

de tal manera que el sistema (2.10) en forma conservativa, y los sistemas cuasilineales (2.70)
y (4.16) son equivalentes para soluciones clasicas. El sistema (4.16) considera a las variables
P y s como variables termodindmicas independientes, con ecuacién de estado p = p(p,s).
Las condiciones (2.69) son equivalentes a
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p>0 4.17)
ﬁp:ﬁp+ﬁeép=ﬁp+’;;—f=c2>o, (4.18)
Ps = Peés = 0P, > 0. (4.19)

Las condiciones (2.69) (equivalentemente (4.17) - (4.19)) implican que la presion se mide
en una escala positiva, que a entropia constante la presion se incrementa con la densidad, y
que a densidad constante la presion aumenta si aumenta la energia interna. Adicionalmente a
estas condiciones, usualmente (ver [40]) se afiade la condicidén

Ppp >0, (4.20)

la cual es equivalente a la condicién de convexidad de Bethe ([179], pg. 761; ver también
[150], pg. 568). Notamos, en particular, que la ecuacion de estado de un gas ideal satisface la
condicién (4.20). En efecto, para un gas ideal p = p(p,e) = (y— 1)pe, con y > 1, por lo que

p(p,s)=(y—1)pé(p,s),

¢

Po=(r=1)(¢+pép) =(r—1)(&+ ),

y finalmente,
y , Pp D p
Poo=(r=1)(&+ 2 = ) =(r=1)7% >0,

en virtud de (4.18).

Usando el sistema cuasilineal (4.16), vamos a demostrar que bajo las condiciones (4.17) -
(4.20) los p-campos caracteristicos con p = 1,3 son genuinamente nolineales, mientras que
el 2-campo caracteristico es siempre linealmente degenerado para toda ecuacién de estado.
La matriz jacobiana del sistema (4.16) estd dada por

v p O
Alp.v,s) = 5Pp v 5P |, 4.21)
0 0 v

con valores propios
M=v—c<lb=v<A3=v+ec.

Los vectores propios asociados a (4.21) son, a su vez,

p Ps p
rn=\-cl|,n= 0 ,rm=1c]. 4.22)
0 —c? 0

Calculando los jacobianos de las velocidades caracteristicas obtenemos

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



4.1 Sistemas de leyes de conservacion en una dimensién 159

—Cp O Cp
DA, = 1 , Db =|1],DAs=]1
—Cs 0 Cs

De esta forma tenemos que, claramente,
DAy -rp =0,

para todo (p,v,s), es decir, el 2-campo caracteristico es linealmente degenerado. Por otro
lado, de pp = ¢? se deduce que ¢p = Ppp/2c¢, por lo que

DAy -ri=—(pcp +c) = ,(pl;LCP +c¢) <0,

en virtud de (4.17) - (4.20). Andlogamente,

v

D?Lg~r3:ppzﬂ+c > 0.
C

Por lo tanto los j-campos caracteristicos, con j = 1,3, son genuinamente nolineales si supo-
nemos que la ecuacién de estado satisface (4.17) - (4.20).

4.1.3. Normalizaciones

A continuacién presentaremos dos normalizaciones de los campos caracteristicos (de he-
cho, complementarias una de la otra) que son de gran utilidad.

Lema 4.8. Sea la matriz A : Q — R™" de clase C", m > 1 y estrictamente hiperbdlica.
Entonces,

(a) Los valores propios A;j(u), j=1,...,n son de clase C"" como funciones de u € .
(b) Es posible seleccionar los vectores propios derechos {rj(u)};?zl C R™! ¢ izquierdos
{i)}_, C R*" de clase C™, tales que

|Lj(u)] = |rj(u)

j=1,...,n,
para toda u € Q.

Demostracion. Dado que A € C"™(Q;R" ") es estrictamente hiperbdlica, para cada uy € Q
se tiene que

A«l(uo) <...< ln(u())

Fijemos un indice 1 < p < n. Tras una normalizacién adecuada, sea r,(uo) un vector propio
derecho tal que
A(uo)rp(uo) = Ap(uo)rp(uo),
|r0(u0)\ =1.
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Vamos a aplicar el teorema de la funcién implicita al mapeo de clase C!, G : R” x R x  —

R™*1, definido por
Alu)r—Ar
G(r,A,u) = ( (\r|)2 1 ) .

El jacobiano con respecto a las variables (r,1) es

G _ A(”)_z’l -r (n+1)x(n+1)
a(r,m‘( 27 O)GR '

Sea
G

(1) (1 (ut0) A (10) )

B() =

Debemos verificar que detBy # 0. Nétese que para 1 > € > 0 suficientemente pequeflo, la
matriz
A® := A(up) — (Ap(uo) + €)1,

es invertible, por hiperbolicidad estricta. En vista de que —&~'A®r,(ug) = r,(uo) y de que
|rp(uo)| = 1, podemos escribir

(oo ) ()= (s )

Por lo tanto,

A* _VP(MO) _ -1 €
det ( 2rp(u0)T 0 = —2¢ " detA

= —2¢ " det(A(up) — (A (uo) + €)1

— 2 T s o) — (A a0) +€)) — 2] [ (As(ut0) — Ap(a) #0,
J#p j#p

cuando € — 0. Por hiperbolicidad estricta concluimos que det By # 0.

Asi, por el teorema de la funcidn implicita, existe una vecindad & de u tal que es posible
encontrar funciones ),,, O—=R,rp: 0 — R™*1 de clase C"™, que satisfacen las conclusiones
del teorema. Para verificar que A, y r,, se pueden extender a todo £2, se cubre £ (compacto)
por un nimero finito de vecindades abiertas &;,conl=1,...,N, en donde es posible extender
Ap y rp de clase C™ por el teorema de la funcion implicita. Este procedimiento se repite para
cada 1 < p <n.Lacondicion /;r, = 0si j # k es una consecuencia directa de la hiperbolicidad
estricta (Observacion 2.19). La construccién de los vectores propios izquierdos es andloga.

O

Observacion 4.9. La demostracion del lema 4.8 depende fuertemente de la hipdtesis de hi-
perbolicidad estricta. Para ilustrar al lector de lo que puede ocurrir en el caso general, véase
el ejercicio 4.5.

El siguiente lema contiene una posible (y util) normalizacién en el caso genuinamente
nolineal. La prueba es muy similar a la prueba del lema 4.8 y se deja al lector como ejercicio.
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Lema 4.10. Sea la matriz A : Q — R™" de clase C™, m > 1 y estrictamente hiperbdlica.
Si el p-campo caracteristico, con 1 < p < n, es genuinamente nolineal, entonces es posible
seleccionar los vectores propios derechos {r;j(u)}_, e izquierdos {l;(u)}}_,, de clase C",
tales que

Ly (u)rp(u)
para toda u € 2.

4.2. Ondas de rarefaccion e invariantes de Riemann

Sean uy,ug € Q, u; # ug, dos estados constantes. Motivados por la solucién al problema
de Riemann en el caso de una ley de conservacion escalar, la cual involucra ondas de rarefac-
cion, consideremos soluciones autosimilares del sistema (4.1) que conectan continuamente
a los estados uy, y ug. Sea (xo,%) € R x (0,4c0) fijo. Vamos a definir una clase general de
soluciones denominada la clase de ondas centradas de rarefaccion, las cuales dependen so-
lamente de la razén (x —xo)/(t —t9) para t > fy. Al punto (xp,#) se le llama el centro de la
onda de rarefaccion. De este modo, sea u una solucion a (4.1) de la forma

u(x,t) = v(jif(?), (4.25)

parax € R, >ty y donde v: R — R" es de clase C'. Denotamos

x—xg'
t—1 ’

=

en el dominio de definicién de v en la variable & se tiene que u es una solucién clésica, por lo
cual ésta satisface el sistema cuasilineal

u +A(u)u, =0.
Sustituyendo obtenemos

(A(v(&)) —ENv'(§) =0. (4.26)

De la ecuacién (4.26) concluimos que, o bien v/(£) = 0, o bien existe un indice 1 < p <n
tal que

& =2(v(8)), 4.27)

V(&) = a(&)rp(v(§)), (4.28)

donde o(&) es un escalar distinto de cero para todo &. Supongamos que & € [£y, ] y que
es posible resolver (4.27) y (4.28) en dicho intervalo. Dado que los valores propios de A son

distintos, el indice p no depende de & y v/ (€) # 0. Asi, diferenciando la ecuacién (4.27) con
respecto a & obtenemos

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



162 4 Sistemas de leyes de conservacion en una dimensién

1=D2,(v(§)) V(&) = a(§)DAy(v(&)) - 1p(v(E))- (4.29)

Esta ecuacion no tiene solucién si el p-campo caracteristico es linealmente degenerado.
Por lo tanto, suponiendo que el campo es genuinamente nolineal y tomando la normalizacién
(4.24), concluimos que a (&) = 1 y obtenemos el sistema

v(8) =rp(v(&)),
§ =2,(v(8))-

Nuevamente, supongamos que podemos resolver el sistema (4.30) en el intervalo & €
[€0,&1] sujeto a las condiciones

(4.30)

&o=Ap(ur), &1 = Ap(ur), (4.31)
V(&) = ur, v(&1) = ug, (4.32)
donde hemos supuesto que A, (1) < A,(ug). En este caso, la funcién continua autosimilar
ur, x—x0 < AP(ML)(I —t()),
u(e) = Qv (359), Aplun) (¢ = 10) < x=x0 < Aplur)t —10), 4.33)
UR, Ap(ug)(t —19) < x—xo,

es una solucion débil de (4.1) para (x,7) € R x (fg, +0), fo > 0.

Definicion 4.11. La solucién autosimilar (4.33) es llamada una p-onda de rarefaccion cen-
trada en (xo,%p), con fy > 0, que conecta a uy, con ug por la derecha.

A continuacién vamos a probar que es posible construir una p-onda de rarefaccion local-
mente, si el p-campo caracteristico es genuinamente nolineal.

4.2.1. Existencia local de ondas de rarefaccion

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.12. Supongamos que el p-campo caracteristico, con 1 < p < n, es genuinamente
nolineal con la normalizacion (4.24). Entonces, dado un estado u;, € Q, existe una curva
de estados %p(ur) en Q que pueden ser conectados a uy, por la derecha mediante una p-
onda de rarefaccion, es decir, para toda it € %, (ur), Ap(it) > Ap(ur) y existe una funcion
v e CY([Ay(ur), Ay ()]s R™) que satisface el sistema (4.30) con condiciones

v(Ap(ur)) = ur, v(Ap(if)) = . (4.34)

Mas aiin, existe una parametrizacion de %Z,(ur) : € — @, (&) definida para 0 < € < &,
con & > 0 suficientemente pequeiio tal que

D, (€) = up +€ry(ur) + 3€*Dry(ur) - rp(ur) + O(€). (4.35)
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Demostracion. Para todo & € R, por el teorema de Picard existe una tnica solucién a la

ecuacion V(E) = r,(v(£)), & > &,
V(o) = ur,

para & € [&y, &y + €] con & > 0 suficientemente pequefio. Escogiendo & := A, (uz) y dife-
renciando con respecto a £ obtenemos

%ln(V(é)) =D2y(v(§)) V() = DAy (v(§)) - rp(v(§)) = 1,

en vista de (4.24). De este modo A, (v(§)) = & ya que A4,(v(&o)) = Ap(ur). Entonces defini-
mos el conjunto

Hp(ur) :={v(S) : Ap(ur) <& < Ap(u) + &} C Q,

como la curva de estados en £ que se pueden conectar a u;, por la derecha mediante una
p-onda de rarefaccion. Sea

D,(€) :=v(Ay(ur) +€), 0<e<eg.
De este modo, @, (0) = v(A,(uz)) = uz. Diferenciando, obtenemos
D, (e) =V (Ap(ur) + &) = rp(v(Ap (1) +€)),

por lo cual,
D,(0) = rp(v(Ap(ur) +€)) = rp(ur).

Calculando la segunda derivada obtenemos
D)) (€) = Dry(v(Ap(ur) +€)) -V (Ap(ur) + €) = Dryp(v(Ay(ur) + €)) - rp(v(Ap (ur) +€)),

de modo que @ (0) = Dr(u) - rp(ur). Esto justifica la expansion (4.35).
O

La curva %, (uz) es llamada la p-curva de rarefaccion (derecha). Es una curva integral
del campo r,, tangente a r,(uz) en el punto uz. Para estudiar el caso en el que el campo
caracteristico no es genuinamente nolineal, es necesario introducir el concepto de invariantes
de Riemann.

4.2.2. Invariantes de Riemann

Definicién 4.13. Una funcién escalar suave (al menos de clase C1) w: .4 C Q — R, definida
en una vecindad /" de Q2 se denomina un p-invariante de Riemann local, con 1 < p < n, si
satisface

Dw(u)-ry(u) =0, (4.36)
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paratodou € A,

Observacion 4.14. (a) Un p-invariante de Riemann w es constante sobre una curva v : R —
R" siy sdlo si

d
EW(V(%)) =Dw(v(£))V'(§) =0,

lo cual se cumple si en particular v es una curva integral del campo r,, es decir, si V/(§) =
rp(v(&)). Esto implica que una p-invariante de Riemann es constante a lo largo de las trayec-
torias del campo vectorial 7.

(b) Si el p-campo caracteristico es linealmente degenerado, entonces la funcién w(u) =
Ap(u) es un p-invariante de Riemann global.

Una propiedad inmediata pero util de los invariantes de Riemann es la siguiente.

Lema 4.15. Sobre una p-onda de rarefaccion, con 1 < p < n, todo p-invariante de Riemann
es constante.

Demostracion. La conclusién es consecuencia inmediata de la observacién 4.14 (a) y el he-
cho de que toda curva de rarefaccion es una curva integral del campo r, por construccion
(teorema 4.12). O

Definicion 4.16. Se dice que el sistema de leyes de conservacion (4.1) estd dotado de un
sistema completo de invariantes de Riemann (globales) en  C R" si existen n funciones
escalares wi,...,w, en £2 tales que para todo par 1 <i, j <n, coni# j, w; es un i-invariante
de Riemann en Q.

Como consecuencia inmediata de esta definicién tenemos el siguiente

Corolario 4.17. Las funciones w; :  — R, con j = 1,...,n forman un sistema completo de
invariantes de Riemann siy solo si

Dwi(u)r;(u) ;8’ s, (4.37)
y S11= 75

es decir, si y solo si para todo 1 < i <n, Dw;(u) es un vector propio izquierdo l;(u)
de A(u) con velocidad caracteristica Ai(u). (Equivalentemente, el hiperplano tangente a
la superficie de nivel de w; en cualquier punto u € Q estd generado por los vectores

ri(u), .. rimy(u),ripr (u), ..o (u).)

Observacion 4.18. Es posible demostrar (ver el ejercicio 4.7) que todo sistema de dos leyes
de conservacién estd dotado con un sistema completo de invariantes de Riemann. Por otro
lado, si n > 3 entonces el sistema de ecuaciones (4.37) estd, por lo general, sobredetermi-
nado. Sin embargo, existen excepciones. Cuando un sistema de n > 3 leyes de conservacién
tiene una base completa de invariantes de Riemann se dice que el sistema es rico o semi-
Hamiltoniano.

A continuacién vamos a demostrar la existencia local de (n — 1) invariantes de Riemann
cuyos gradientes son linealmente independientes. Primero necesitamos la siguiente

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



4.2 Ondas de rarefaccion e invariantes de Riemann 165

Definicion 4.19. Una hipersuperficie de R”, . = {u € R" : y(u) = 0} donde y : R”" — R
es diferenciable, se denomina p-caracteristica si

Dy (u)-r,(u) =0, (4.38)
para toda u € .7, es decir, si r,, es tangente a ..
Lema 4.20. Supongamos que el hiperplano
S ={uekR" :u,=0}

no es p-caracteristico. Entonces existe un cambio suave de coordenadas, invertible, u =
O(v), definido en una vecindad de .7, tal que la condicion (4.36) es equivalente a

dz
i 0, (4.39)

donde z(v) := w(@O(v)) para todo p-invariante de Riemann. Mas ain, las n — 1 funciones
wj(u) == z;(07 (u)), j=1,...,n—1, (4.40)

donde zj 1= v; para cada j, son p-invariantes de Riemann cuyos gradientes son linealmente
independientes.

Demostracion. Sea {é j}’}:l la base candnica de R”. Para toda funcién z : R” — R diferen-
ciable
9z

vy

Supiniendo que dicho mapeo @ existe, definimos z := w(®(v)), donde w : R" — R es una
funcién diferenciable, de manera que

=Dz(v) - é,.

0 00
8vZn = Da(v) &y = Dw(@(v))DO(v) &5 = Dw(u) 5 =.
Por lo tanto la condicion (4.36) es equivalente a (4.39) si y s6lo si
a0(v)
., =r,(O)). (4.41)
Para resolver (4.41) se prescribe la condicién inicial
OWv,)=0(,...,vp—1,0) = (vi,...,vy—1,0) =2 vy, (4.42)

sobre cualquier v, € .. Por el teorema de Picard, para cada v, € .¥ existe una tnica solucién
local a (4.41) con condicién inicial (4.42), definida para v, cerca de v, = 0, por ejemplo, para
vy € [—€,€], con € > 0 suficientemente pequefio. Por hipétesis, el hiperplano . no es p-
caracteristico, por lo que
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%(V*) =rp(O(v.) =1p(v) ¢ 7,

es decir, la componente # de r,, es distinta de cero para toda u € . Por otra parte,

20 0 R
87\/](‘}*) = Tw(vl,...,vn,l,O) =¢é;#0,

donde é; € .7, para cada j # n. De este modo, el jacobiano
D@(V*) = (él é\n,1 r,,(@(v*))),

(formado por las columnas é;,...,é,_1,7p) es no singular. Por lo tanto, el mapeo v o),
definido en una vecindad de v, = 0, y por ende, para v en una vecindad de .#, es inyectivo,
sobre y diferenciable, con matriz jacobiana D® (v) invertible para v, ~ 0. Por construccién
las funciones z;(v) :=v;, j # n resuelven (4.39), por lo que las correspondientes funciones
w;(u) = z;(@~!(u)) son p-invariantes de Riemann. Tomando una combinacién lineal de sus
gradientes igual a cero, tenemos que

n—1 n—1 n—1
0= Z OCJ'DWJ'(M) = Z (Xj(D@il(u))Téj = Z (Xj&j(u),
= = =1

donde ¢&; denota a la columna j de DO~ Dado que DO~! tiene rango maximo, esto implica

que o; =0, paratodo j=1,...,n— 1y los gradientes son linealmente independientes.
O
Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 4.21. (El sistema p.) Consideremos el sistema p,
Vv —uy =0,
o (4.43)
u +p»)x =0,

donde p : R — R satisface p’(v) < 0, p”(v) > 0. Como hemos calculado en la seccién 2.5.2,
los valores propios de la matriz jacobiana

400 =(t9 o)

M=—v-p ) <0< h=+p'(),

con vectores propios asociados

”:( ;'<v>>’ “:( 1p'<v>)'

El lema 4.20 garantiza la existencia local de un 1-invariante de Riemann, y un 2-invariante
de Riemann. Para encontrar, por ejemplo, el invariante de Rieman w; = wy (v, u), calculamos

son
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Dwi-ri =wi,++/=p' (V) wi,. (4.44)

Esta ecuacion es lineal y puede resolverse mediante el método de caracteristicas. Claramente,
wi es constante a lo largo de curvas de la forma {(v,4(v) : v € I} donde &' (v) = /—p'(v) e
I C R es un intervalo. Si (u,v) es fijo, la curva caracteristica que pasa por ese punto es

av) =u— [V vV-r'()dy, Vel
Dado que wy es constante sobre la caracteristica tenemos que
wi(v) = w1 (5,(9)) = wi (0,6(0)) = wi (0, /O Vo))
=w (u* /Ov V=r'0) dy),

donde hemos supuesto que 0 € I y W(1) es cualquier condicién inicial de w;. Escogiendo

0
wi(v,u) =u— /Ov v =p'(y)dy. (4.45)

wi (1) = u, obtenemos
En efecto, wy satisface (4.44) para toda v € R y es un 1l-invariante de Riemann.
Andlogamente, el 2-invariante de Riemann tiene la forma

wo(vu) =u+ /OV v —=p'(y)dy. (4.46)

Es importante sefialar que los invariantes de Riemann (4.45) y (4.46) estan definidos glo-
balmente, es decir, estan definidos para todo valor (v,u) € , en contraste con el Lema 4.20,
que garantiza existencia local inicamente. Esto es posible ya que el sistema p es un sistema
de dos leyes de conservaciéon (n = 2). Invariantes globales de Riemann no existen en general
sin>2.

Ejemplo 4.22. (Ecuaciones de Euler para un gas ideal.) La ecuacién de estado de un gas
ideal es

p=p(p,e) = (y—1)pe, (4.47)

donde Y > 1y p, py e son ladensidad, presidn y energia interna especifica del gas. Considere-
mos el sistema cuasilineal equivalente (4.16) en términos de las variables (p,v,s), donde vy s
son la velocidad y la entropia especifica, respectivamente. Asi, existe una funcién p = p(p, s)
que satisface las condiciones (4.17) - (4.20). Probaremos que las funciones

w(pv,s) =s,

W5 (pvis) = v+ —=c(p,),

Y—1
son invariantes de Riemann globales asociados al campo caracteristico j = 1. Aqui la velo-
cidad del sonido ¢ = ¢(p,s) > 0 esté definida por ¢* = Dp- Recordando las expresiones para

los vectores propios asociados (4.22) obtenemos
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0 p
Dw(l1> rn=10]-|—-c] =0,
1 0
2
W 7—16p P )
Dw, "’ -rp = 1 | —c ] = _lpcp—c.
%cs 0 v

Sin embargo, dado que p(p,s) = (y— 1)pé(p,s) y que &, = p/p* (ver ejemplo 4.7), se
cumple que
(r=1. _ (=1

p pP_ p )

2CCP = ppp =

y por lo tanto

2
R )

para todo (p,s). Asi, tenemos dos 1-invariantes de Riemann globales.
Anélogamente, es facil probar que las funciones

2
ry—1

woms)=s,  wi(p,vs)=v——c(p,s),

son 3-invariantes de Riemann globales. Finalmente, sean

w2 =v,  w(p,ms) = p(p,s).

Claramente tenemos que

Ds
Dw§2>'rz= Ll-f 0 | =0,
0 —c?
Pp Ps
o= (0) [ 5) —s-) o,
Ps —c?

por lo que la presidén y la velocidad son 2-invariantes de Riemann globales.

Ejemplo 4.23. (Ecuaciones de Euler en el caso barotropico.) Consideremos nuevamente las
ecuaciones de Euler en el caso barotrépico (2.79), en el que la presién no cambia con la
energia interna. La presioén estd determinada por una funcién de la densidad, p = p(p) que
satisface p’(p) > 0. Los valores propios de la matriz asociada al sistema, dada por (2.81), son

M=v=+p'(p)<la=v+/p'p)

Denotamos a ¢(p) = /p’(p) > 0 como la velocidad del sonido, de modo que A; =v—c¢
y A2 = v+ c. Los vectores propios asociados son
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. 1 . 1
n=\y—¢) yn=\,ie)

respectivamente. Verificaremos que las funciones

P P
wi ::/ ﬂd?:—i—v, y wz::/ ﬂd’L’—v,
1 T 1 T

son 1- y 2-invariantes de Riemann, respectivamente. En efecto, dado que la matriz jacobiana
(2.81) se calculd con respecto a las variables conservadas (u1,uz) = (p, pv), debemos escribir
las funciones w; y w, en términos de u, es decir,

ur (1 175 (T up
W1=/ QdT—F*, W2=/ Qdf—f,
1 T ui 1 T ui
y calcular sus gradientes derivando con respecto a las variables conservadas. Por ejemplo,

cluy) _ up c—v

Dwi(wy=| " «|={1%],
P

uj
de modo que

1
Dw;-r = E(Cvarv—c) =0.

Anélogamente Dw, - r, = 0. Notamos nuevamente que w; y w, son invariantes de Riemann
globales definidos para todo u = (p, pv).

4.2.3. Ondas simples
A continuacién vamos a definir una clase mds general de ondas suaves asociadas a un
campo caracteristico p, que incluye a las ondas de rarefaccién como caso particular.

Definicion 4.24. Una funcién suave u : Q — A C Q, solucién de (4.1) y definida en un
dominio @ C R x [0, 4e0) es llamada una p-onda simple si la funcién h(x,t) = w(u(x,t)), con
(x,t) € O, es constante para cualquier p-invariante de Riemann local w: A4~ — R.

Primero probaremos el siguiente lema elemental.

Lema 4.25. Sea

di — 3+ Ay,

p (4.48)
du
% = U; + lp(u)ux,

el operador que denota derivacion en la direccion del campo caracteristico A,. Entonces u
es una solucion cldsica de (4.1) si y solo si
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du
lp(u)% =0. (4.49)
Demostracion. Sabemos que u es solucién cldsica de (4.1) si y sélo si satisface el sistema
cuasilineal
u +A(u)u, =0.

Multiplicando por la izquierda por ,(u) obtenemos

0 = 1 ()t (0)A ()it = I (10) (14 Ay 10)sy) = l;;(u)j,%

O

Proposicion 4.26. Sea u: Q — Q una p-onda simple definida en una region Q C R x [0, +o0).
Entonces las caracteristicas del campo p, es decir, las curvas de la forma {(%(t),t)} C Q que
satisfacen
dzx
dt
son lineas rectas a lo largo de las cuales u es constante.

Ap(u(%(t),1)), (4.50)

Demostracion. Por el lema 4.25 tenemos que

du
l,— =0. 4.51
Pdp 4.51)
Siwti,...,w,_1 son p-invariantes de Riemann entonces las funciones w;(x,1) :=w;(u(x,1)),
con j=1,...,n—1, son constantes en la regién Q. Asi,
aw; du
0=—2L=Dw; — j=1,....,n—1. 4.52
dp Wj dp’ J ) n ( )

Por el lema 4.20, existen localmente n — 1 p-invariantes de Riemann que satisfacen las ecua-
ciones (4.52). Estas ultimas, junto con la condicién (4.51), se pueden escribir de manera

simplifcada como
du

%_

donde M (u) es una matriz de dimensiones n x n definida por

M(u) 0, (4.53)

DWI—1 (u)

Al tomar una combinacién lineal de los renglones de M («) de la forma

n—1
al,+ Y oDw] =0,
J
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obtenemos, tras tomar el producto con r, y por la definicién de invariante de Riemann (4.36),
que ol,r, = 0. Dado que I,r, # 0, esto implica que & = 0 'y, en virtud de que los gradientes
Dwj,con j=1,...,n—1, son linealmente independientes, que a; = O paratoda 1 < j<n—1.
Es decir, la matriz M(u) es no singular. Esto implica que la tnica solucién al sistema (4.53)
es tal que du/dp = 0. Por ende, u es constante en la direccién del campo caracteristico p, es
decir,

% = U; +)Lp(l/l)l/lx =0.

Consecuentemente, sobre las curvas caracteristicas de la forma {(%(¢),7)} que resuelven
dx R
=y (ali(0)0)

la onda simple u es constante, y la pendiente A,(u) es constante, por lo que las curvas carac-
teristicas son lineas rectas. a

Proposicion 4.27. Sea u una p-onda simple. Entonces el conjunto de valores de u estd res-
tringido a una sola curva integral de r, en R".

Demostracion. Sea u una onda simple definida en un dominio Q C R X [0,4-0). Vamos a
demostrar que es posible encontrar un p-invariante de Riemann cuyos valores constantes en
dos curvas integrales de r, son distintos. Sean .#1 y % dos curvas integrales de r, en una
vecindad de un estado u, € Q, de modo que u; € A, uy € %, y uj,up pertenecen a una
vecindad .4 (u,) de u,. Sea & una curva de estados en .4 (u, ), con representacion

¢ ={a(&) e N (u): E €I CR},

que no sea tangente a 7, en ningun punto (ver figura 4.2). Por el Lema 4.20, sean w;, con
j=1,...,n—1los p-invariantes de Riemann locales cuyos gradientes son linealmente inde-
pendientes. De este modo, para cada estado u € .4 (u,) se tiene que

span{Dw (u),...,Dw,_1(u)} = {r,(u)} ™.

En virtud de que ¢ no es tangente a r,, en ningtin punto, entonces la proyeccién de &’ en
{r,(u)}* es siempre distinta de cero, es decir,

@'(&)- () aDw;j(a(&))) #0, paratodo& €.

J#p

Sea w(u) := Y2, ojw;(u), el cual es también un p-invariante de Riemann ya que Dw(u) -
rp(u) =Yz, «iDwj(u) - rp(u) = 0, para toda u € 4" (u.). De este modo,

%w(ﬁ(é) — (&) (X a;Dw;(a(£))) 0,
J#Pp

y no cambia de signo. Es decir, la funcién w(i(&)) es estrictamente monétona en & € I. Esto

implica que w(i#(&)) toma distintos valores a lo largo de %. Por lo tanto, w toma distintos
valores en distintas curvas integrales de r,. Finalmente, si suponemos que u es una p-onda
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172 4 Sistemas de leyes de conservacion en una dimensién

simple y w(u) es constante en Q, entonces u toma valores en so6lo una curva integral de r,,.
O

Usaremos la proposicién 4.27 para dar una caracterizacién de las p-ondas simples. Este es
el contenido del siguiente

Lema 4.28. u es una p-onda simple definida en una region Q C R x [0,+o0) si y sélo si
u=v(@(x,t)), (4.54)

donde v € C! (R;R™) es una curva integral de 1p, es decir, es solucion de

V(§) = rp(v(&)),

(4.55)
v(&o) = vo,
con &,E € I CR, y la funcién escalar ¢ € C'(Q;1) satisface
d
% = ¢+ Ay (v(9)) g = 0. (4.56)

Demostracion. Para demostrar que la condicidn es necesaria, supongamos que u es una p-
onda simple en Q C R x [0, +oe). Por la Proposicién 4.27, los valores de u estdn restringidos
a una sola curva integral de r,, por lo que existe (al menos, localmente) una solucién v de
(4.55) tal que u tiene la forma (4.54). Dado que u es una solucién clasica de (4.1) tenemos
que

0=u+ f(u)x = u +Aw)uy = @' (9) + @AWV(9))V (9) = (@ + A (v(9) @) rp (v( ).

Tomando el producto punto con /,(v(¢)) obtenemos (4.56). Dado que u es una p-onda sim-
ple, la Proposicién 4.26 implica que u es constante a lo largo de lineas rectas (caracteristicas)

Figura 4.2 Curva % de
estados en una vecindad de
i, que no es tangente al
campo r, en ningdn punto.
La curva € corta a dos curvas
integrales .# y .%, del campo
rp en los estados uy y up,
respectivamente.
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que satisfacen la ecuacién
dzx R
o = A ul3(1),0)) = 2 ((9)),

donde A, = A,(v(¢)) es la velocidad constante de la onda. Resolviendo (4.56) por el método
de caracteristicas obtenemos

Q(x,1) = @o(x— Ayt), 4.57)

donde @ es una funcién dada (condicién “inicial”), siempre y cuando ¢ sea suave en Q.

Para verificar que la condicién es suficiente, supongamos que v € C'(R,R") y ¢ €
C'(Q:R) resuelven (4.55) y (4.56) para cierto intervalo / C R. Definimos u € C'(Q;R")
mediante la ecuacion (4.54). Calculando,

wr+ f () = +A(w)ux = (@1 + A, (v(9)) @) rp (v(9)) =0,

dado que ¢ satisface (4.56). Asi, u es solucidn clasica de (4.1) en Q. Finalmente, sea w un p-
invariante de Riemann local. Entonces la funcién w(x,7) :== w(v(¢(x,7)) tiene como gradiente

__ (Dw(v(@))-V(@)p\ _ (Dw((9))-rp(v(@)) e
Dy = (DW(V((P))'V/((P)(Px> - (Dw(v(w))-ri(v(w))fpx) =0,

ya que w es un p-invariante de Riemann. De esta forma, W es constante. Esto prueba que u es
una p-onda simple.
O

Observacion 4.29. La férmula (4.57) es la expresion general para una p-onda simple,

ux,1) = v(@o(x — A, (v(9))1)), (4.58)

donde v es una solucién de (4.55). De hecho, en algunos textos (ver, por ejemplo, el libro de
Evans [56]) ésta es la definicidon de onda simple. La idea central es interpretar a la ecuacién
(4.56) como una ley de conservacion escalar, una vez que se ha resuelto el sistema (4.55).

Ejemplo 4.30. (Ondas simples para campos genuinamente nolineales.) Si el campo es ge-
nuinamente nolineal podemos considerar la normalizacién (4.24), de modo que

%/Ip(V(i)) =DAp(v(§))-V/(§) = DAy (v(§)) - rp(v(§)) = 1,

es decir, A,(v(@(x,7)) = @(x,1) (tras afiadir una constante apropiada). Asf, la ecuacion (4.56)
es, en este caso, la ecuacién de Burgers

¢+ 9@, =0.

Una solucién cldsica conocida es ¢ = x/t en su dominio de definicién, contenido en ¢ > 0,
la cual corresponde a una p-onda de rarefaccién centrada en (xp,%) = (0,0) de la forma
(4.33). Las ondas de rarefaccién son ejemplos de ondas simples de la forma (4.54) donde

¢(x,1) = (x—x0)/(t —10).
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Sin embargo, existen ondas simples que no son ondas de rarefaccién. En el ejemplo 3.27,
la solucidn a la ecuacion de Burgers en el dominiot <x <1y 0 <t < 1 toma la forma

x—1

(P(xvt):ﬁv

que si bien es autosimilar, en este caso la velocidad caracteristica A (¢(x,¢)) = @(x,t) decrece
de derecha a izquierda, ya que ¢ = 1 > 0 = @p (ver figura 3.9). A este tipo de ondas simples
se les llama ondas de compresion.

Ejemplo 4.31. (Ondas simples para campos linealmente degenerados.) Si el campo p es li-
nealmente degenerado, entonces no es posible hallar p-ondas simples centradas en (xo,%) ya
que no hay solucién al sistema (4.27) - (4.28) (la ecuacién (4.29) implica, en ese caso, una
contradiccion). Sin embargo, sabemos que w(u) = A, (u) es un p-invariante de Riemann glo-
bal (es decir, en todo £) y por lo tanto A, es constante sobre cualquier p-onda simple; a esta
velocidad constante la denotamos como A, = A, (u(x,t)) = A,(v(¢(x,t)), donde v resuelve
(4.55) y la p-onda simple u toma la forma

u(x,r) = v(@o(x—Apt)). (4.59)

Por ende, las curvas caracteristicas son lineas rectas paralelas de la forma x — Zpt = constan-
te.

Concluimos que en el caso de un campo linealmente degenerado, dos estados distintos
ur, # ug no pueden ser conectados mediante una p-onda simple continua.

En la siguiente seccién estudiaremos ondas discontinuas.

4.3. Ondas de choque y discontinuidades de contacto

Vamos a construir soluciones discontinuas, constantes por pedazos, de (4.1), que conectan
a dos estados uy, # ug de Q. Recordemos que si una discontinuidad de una solucién débil u
de (4.1) esta parametrizada por una curva

Z={(x,5) ERxI:x=2%(t),£€C"(I),] C[0,+)},

entonces se deben satisfacer las condiciones de Rankine-Hugoniot

di
Sl = [f(w),
alo largo de X. El nimero real d£/dt =: s es la velocidad de la discontinuidad y una funcién
de la forma
, X<t
ulx,t) = {”L e (4.60)
Ug, X>st,
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solucién débil de (4.1), es conocida como una onda discontinua. Nuestro objetivo es deter-
minar, dado un estado constante u; € R, cudles son lo posibles estados ur que pueden ser
conectados con u#; mediante una onda de tipo (4.60).

4.3.1. El conjunto de Hugoniot

Definicion 4.32. Dado un estado constante ug € Q, el conjunto de Hugoniot de ug es el con-
junto de estados u € Q tales que existe o (up,u) € R que satisface

0 (uo,u)(u—uo) = f(u) — f(uo). 4.61)
Denotaremos al conjunto de Hugoniot de uy como 7 (ug) C Q.

Por lo tanto, nos interesa probar que el conunto de Hugoniot es no vacio y determinar su
estructura. Ese es el contenido del siguiente

Teorema 4.33. Sea uy € €, fijo. Supongamos que el p-campo caracteristico, con 1 < p <n,
tiene velocidad caracteristica A, (u) simple, con multiplicidad algebraica igual a uno como
valor propio de A(u) = Df(u), para todo u en una vecindad de uy, u € A (up). Entonces
existe una curva de clase C?, Sp(up) : € = W, (€), definida para —€; < € < g1, con0< € K 1
suficientemente pequenio, tal que

Yp(uo) = {%(8) ISEOREAS (—81781)} - L%ﬂ(uo)

Mas aiin, podemos escoger la parametrizacion de la curva 7, (ug) de forma tal que

2
W, (€) = uo + erp (o) + %Dr,,(uo)rp(uo) +0(e%), (4.62)
& (o, ¥y () = Ap(utg) + gm,,(uo) () + O(€2). (4.63)

Demostracion. Dado que f es suave, con Df = A, escribimos
1 d
flu) = fluo) = [ —(f(uo+s(u—uo)))ds

o ds
1

:/0 Alug+s(u—up))(u—up)ds

1
= (/0 A(uo—l—s(u—uo))ds>(u—uo).

De este modo, para cada u,v € Q, s € (0,1), tal que u+s(v —u) € Q, definimos

A(u,v) = /OIA(u—i—s(v—u))ds.
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Claramente A(u,u) = A(u) para todo u € Q, por lo que las condiciones de Rankine-Hugoniot
se pueden expresar como un problema de valores propios,

A(ug,u)(u—uo) = o(ug,u)(u—up).

Esto implica que u — up debe ser un vector propio de A(up,u), teniendo como valor pro-
pio la velocidad o (ug,u) de la conexién. En virtud de que A(ug) = A(uo,up) tiene un va-
lor propio simple A,(up), y bases completas de vectores propios izquierdos y derechos,

{1j(uo)Yi—y y {rj(uo)}’;_, respectivamente, tales que [;(uo)rp(uo) = 0'si j # p, y dado que

A(u) es hiperbélica con valor propio simple A4, (u), por continuidad del mapeo u — A(ug,u) €
C'(Q;R™"), existe una vecindad .4 (ug) de uq (posiblemente més pequeiia que .4 (ug)), tal
que la matriz A(uo, u) es hiperbélica, con bases completas de vectores propios {/;(uo,u)}';_,

y {rj(uo,u)}’;_,, asociadas a valores propios reales
At(uo,u) < -+ Ap_1(uo,u) < Ap(uo,u) < Apt1(uo,u) < --- An(uo,u),

y donde A, (uo,u) es un valor propio simple de A(uo, u) para todo u € A" (up). Ademads, estas
bases satisfacen

1i(ug,u)rp(ug,u) =0, si j#p.

De esta forma, un estado u € 7 (ug) N A" (up), con velocidad de conexién o (ug,u) cer-
cana a A, (uo) debe satisfacer
u—ug = 0r,(uo,u),

G(”Ovu) = Z’[I(M()a I/l),

para cierto 6 € R. Sea entonces la funcién
Gp(u,0) =u—uog—0ry(up,u),

definida en .4/ (up) x R. Notamos que G,,(uo,0) = 0, y que D, Gp,(up,0) = 1. Tras una apli-
cacion directa del teorema de la funcién implicita concluimos que existe una vecindad de
0 =0, digamos Ay = (—69,6y) con 0 < By < 1, una vecindad .4;,(up) de uy contenida en
N"(up), y n funciones de clase C2,

() := (u1(8),....un(8)) " : Mg — Huluo),
tales que u(0) = ug y
Gp(u,0) =0para ~0 siysoélosi u=u(6).
A esta curva la denotamos mediante
() = {u(8) € 2 : 6 € (—60,60)} C Ni(uo).
Dado que G,(u(0),0) = 0 para 6 ~ 0, tenemos la relacién de colinealidad

u(0) —uog = 0ry(up,u(0)),
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por lo cual u(6) — ug es ortogonal a cada vector /;(uo,u(0)) con j # p. Esto implica que

f((8)) = f(uo) = A(uo,u(6))(u(6) — uo)
= Ap(uo,u(6))(u(8) — uo) (4.64)
= 0 (uo,u(6))(u(0) —uo) = 0(6)(u(6) —uo),

donde hemos definido ¢(0) := o (ug,u(0)) := A,(ug,u(0)). Por lo tanto, la curva 7, (ug)
estd contenida en .77 (ug).

De esta manera, hemos demostrado la existencia de una curva local S,(ug) contenida
en el conjunto de Hugoniot 7 (ug). Sélo resta verificar que es posible reparametrizarla de
modo que las expansiones (4.62) y (4.63) son viélidas. Denotando "= d/d6 y diferenciando
la ecuacion (4.64) obtenemos

Au())i(6) = 6(6) (u(8) — o) + 5(8)i(6), (4.65)
que implica A(ug)i(0) = 6(0)i(0). Asimismo, u(0) —ug es ortogonal a cada /;(u,u(6)) con

j # p para 6 ~ 0, por lo que

(W) Lj(uo,u(0)) =0, j#p,0#0,

Tomando el limite cuando 6 — 0 obtenemos (0) - /;(up) = 0 para todo j # p. Por lo tan-
to, u(0) = ar,(uo), y 0(0) = A,(up), para cierto o € R, o # 0. Sin pérdida de generali-
dad, es posible reparametrizar la familia de estados de modo que & = 1. Sea A(u(8)) :=
D?f(u(6))u(0); diferenciando la ecuacién (4.65) se obtiene

A(u(0))i(8) +A(u(6))ii(0) = 6(8)(u(8) —uo) +26(8)i(6) + c(6)ii(6).
Evaluando en 6 =0,
Aluo)ry (o) +A(uo)ii(0) = 26(0)ry (tg) + A, (110)ii (0).
, eéalllszil (f)::;istea ieoq;aerj,; (bb;égf): Zr,,(u(e )) = A(u(8))r,(u(0)), derivamos con respecto a 0

Ap (1) rp (u0) + Ay (u0) o (110) = A(uo)rp (1t0) + A(uo) - (u),

donde nuevamente A,(u(6)) := (d/d0)A,(u(0)) y i,(u(8)) := (d/d8)r,(u(8)). Restando
ambas ecuaciones tenemos

A(uo) (ii(0) = p (0)) = A (10) (ii(0) — :p (10)) + (26 (0) — Ap (1t0) ) rp (o) (4.66)

Multiplicando por la izquierda por I, (u) se llega a que 6(0) = %lp(uo), es decir,

d

6(0) = —9(1 (u(8))) 19— = IDA, (o) - u(0) = $DA, (o) - 1 (up).

8=
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178 4 Sistemas de leyes de conservacion en una dimensién

(Nétese que 6(0) # 0 si el p-campo es genuinamente nolineal.) Sustituyendo en (4.66) con-
cluimos que
(A(uo) — Ap (o)1) (ii(0) — Fp(uo)) = 0,

y que, por lo tanto, existe un ndmero real f3 tal que
ii(0) — Fp(up) = 1(0) — Dr(uo)1t(0) = Br,(uo). (4.67)

Cambiamos la parametrizacién mediante

Denotando ' = d/de, claramente se tiene 6'(¢) =1— e, 8”(e) =—f,6(0) =0, 6/(0) =1
y 0”(0) = —fB. Con esta nueva parametrizacion, la familia de estados satisface

u(e) :==u(06(¢)),

' (g) = (1-Be)u(6(¢)),

u"(g) = —Pu(6(e)) + (1 - Be)i(6(e)),
con u'(0) = 1(0) = rp(uo) y u”(0) = —Pu(0) +ii(0). La condicién (4.67), por lo tanto, se
reduce a

u"(0) + Bu' (0) — Dry(uo)u' (0) = Bl (0),

es decir, u”(0) = Dr,(up)u’(0) y la expansion en series de Taylor es simplemente
u(€) = ug + €ry(uo) + 2€*Dry (uo)ry(uo) + O(7).

De la misma forma, o(¢) := o(6(¢)) satisface 6’(0) = 6(0) = DA, (ug) - rp(up), por lo
que
o(e) = o (uo,u(€)) = Ap(uo) + 5Dy (ug) - 1 (uo) + O(€?).

Denotamos ¥, (&) := u(€). Esto justifica las expansiones (4.62) y (4.63) y concluimos la
demostracion del teorema. O

Si el sistema es estrictamente hiperbdlico, entonces tenemos el siguiente

Corolario 4.34. Si el sistema es estrictamente hiperbolico en Q entonces el conjunto de
Hugoniot 7 (uy), para cada uy € Q estd constituido localmente por n curvas suaves
Zp(ug) C R, p=1,...,n, que admiten una parametrizacion de la forma ., (up) : € = ¥, (€),
definida para —€1 < € < €1, con 0 < € < 1 uniforme y suficientemente pequeiio, que satis-
facen las expansiones (4.62) y (4.63) para cada 1 < p < n.

Observacion 4.35. Para un estado ug € 2, el conjunto
Ipuo) ={¥p(€) : [e] <&},

es el conjunto de Hugoniot local asociado al p-campo caracteristico, y contiene a todos los
estados u vecinos a iy que se pueden conectar con éste mediante una onda discontinua, cuya
velocidad o (ug,u) ~ A,(up) es muy parecida a la velocidad caracteristica en el estado ug
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4.3 Ondas de choque y discontinuidades de contacto 179

(como puede apreciarse de la expansion (4.63)). Asimismo, la serie (4.62) nos indica no sélo
la vecindad de u = ¥, (&) con u sino que, a primer orden, la diferencia u — ug es colineal a
la direccién caracteristica asociada r, (uo).

Una vez establecida la estructura local del conjunto de Hugoniot vamos a distinguir entre
dos posibles tipos de ondas discontinuas dependiendo de la convexidad del modo caracteristi-
co.

4.3.2. Curvas de choque

Sea ug € Q2 fijo. Si el p-campo caracteristico es genuinamente nolineal (o convexo), enton-
ces podemos usar la normalizacion (4.24) de forma que DA, (uo) - rp(uo) = 1y la velocidad
de conexidn para los elementos de .7, (1) es

o(€) = o (up, By (€)) = Ap(up) + L&+ O(€?).

Por otro lado, la velocidad caracteristica en el estado ¥,(€) (para € ~ 0), gracias a la
expansion (4.62), se puede escribir como

Ap(Fp(€)) = Ay (¥, (0)) + DA, (W,(0)) - ((d/de) Wy (€))e=0 + O(€?)
= Ay (o) +€DA,(uo) - rp(uo) + 0(82)
= Ap(up) + €+ O(g%).

Por lo tanto,
€= Ap(%(€)) — Ap(uo) + O(€?),

y la velocidad de conexién es
o(e) = 5 (A (Fp(€)) + Ap(u0)) + O(€?).

Si el p-campo es genuinamente nolineal entonces la curva local .%, (1) se denomina una
curva de p-ondas de choque.

4.3.3. Discontinuidades de contacto

En el caso en el que el p-campo caracteristico es linealmente degenerado, tenemos que
DAp(u) - rp(u) = 0 para toda u € Q. Consideremos entonces la curva integral del campo r),
que pasa por uy, es decir, las soluciones v al sistema de ecuaciones

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



180 4 Sistemas de leyes de conservacion en una dimensién

Entonces
%(f(v(é)) — flu0) — Ap(v(E)) (&) — o))
— (AW(E)) ~ A (W(ENW(E) — (DA (E)) V() (4(E) — o)
= (AW(E)) = Ap(M(E))rp(v(E)
=0,

lo cual implica que f(v(§)) — f(uo) —A,(v(&))(v(§) —uo) = C, es una constante. Evaluando
en & = 0 obtenemos C = 0, y por ende,

F0(&) = fluo) = Ap(v(§))((&)) — uo)-

De este modo .#),(ug) coincide con v(&) y ademds la velocidad de conexion es

0 (u0,v(§)) = Ap(v(§))-

Finalmente, dado que 4,(v(&)) es un p-invariante de Riemann local (observacién 4.14 (b)),
dicha velocidad es constante,

Ap(v(€)) = 0 (u0,v(E)) = Ap(uo).

De hecho, todo p-invariante de Riemann es constante a lo largo de la curva de Hugoniot. De
este modo hemos probado el siguiente

Lema 4.36. Si el p-campo caracteristico es linealmente degenerado entonces el conjunto
(local) de Hugoniot ./, (ug) es la curva integral del campo r), y, ademds,

0 (uo, ¥p(€)) = A(¥p(€)) = Ap(uo), (4.68)
para todo € ~ 0. También se tiene que para cualquier p-invariante local de Riemann w,
W(E(e)) = w(w),  £~0.

En el caso en el que el p-campo caracteristico es linealmente degenerado, y ug € .7}, (ur)
6 ur, € /p(ug), 1a solucién débil de (4.1) de la forma

up, x < Apt,
1) = _ 4.69
uxt) {MR, x> Apt, 69

donde A, := A,(ur) = A,(ug), se denomina una discontinuidad de contacto. Nétese que
(4.69) es una onda discontinua pero con la misma velocidad caracteristica de ambos lados
de la discontinuidad.
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4.3.4. Ejemplos
4.4. Condiciones de entropia

4.4.1. La condicion de entropia de Lax y el teorema de representacion

Definicion 4.37 (Condiciones de entropia de Lax). Se dice que una discontinuidad satisface
las condiciones de entropia de Lax si existe un indice p = 1,...,n, tal que se cumplen las
desigualdades

Ap(ur) <5 < Api1(ug),

4.70
lp_l(uL) <s < lp(uL), ¢ )

en el caso en el que el p-campo caracteristico es genuinamente nolineal, o bien tal que se
cumple
Ap(ur) = s = Ap(ur), 4.71)

si el p-campo caracteristico es linealmente degenerado.

4.4.2. La E-condicion de Liu
4.4.3. El criterio del perfil viscoso

4.5. El problema de Riemann

En esta seccién consideramos el problema de Riemann para un sistema de leyes de con-
servacion (4.1) en una dimension, con condicion inicial

0
u(x,0) = {“L’ o i o 4.72)
ur, X .

A lo largo de esta seccién supondremos que
0<|ug—ur|=:8 <1,

es suficientemente pequefio. Asi, por los teoremas 4.12 y 4.34, si el p-campo es genuinamente
nolineal y u;, € Q tenemos curvas de estados en 2 parametrizadas por €, es decir,

Zp(ur) = {Dy(€) - |e| <&},

(4.73)
Fplur) = {¥p(€) : |e| <&},

que denotan los posibles estados ug que pueden ser conectados con u; mediante una p-onda
de rarefaccién o una p-onda de choque, respectivamente. Notamos que @, (&) y ¥,(€) son
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tangentes en € = 0. Definimos la funcién

P,(e), €>0
T,(eup):=4 P77 - 4.74
p( L) lP],(g), £<0, ( )
para cada p = 1,...,n. Notamos que cada T, es de clase C? para € ~ 0. De este modo, el

conjunto
{T,(&;ur) 1 €~0} C Q,

representa a los estados en £2 vecinos a uy, que pueden conectarse con u; mediente una p-onda
de rarefaccién por la derecha o mediante una p-onda de choque que satisface las condiciones
de entropia de Lax.

Andlogamente, si el campo p es linealmente degenerado, se define

Ty(g;ur) :=="P,(€), (4.75)

para € ~ 0, representando los estados en 2 vecinos a u;, que se conectan con u; mediante
una discontinuidad de contacto.

4.5.1. El teorema de Lax

El siguiente teorema debido a Lax garantiza la existencia y unicidad de la solucién entrdpi-
ca (en el sentido de las desigualdades de entropia de Lax) al problema de Riemann, si supone-
mos que los campos caracteristicos son genuinamente nolineales o linealmente degenerados
en todo 2.

Teorema 4.38. Supongase que para todo 1 < p < n, el p-campo caracteristico es genuina-
mente nolineal o linealmente degenerado en Q2. Entonces, para todo uy, € §2 existe una ve-
cindad O C Q de uy con la siguiente propiedad: si ug € O entonces el problema de Riemann
(4.1) y (4.72) tiene una tnica solucion débil que consiste de, a lo mds, n+ 1 estados sepa-
rados por ondas de rarefaccion, ondas de choque admisibles (que satisfacen las condiciones
de entropia de Lax), o discontinuidades de contacto.

Demostracion. Sea u;, € . Definimos
g:=(e1,...,&) €R”
y consideramos el mapeo
T:4(0)—Q, T(E) :=T(e;Th-1(€1—1;...;Ti(e1,uL)...)),

donde .47 (0) es una vecindad en R" de € ~ 0, y donde cada Ty, con 1 < p <n, estd definido
por (4.74) o (4.75), dependiendo de si el p-campo es genuinamente nolineal o linealmente
degenerado, respectivamente. Queremos resolver la ecuacion

T(8) = ug, (4.76)
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para ug en una vecindad de uz. Notamos que el mapeo T es de clase CZ en .4 (0), ya que
cada T), es de clase 2 1< p < n. También observamos que

T(O) = Tn(O;Tn_l(O; .. .,Tl (O;ML), .. )) =Uuy.
Por ser de clase C2, podemos expandir cada T, en serie de Taylor de la forma
Ty(&psu) = u+€prp(u) + 0(8;%)-
En consecuencia tenemos que
T2(82; T (81 ;uL)) =T (81 ;ML) + 827'2(T1 (8] ;ML)) + 0(822)
=up+ €71 (uL) + O(e}) + &2 (ur + €171 (ur) + O(€7)) + O(£3)
=ur+er(u)+er(uL)+ 0(812 + 822)

Argumentando por induccién obtenemos la expansion en serie de Taylor

T(&)=u.+ Y, €rp(ur)+O(E), 4.77)
p=1

por lo que la derivada de T en € = 0 esta definida por

DT(0)n =Y nprp(ur), paratodo 7 € R".
p=1

Equivalentemente,
ri(ur)
DT(0) = : € R,
rn(uL)

la cual es una matriz invertible. Por el teorema de la funcién inversa existe una vecindad
O C Q de uy tal que, para toda ug € 0, la ecuacion (4.76) tiene una tnica solucién

De esta forma obtenemos una solucién u que consiste en n+ 1 estados constantes, dados
por
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up =ur,

ur =Ti(&1(ug)sur),
up =Ty (&p(uriup-1),

Up—1 = Tnfl/gnfl(uR);uan%
Un = Tn(gn(uR);unfl)a

separados por p-ondas que pueden ser, ondas de rarefaccion, discontinuidades de contacto, i
ondas de choque que satisfacen las condiciones de entropia de Lax. A cada €, se le denomina
la amplitud de la p-onda. a

4.5.2. El problema de Riemann para el sistema p
Ejercicios

4.1. La ecuacion de onda. El paradigma de una ecuacién hiperbdlica en una dimensién es la
ecuacion de onda,
Uy = iy,  xER, (4.78)

con datos iniciales u(x,0) = uo(x), u;(x,0) = u;(x). La velocidad de la onda es ¢ > 0. Ha-
ciendo el cambio de variables v = u, y w = u, la ecuacion (4.78) es equivalente al siguiente
sistema lineal con coeficientes constantes

(:»)t = <0c2 _01) (:L) =4 (L) (4.79)

Demuestre que los valores propios de la matriz A son A} = —¢ < A, = ¢ y encuentre una base
de vectores propios de modo que el sistema se desacopla y tiene como soluciones

v(x,1) = %(u()(x—b-ct) + ¢ uy (x4 ct) + up(x —ct) —cflul(x—ct)),
wix,t) =1 (cuf)(x—i— ct) +uy (x+ct) — cupy(x — ct) +uy (x — ct)).

Encuentre la expresion para u(x, ).

4.2. Encuentre la solucién a las ecuaciones de agua poco profunda linealizadas en una di-

mension,
n v\ (n\ _
(), G)0) o @0

< i
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donde v y 7 > 0 son constantes, con datos iniciales arbitrarios, v(x,0) = vo(x) y n(x,0) =
No(x) dados. Resuelva el problema de Riemann asociado al sistema (4.80) con datos iniciales

(1,0)", x<o0,

(WO»VO)T(X) = { 0, I)T, x> 0.

—~

4.3. Sea u una solucién de clase C' del sistema de leyes de conservacién (4.1). Sea @ : Q —
Q un difeomorfismo suave, es decir, una transformacién inyectiva, sobre y con derivadas
continuas. Entonces w := & (u) satisface el sistema cuasilineal

wr +A(wW)w, =0, (4.81)

donde y
A(w) =D®(w)Df(P(w))DD ' (w).

Pruebe que el p-campo caracteristico de (4.1), con 1 < p < n, es genuinamente nolineal
(respectivamente, linealmente degenerado) si y sélo si el p-campo caracteristico del sistema
(4.81) es genuinamente nolineal (respectivamente, linealmente degenerado).

4.4. Considere un sistema estrictamente hiperbdlico de la forma
u+f (”)x =0,

con un valor propio A, (u), para cierto 1 < p < n, y suponga que el p-campo caracteristico es
linealmente degenerado. Considere el siguiente sistema aumentado

Uy +f(”)x =0,
ve+ (Ap(u)v) =0.

Demuestre que el nuevo sistema para las variables (,v)" € R" x R es hiperbélico con exac-
tamente las mismas velocidades caracteristicas que el sistema original, pero con la multipli-
cidad de A, («) aumentada en uno.

4.5. Parau € R, u # 0, sea la matriz

A(u) :=exp(—1/u?) <Z?§((22;Z>) Slr;(sz(é%)) ’

y definamos A(0) := 0. Pruebe que A es de clase C* como funcién de u y que tiene valores
propios reales, pero que, sin embargo, no es posible hallar una base de vectores propios
unitarios {r| (), (u)} que dependa continuamente de u cerca de u = 0. Discuta qué sucede
con los espacios propios cuando u — 0.

4.6. Demuestre el lema 4.10.

4.7. Demuestre que todo sistema de dos leyes de conservacién (n = 2) estd dotado de un
sistema completo de invariantes de Riemann.

4.8. Describa el conjunto de Hugoniot local .7, (u0) para un sistema lineal.
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4.9. Describa el conjunto de Hugoniot local ., (vo, wo) para el siguiente sistema de ecuacio-

nes desacopladas
vi+8(v)y =0,

wy +h(w), =0.

Nota bibliografica
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Capitulo 5
El problema de Riemann en dinamica de gases

5.1. El problema de Riemann para un gas ideal en el caso isentropico
5.2. Desigualdades de entropia

5.3. Estudio de los campos caracteristicos

5.4. Solucion numérica

Nota bibliografica
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Capitulo 6
El esquema de Glimm*

6.1. Descripcion del esquema
6.2. La estimacion de interaccion
6.3. Aproximacion en diferencias
6.4. Convergencia

Nota bibliografica

El articulo original de Glimm [81] contiene el primer resultado de existencia y unicidad
de la solucién entrdpica para sistemas. El presente capitulo estd basado en la descripcion del
esquema de Glimm que se encuentra en el libro Smoller [213]. Una versién determinista se
debe a T.-P- Liu [147], la cual es descrita también en el quinto capitulo del libro de Serre
[197].

* Omitir durante una primera lectura.

189
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Capitulo 7
Perfiles viscosos para ondas de choque

Este capitulo contiene una introduccién a la teoria de existencia y estabilidad de perfiles
viscosos para ondas de choque. La primera seccion estudia perfiles viscosos para una ecua-
cién escalar. En particular se analiza el caso de la ecuacién de Burgers y la familia de perfiles
viscosos de Burgers. Asimismo se discute la existencia del perfil viscoso para el caso escalar
general. La seccion 7.2 contiene una prueba de la estabilidad nolineal de los perfiles viscosos
escalares basada en el método de energia. A pesar de que existen resultados de estabilidad
mds completos para el caso escalar' el método de energia es extrapolable al caso de siste-
mas y sirve de preparacion previa. La estructura y existencia de perfiles de ondas de choque
de amplitud pequena se puede estudiar mediante una proyeccién nolineal sobre una varie-
dad central. La seccién 7.3 contiene los detalles de la construccion de los perfiles viscosos,
tanto para tensores de difusion estrictamente parabdlicos, como para tensores parcialmente
parabdlicos (viscosidad real). La seccidn 7.3.4 contiene la prueba de existencia del perfil vis-
coso de amplitud arbitraria para las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles. Este resultado
es de gran importancia tedrica y se debe a Gilbarg [80].

! Véase, por ejemplo, el trabajo de Sattinger [192, 193].

191
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7.1. Perfiles viscosos escalares

7.1.1. La ecuacion de Burgers

7.1.2. Existencia

7.2. Estabilidad en el caso escalar

7.2.1. El problema perturbado

7.2.2. La estimacion basica de energia

7.2.3. Estimacion de orden alto

7.3. Perfiles viscosos para sistemas

7.3.1. Construccion de Koppell y Howard

7.3.2. Criterio de admisibilidad de Majda-Pego

7.3.3. Construccion de Pego para viscosidad real

7.3.4. Perfiles de amplitud arbitraria en dinimica de gases
7.4. Estabilidad de perfiles para sistemas

7.4.1. El método de diagonalizacion de Goodman

7.4.2. Panoramica del teorema de Liu: ondas de difusion
7.4.3. Introduccion a los métodos de la funcion de Evans

Nota bibliografica

La primera construccion de un perfil viscoso con amplitud pequefia mediante la aplicacion
del teorema de variedad central apareci6 en el trabajo de Kopell y Howard [113], para el caso
de viscosidad idéntica. Injustamente, esta contribucidn se menciona poco en la literatura y se
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7.4 Estabilidad de perfiles para sistemas 193

atribuye usualmente a Majda y Pego [163] la prueba de la existencia de perfiles. Estos tltimos
caracterizaron a los posibles tensores de viscosidad, estrictamente parabdlicos, que admiten
la construccién de Koppell y Howard. Posteriormente Pego [179] extendié dicho criterio de
admisibilidad al caso de sistemas con viscosidad real, es decir, con tensor de viscosidad no es-
trictamente parabdlico. Notablemente, Pego hizo uso de la condicién de Kawashima-Shizuta
[108, 206], la cual todavia no habia sido formulada por Kawashima en su tesis doctoral [107].
Para una descripcion detallada de la demostracion de la existencia de un perfil viscoso de am-
plitud arbitraria para las ecuaciones de Navier-Stokes debida a Gilbarg [80], recomiendo al
lector consultar la tesis de F. Angeles [8].
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Apéndice A
Elementos de Analisis Real

En esta seccion recolectamos algunos resultados basicos de Andlisis Real que son utiliza-
dos durante la exposicion del material.

A.1. Teoremas elementales de calculo

Teorema A.1 (Teorema de localizacion). Sea F un campo escalar o vectorial, continuo, en
un conjunto abierto Q C R%. Si para cualquier bola abierta B contenida en Q se cumple que

/F(x)dx=0, (A.1)
B
entonces F =0 en Q2.

Demostracion. Sea xy € 2. Para cada € > 0 tal que B¢ (xg) C Q definimos

1

fe= ‘F()“” = BT vy PO

Por lo tanto

1
0<I <
== Vol

T o [P0 = F@ldr < sop [P =o)L

x€Be(xp)

Por continuidad de F, concluimos que lim,_,o+ Iz = 0, y por lo tanto, para cada xo € 2

1
Fx:h’mi/ F(x)dx.
(x0) e—0" Vol(Bg(x0)) JBe(x0) (x)
Sea xp € Q arbitrario; por la propiedad (A.1) de F se obtiene que F(x) = 0. O
195
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A.2. Teoremas de convergencia

A continuacién se presentan algunos resultados ttiles de convergencia de funciones. Como
referencia, el lector puede consultar los textos cldsicos de Rudin [190] y Bartle [12], asi como
el conciso (y util) apéndice del libro de Evans [56].

Comenzamos recordando los teoremas basicos de analisis real.

Teorema A.2 (Convergencia dominada de Lebesgue). Asumamos que las funciones f, son
integrables y que f, — f c.d.s. cuando n — —+oo. Supongamos también que |f,| < g para
cierta funcion integrable g. Entonces f es integrable y

/fdu:h’m/fndu

Lema A.3. Supongamos que {uf}e>0 C Q C R" es una sucesion de funciones uf : RY — Q
uniformemente acotada
4]l < C,

con C >0, y para toda € > 0. Supongamos que u® — u c.d.s. cuando € — 0T. Entonces para
toda funcion continua G :  — RP, se tiene que G(u®) — G(u) en sentido de distribuciones,
es decir, para toda ¢ € Cg(Rd;Rp),

0 -Guf)dx — / ¢ - G(u)dx,
R4 R4

cuando € — 0.

Demostracion. Definimos g€ := ¢ - G(u®), para cada € > 0. Por continuidad, claramente g% —
¢ - G(u) cuando € — 0. También por continuidad y u® acotada uniformemente para toda €,
tenemos que

g:=suplg| <C,

con C > 0, cota uniforme en € y en x € R?. Dado que ¢ tiene soporte compacto, g¢ tiene
soporte compacto. g es integrable, ya que,

/g:/sup|¢~G(u£)|§M dx < oo
supp ¢

Asf, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

/g‘s —>/h’mg£:/(])-G(u),

cuando € — 0T, O
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A.2.1. El alisador de Friedrichs.

Vamos a enunciar algunas propiedades del alisador de Friedrichs. El lector puede consul-
tar, por ejemplo, el apéndice en el libro de Evans [56].

Definicion A.4. (Alisador de Friedrichs)

(i)  Definimos la funcién

LY. o
) = Cexp (ﬁ) ;s x| < 1, (A2)
0; si|x|>1,

donde C es una constante tal que ff:’ ndx = 1. La funcién 1 es de clase C~.
(ii))  Paracada € > 0 definimos

Ne(x) 1= én(x/e). (A.3)

Ne es conocido como el alisador de Friedrichs. Claramente tenemos que N € C~,
[T Nedx =1y suppne C (—&,¢€), para toda &€ > 0.
(iii)  Para cada funcidén g integrable en Q2 C R, definimos el alisamiento de g como

¢ = (erg)() = [ melx=y)str)d. (A%

definidaen x € Q, := {x € Q : dist (x,d Q) > €}. Haciendo un cambio de variables y dado
que suppne C (—¢€,€), tenemos,

EW= [ negl-y)dy
(7875)
La siguiente Proposicion resume las propiedades bdsicas mds importantes del alisador de
Friedrichs. La prueba es elemental y se puede encontrar en [56], pg. 630.

Proposicion A.5. El alisamiento de una funcion g integrable en Q C R satisface:

(a) gF es de clase C* para todo € > 0.

(b) gt — g cd.s. enQ, cuando € — 0T,

(c) Si g es continua en £, entonces g¢ — g uniformemente en compactos de Q cuando
€—0".
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A.3. Funciones convexas
A.3.1. Propiedades basicas

A.3.2. La transformada de Legendre

Sea f : R — R una funcién de clase C> que satisface

f"(u) >1/C >0, paratoda u € R, (A3)
. / 4o
Jim 7 (u) = oo, (A.6)

Es decir, f es estrictamente convexa en todo R y su derivada a := ' : R — R, es invertible.

Definicion A.6. Si f satisface (A.5) y (A.6), definimos la transformada de Legendre de f
como

SF(v) := max (uv — f(u)), veR. (A7)

ueR

Observacion A.7. (a) Notamos que f* estd bien definida. Para cada ndmero real v € R fijo,
existe un dnico u, € R tal que v = f'(u,) = a(u.), ya que a = f’ es inyectiva y sobre. De
este modo la funcién y, (u) = uv — f(u) tiene un maximo tnico en u = u,, en vista de que
W (u) =0y W (ue) = —f"(us) <0. Asi, f*(v) = usv — f(us). Denotamos a la inversa de a
como g = a~'. De esta manera obtenemos, u, = g(v). Por ende, para toda v € R, f*(v) estd
determinada por

1) =vg(v)— f(gv)). (A.8)
(b) Diferenciando (A.8),
af* / /
gy =8 (V) +8(v) —alg(v)g' (v) = 8(v), (A9)
por lo cual,
af 1 1
= = = 0
a7 =E =G = ey T

esto es, f* también es estrictamente convexa y de clase C.

Mas aun, bajo estas hipdtesis tenemos el siguiente

Lema A.8. Si f: R — R es de clase C? y satisface (A.5) y (A.6), entonces (f*)* = f.

Demostracion. Por definicion de la transformada de Legendre,

fT(v) = max (uv— f(u)) = uv— f(u),

ueR

para toda u € R, es decir, f(u)+ f*(v) > uv, paratodo u € R, v € R. De este modo obtenemos

S(u) > sup(uv — f*(v)). (A.10)
veR
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Por otro lado,

sup (uw — f*(w)) = sup (uw —sup(wv — f(v))) = sup (inﬂg(w(uv) +f(v))) .

weR weR veR weR \VE€

Dado que f es estrictamente convexa y de clase C2 sabemos que f(v) + f'(u)(u—v) > f(u)
para todo par v,u € R. Por lo tanto, tomando w = f’(u), obtenemos

sup (uw — f*(w)) > inf (f'(u) (u—v) +£(v)) > f(u).

weR veR

Combinando con (A.10) concluimos que

sup (sow — f* (w)) = méx (uw — £*(w)) = (/)" () = f (),

weR

para toda u € R. O

A.3.3. Interpolacion lineal

El siguiente lema garantiza que podemos interpolar linealmente toda funcién convexa de-
finida en un intervalo acotado, en una particién suficientemente fina.

Lema A.9. Sea f : [a,b] — R una funcion estrictamente convexa, definida en un intervalo
compacto |a,b]. Enconces para cada o > 0 existe fy convexa tal que

(@) f(u) < fo(u) < f(u)+a, paratoda u € [a,b)],
(b) Cada fy tiene la forma

M
fa=bo+biu+ Y ajlu—kjl, (A.11)

Jj=1

donde o0 = O(1/M), M € Z, kj € [a,b], y by, by,a; son constantes, con aj > 0. Mds atin,
fa converge uniformemente a f en |a,b] cuando o« — 07 (es decir, cuando M — ~+eo).

Demostracion. Véase [189]. O

A.4. Funciones de variacion acotada

A.4.1. Definicion y propiedades

Sea I C R un intervalo (posiblemente no acotado) y sea v : I — R. La variacion total de v
en I se define como

Preliminary version — 20 de marzo de 2020



200 A Elementos de Andlisis Real

N
T.V.(v;I) :=sup Y [v(x;) —v(xj_1)], (A.12)
S =1
donde el supremo se calcula sobre el conjunto _# de todas las particiones finitas de puntos
en I, tales que xo < ... < xp, x; € I. Cuando no hay ambigiiedad sobre el intervalo 7, (A.12)
se denota simplemente como T.V.(v). El conjunto de las funciones de variacién acotada en I
se denota como BV (I;R"), de modo que

vEBV(LR") < T.V.(;]) < 0.

Cuando n =1 e I =R el espacio se denota simplemente como BV(R). A continuacién pre-
sentamos algunas propiedades bésicas de las funciones de variacién acotada.

Lema A.10. BV(I;R") es un subconjunto de (L' (I))".

Demostracion.

Lema A.11. Sean — < a < b < +o0. Si v € BV((a,b);R) entonces para cada x € (a,b) los
limites

T)=1im v(y), v(x7)= lim v(y),

v(x
y—xt y—x~

existen. Mas atin, v tiene, a lo mds, un conjunto numerable de puntos de discontinuidad en
(a,b).

Demostracion.

Proposicion A.12. Si v € BV(R) y h > 0 entonces
/ W+ 1) — v(x)|dx < AT.V.(;R). (A.13)
R

Demostracion. Por propiedades del espacio BV(R) tenemos que

(k+1)h
/lgv(x—i—h) —v(x)|dx = ke%/k [v(x—+h) —v(x)|dx

h

:/hz|v(y+(k+1)h)_v(y+kh)|dy
0 ez

h
< / T.V.(;R)dy = hT.V.(v;R).
0

A.4.2. El principio de Helly

El siguiente teorema (conocido también como principio de seleccion de Helly) representa
una propiedad de compacidad de las funciones de variacién acotada, la cual es fundamental
para demostrar la existencia de soluciones débiles para sistemas de leyes de conservacion.
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Teorema A.13 (Helly). Sea una sucesion de funciones v, : R — R” tales que
T-V-(Vm) <C, |vm(x)| <M,

para todo m € N, x € R, y para ciertas constantes uniformes C,M > 0. Entonces existe una
subsucesion vy, y una funcion v € BV(R) tales que

lHim vy, (x) = v(x), xeR,

m—r+oo
T.V.(u) <C, [v(x)| <M,
para todo x € R.
Demostracion. Para cada m € N, x € R, se define V,,(x) como la variacién total de v,, en
I = (—o0,x], Vip(x) := T.V.(v; (—o0,x]), es decir,
N
Vin(x) :==sup{ ¥ [ (xj) = vin(xj-1)[ : N> 1,x0 <x1 < ... <xy =x}.
j=1
Cada V,, es no decreciente y satisface 0 < V,,,(x) < C paratodox € R, y

Vi (X) = v ()] € Vin(22) = V(z1), 21 <x<y<z.

Usando el método de diagonalizacién de Cantor, es posible construir una subsucesion V,,
que tiene un limite en cada ndmero racional, 1imy,— e V;n(x) =V (x), con x € Q.
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